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ÉLËMË.^TS  m  GÉOMÉTRIE 


PRELIMINAIRES 


DEFINITIONS 

1.  Forme.  Etendue.  —  Les  corps  que  nous  voyons  autour  de 
nous,  dans  Tespace,  ont  chacun  une  forme  particulière  et  une 
certaine  étendue.  Ces  deux  qualités,  forme  et  étendue,  constituent 
les  \:>vo[M-iétés  géométriques  des  corps;  leur  étude  fait  l'objet  de  la 
Géométrie. 

2  Solide.  Volume.  —  On  appelle  corps  géométrique  ou 
solide,  un  corps  que  l'on  considère  uniquement  au  point  de  vue  de 
sa  forme  et  de  son  étendue,  abstraction  faite  de  ses  autres  pro- 
priétés. 

L'étendue  d'un  solide  s'appelle  le  volume  du  solide. 

3.  Surface.  Aire.  —  Un  solide  occupe  une  portion  déterminée 
de  l'espace;  il  est  séparé  du  reste  de  l'espace  par  une  limite;  cette 
limite  est  la  surface  du  solide. 

Toute  surface  a  une  forme  et  une  étendue;  l'étendue  de  la  surface 
est  l'aire  de  cette  surface. 

Une  feuille  de  papier,  que  l'on  imagine  sans  épaisseur,  conduit  à 
l'idée  d'une  surface. 

4.  Ligne.  Longueur.  —  Si  Ton  considère  une  portion  déter- 
minée de  surface,  la  limite,  le  contour,  de  cette  portion  de  surface 
est  une  ligne. 

Toute  ligne  a  une  forme  et  une  étendue;  l'étendue  d'une  ligne  est 
la  longueur  de  cette  ligne. 

Un  fil  très  tin  conduit  à  l'idée  d'une  ligne. 

Si  nous  divisons,  par  la  pensée,  une  surface  en  deux  parties  dis- 
tinctes, mais  non  séparées,  ces  deux  parties  se  touchent  tout  le  long 
d'une  limite  commune;  cette  limite  est  une  ligne  qui  a^ipartient  à  la 
surface,  qui  est  sur  la  surface;  celle-ci  passe  par  la  ligne.  -Il  existe, 
sur  une  surface,  une  infinité  de  lignes. 

Ou  conçoit  de  même  qu'une  ligue  peut  être  commune  à  deux 
surfaces  distinctes;  elle  est  alors  leur  intersection. 

5.  Point.  —  Si  l'on  considère  une  portion  déterminée  de  ligne, 
les  limites,  les  extrémités,  de  cette  portion  de  ligne  sont  des  points. 

Divisons,  par  la  pensée,  une  ligne  en  deux  parties  distinctes, 
mais  non  séparées;  la  limite  commune  à  ces  deux  parties  est  un 
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point  de  la  ligne,  un  point  situé  sur  la  ligne.  Il  existe  sur  une  ligne 
une  infinité  de  points,  On  conçoit  de  même  que  deux  lignes  dis- 
tinctes peuvent  avoir  un  point  commun  ;  ce  point  est  appelé  leur 
point  d'' intersection. 

6.  Figure.  —  On  appelle  figure  tout  ensemble  de  solides,  de 
surfaces,  de  lignes,  de  points  déterminés  et  l'on  peut  dire  (1)  que  la 
géométrie  est  la  science  qui  a  pour  objet  Tétude  des  propriétés  des 
ligures. 

7.  Génération  des  figures.  —  Les  figures  géométriques  ont  été  définies 
ci-dessus  dans  l'ordre  :  solide,  surface,  ligne,  point.  Inversement  on  peut 
concevoir  une  ligne  comme  engendrée  par  un  point  mobile  qui  la  parcourt 
dans  un  sens  déterminé,  sans  jamais  revenir  en  arrière  ;  la  ligne  est  la  tra- 
jectoire du  point.  De  même,  une  surface  ou  un  solide  peuvent  être  engen- 
drés respectivement  par  une  ligne  ou  une  surface,  dont  le  déplacement  se 
fait  suivant  une  loi  donnée. 

8.  Terminologie.  —  On  donne  le  nom  général  de  proposition 

à  renoncé  d'une  vérité  mathématique.  On  en  distingue  deux 
catégories. 

I.  Un  axiome  est  une  proposition  évidente  par  elle-même.  Les 
suivants  intei'vienneut  en  géométrie  : 

1.  Deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales  entre  elles. 

2.  Le  tout  est  plus  grand  que  l'une  de  ses  parties. 

3.  Le  tout  est  égal  à  la  somme  des  parties  dans  lesquelles  il  a  été 
divisé. 

4.  Quand  deux  quantités  sont  égales  à  deux  antres,  la  somme,  la 
différence,  le  produit.,  le  quotient  des  deux  premières  sont  respective- 
ment égaux  à  la  somme,  à  la  différence,  au  produit,  au  quotient  des 
deux  autres. 

5.  Une  hypothèse  qui  conduit  logiquement  à  une  conclusion 
manifestement  fausse  est  erronée. 

Un  postulat  est  une  proposition  que  l'on  demande  d'admettre 
sans  la  Justifier;  c'est  une  propriété  fondamentale  acceptée  sans 
discussion,  à  raison  de  son  cai'actère  d'évidence. 

Une  telle  propriété  n'est  véritablement  un  postulat  que  si  l'on  a  démontré 
qu'elle  ne  peut  se  déduire  d'autres  postulats  déjà  énoncés. 

II.  Un  théorème  est  une  proposition  que  l'on  démontre,  c.-à-d. 
dont  on  établit  l'oxactitude  par  un  raisonnement. 

L'énoncé  d'un  théorème  comprend  une  hypothèse,  qui  est  la 
supposition  que  l'on  fait,  et  une  conclusion  ou  thèse,  que  le  rai- 
sonnement déduit  rigoureusement  de  l'hypothèse.  Il  importe  de  bien 
distinguer  ces  deux  jjarties 

La  réciproque  d'un  théorème  est  une  proposition  dont  la  conclu- 
sion est  formée,  totalement  ou  partiellement,  de  l'hypothèse  du 
théorème  et  inversement. 
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On  appelle  corollaire  une  pioposition  qui  est  la  conséquence 
d'une  ou  plusieurs  autres  propositions.  Cette  conséquence  apparaît 
souvent  avec  une  évidence  qui  pei'inet  d'en  omettre  la  démonstration. 

Enfin,  un  lemme  est  une  proposition  préalable  que  l'on  établit 
pour  faciliter  la  démonstration  d'un  théorème. 

III.  Un  problème  est  une  question  proposée  qui  exige  une 
solution. 

9.  Signes.  —  Certains  signes  d'upéi-ation  employés  en  algèbre 
sont  utilisés  aussi  en  géométrie;  ils  ont  alors  un  sens  que  nous 
préciserons  dans  la  suite  du  cours. 

10.  Mouvement  des  figures.  —  Dans  la  démonstration  des 
propositions  de  la  géométrie,  on  im.igine  parfois,  pour  les  besoins  du 
raisonnement,  qu'une  figure  change  de  position  dans  l'espace.  On 
suppose  toujours  que,  pendant  ce  mouvement,  la  forme  et  l'étendue 
de  l'i  fîf/nre  restent  invariables.  Ce  changement  de  position  poite  le 
nom  général  de  déplacement. 

11.  Egalités.  —  On  distingue  en  géométrie  trois  sortes  d'éga- 
lités. 

1"  Deux  figures  sont  égales,  lul^q^^on  peut  amener  l'une  d'entre 
elles,  par  un  déplacement  convenable,  à  coïncider,  point  par  point, 
complètement  avec  l'autie.  L'égalité  proprement  dite  s'entend  donc 
jiar  rapport  à  la  forme  et  à  Véttndtie,  qui  sont  les  qualités  géomé- 
triques (1).  Eu  d'autres  termes,  ou  i)eut  considérer  deux  figures 
égales  comme  deux  positions  distinctes  d'une  même  figui"e  (10). 

2"  Une  égalité  qui  n'a  lieu  <:[ue  par  rapporta  l'étendue  est  une 
équivalence.  Deux  fignris  de  même  espèce,  deux  suifaces  par 
exem[)le,  peuvent  avoir  dos  étendues  égales  avec  des  formes 
difi'érentes. 

o"  11  existe  enfin  des  égalités  de  mesures  qui  ont  lieu  entre 
les  mesui'es  de  figures  de  natures  difiérentes. 

Nous  préciserons  ces  notions  dans  la  suite  du  couis. 

LA    DROITE 

12.  Droite.  —  La  droite  est  une  ligne  illimitée  telle  que  par 
deux  points  quelconques  on  j  eut  toujours  en  faire  passer  une  et  une 
seule. 

Un  fil  tendu  est  l'image  imparfaite  d'une  portion  de  droite. 

Il  résulte  de  la  définition  que  deux  droites  qqi  ont  deux  points 
communs  coïncident  dans  toute  leur  étendue  et  que  deux  droites 
distinctes  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun  qui  est  leur  point 
d'intersection.  Une  dinite  peut  se  mouvoir  dans  deux  diiections 
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opposées  eu  passant  toujours  par  les  deux  points  qui  la  ilétermiaeut; 
la  droite  glisse  sur  elle-même. 

Pour  Doranier  une  droite,  il  sutiit  de  nommer  les  deux  points  qui 
la  déterminent .  Un  point  s'indique  par  une  lettre  majuscule  :  le  point 
A.  La  droite  déterminée  par  deux  points  A  et  B  est  donc  la  droite 
AB.  On  désigne  aussi  parfois  une  droite  par  une  seule  lettre 
minuscule  :  la  droite  â  (fig.  2). 

On  trace  une  droite  à  l'aide  de  la  règle. 

13.  Demi-droite.  —  Un  point  0,  marqué  arbitrairement  sur 
une  droite  d,  la  divise  en  deux  parties  dont  chacune  est  une  demi- 
droite  (fig.  1).  11  ne  faut  pas  entendre  par  là  une  moitié  de  droite; 

^  une  demi-droite  OA  est  encore 

BOA         WWxn'itée,  vi\?à?,  dans  nn  seul  sens. 

Dans  l'auti-e  sens  elle  est  limitée 

^ au  point  0,  qui  s'appelle  l'ori- 

PjQ.    1  gine  de  la  demi-droite. 

Deux  demi-droites,  telles  que 
OA  et  OB.  placées  sur  une  même  droite,  de  part  et  d'autre  d'une 
origine  commune,  sont  dites  opposées. 

14.  Segment  rectiligne.  —  La  portion  d'une  droite,  limitée 
par  deux  j^oints  marqués  sur  cette  droite  (fig.  2).  s'appelle  un  seg- 
ment de  droite,  ou  un  segment  rectiligne  ou  plus  simplement 

^  B  un  segment.  Les  deux  autres  parties 

T     de  la  droite  sont  les  prolongements  du 
Fig.  2.  segment;  les  points  A  et  B  en  sont  les 

extrémités. 

15.  —  I.  Par  définition,  la  longueur,  c'est-à-dire  l'étendue  (4) 
d'un  segment  lectiligne  AB  est  la  distance  des  points  A  et  B,  extré- 
mités du  segment. 

II.  Deux   segments  leclilignes  AB  et  CD  sont  égaux  (fig.   3), 
A  B  lorsqu'on  peut  placer  l'un  des  segments 

^      SU)'  l'autre  (ce  qui  se  fait  au  moyen  du 
compas  à  pointes  sèches),   de  manière 
^  3  fl^'6    leurs    extrémités    coïncident.    Ou 

Fig.  3.  admet  que  cette  coïncidence  peut  s'éta- 

blir de  deux  manières  (10)  :  C  en  A  et 
D  eu  B  ou  bien  C  eu  B  et  D  eu  A.  Ou  expiirae  cette  égalité  (11,  1°) 
en  écrivant  : 

AB  =  CD. 

III.  Si  les  segments  CD  et  AB  sont  inégaux,  deux  cas  peuvent  se 
présenter  quand  ou  porte  le  segment  CD  su)'  la  droite  d,  de  manière 
que  C  tombe  en  A  et  que  les  deux  segments  soient  placés  du  même 
côté  par  lapport  au  point  A  : 
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1°  Le  point  D  tombe  entre  A  et  B.  On  dit  que  CD  est  plus  petit 
que  AB  (8,  I,  2)  et  l'on  écrit  :         CD  <  AB. 

1^  Le  ])oint  D  tombe  en  dehors  du  segment  AB.  On  dit  que  CD 
•est  plus  grand  que  AB  et  l'on  écrit  : 

CD  >  AB. 

LE    PLAN 

16.  Plan.  —  Le  plan  est  une  surface  illimitée  telle  que  toute 
droite  passant  par  deux  j)oints  arbitrairement  choisis  dans  cette 
surface,  y  est  contenue  toute  entière  (4). 

La  surface  d'une  eau  calme  conduit  à  l'idée  d'une  portion  de  plan. 
On  désigne  souvent  un  ))Ian  par  une  lettre  grecque  :  le  plan  a. 

Toute  droite  d'un  plan  le  divise  en  deux  parties  qu'on  nomme 
demi-plans;  en  faisant  tourner  l'un  de  ces  demi-plans  autour  de 
la  droite,  qui  est  leur  origine  commune,  on  peut  l'amener  en  coïn- 
cidence avec  le  demi-plan  opposé. 

17.  —  Tout  plan  divise  l'espace  en  deux  régions  nommées  les  côtés  du  plan 
■et  telles  qu'une  ligne  dont  une  extrémité  est  dans  l'une  de  ces  régions  et 
l'autre  extrémité  dans  l'autre,  traverse  nécessairement  le  plan.  De  même,  les 
deux  demi-plans  déterminés  par  une  droite  dans  un  plan  sont  tels  qu'une  ligne 
du  plan,  dont  une  extrémité  est  dans  l'un  des  demi-plans  et  l'autre  extrémité 
dans  l'opposé,  traverse  nécessairement  la  droite. 

En  faisant  tourner  un  plan  autour  d'une  de  ses  droites,  on  pourra  amener 
l'un  quelconque  des  deux  demi-plans  déterminés  par  cette  droite,  à  passer  par 
un  point  choisi  arbitrairement  dans  l'espace. 

18.  Théorème.  —  Par  trois  points  non  situés  sur  une  même  droite, 
on  peut  faire  passer  un  plan  et  un  seul. 

1°  Soient  A.  B,  C,  trois  points  non  en  ligne  droite  (fig.  4).  Les  deux  points 

A  et  B  déterminent  une  droite  b,  qui 
divisera  en  deux  demi-plans  tout  plan 
a  contenant  la  droite  b.  En  faisant 
tourner  le  plan  a  autour  de  la  droite 
b,  on  pourra  amener  l'un  de  ces  demi- 
plans  à  contenir  le  point  C  et  dans 
cette  position  le  plan  a  contient  les 
trois  points  considérés. 

Z'^  S'il  existe  un  second  plan  ,3  dis- 
tinct de  a  et  passant  par  les  points  A, 
BetC,  le  plan  ,5  contiendra,  comme 
a,  les  droites  b  et  c.  Marquons  dans  f? 
Fig.  4.  un  point  arbitraire  M  et  menons  par 

M,  dans  ce  plan,  une  droite  a,  ren- 
contrant &  et  c  en  D  et  E.  Les  points  D  et  E  seront  nécessairement  aussi  dans  le 
plan  a  qui  contiendra  par  suite  la  droite  a  tout  entière  et  notamment  le  point 
M.  Ainsi  tout  point  M  de  ,*  est  dans  a  et  réciproquement;  les  deux  plans  n'en 
font  qu'un. 
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19.  Remarques.  —  Le  théorème  précédent  conduit  aux  remarques 
suivantes  : 

1»  Un  plan  peut  glisser  sur  lui-même; 

2°  Une  portion  limitée  d'un  plan  peut  être  déplacée,  sans  que  cette  portion 
sorte  du  plan  ; 

3°  Une  portion  d'un  plan  peut,  après  un  déplacement  quelconque,  être 
replacée  sur  le  plan  dans  une  position  arbitraire  ; 

4»  Un  plan  peut  être  retourné; 

0°  Une  portion  d'un  plan  peut  être  retournée  sur  ce  plan. 

20.  Figure  plane.  —  Une  figure  plane  est  une  figure  dont 
tous  les  points  appartiennent  à  un  même  plan. 

Nous  allons  définir  deux  figures  planes  importantes. 

l'angle 

21.  Angle.  — Deux  demi-droites,  menées  dans  un  plan  imr  un 
même  point  et  non  opposées,  divisent  le  plan  en  deux  parties  dont 
chacune  est  un  angle  (fig  5  ).  Les  deux  demi-droites  sont  les  côtés  de 
l'angle  et  l'origine  commune  aux  deux  demi-droites  en  est  le 
sommet. 

Deux  demi-droites  déterminent  donc 
deux  angles.  L'un  d'eux  contient  les 
demi-droites  opposées  à  ses  deux  côtés 
(13);  c'est  un  angle  concave  g  (fig.  5). 
L'autre  ne  les  contient  pas  ;  c'est  un 
angle  convexe  ^.  Nous  n'aurons,  en 
général,  à  considérer  que  des  angles 
convexes. 

Pour  nommer  un  angle,  on  nomme  un 

point  de  chaque  côté,  en  intercalant  la 

lettre  du  sommet  :  l'angle  AOB.  On  peut  aussi  le  nommer  par  uue 

petite  lettre  ou  un  chiffre  placé  dans  l'angle  ou,  quand  il  n'y  a  aucun 

doute  possible,  par  la  lettre  du  sommet  :  l'angle  p,  l'angle  0. 

Quand  les  deux  côtés  coïncident  on  dit  que  l'angle  est  nul.  Nous 
examinerons  plus  loin  le  cas  où  les  côtés  sont  opposés. 

22.  —  Un  angle  est  une  surface  qui  a,  comme  toute  surface,  une  étendue.  On 
peut  considérer  un  angle  comme  engendré  (7)  par  une  demi-droite  mobile 
dont  l'origine  est  le  sommet  de  l'angle  et  qui  coïncide,  dans  sa  position  initiale 
avec  l'un  des  côtés.  En  tournant  dans  le  plan,  tandis  que  son  origine  reste 
fixe,  jusqu'à  ce  qu'elle  coïncide  avec  l'autre  côté,  elle  décrit,  suivant  le  sens 
de  rotation,  l'angle  convexe  ou  l'angle  concave  que  forment  les  deux  côtés  de 
l'angle  considéré. 

LA   CIRCONFÉRENCE 

23.  Circonférence.  Cercle.  —  La  circonférence  est  une  ligne 
plane  fermée  dont  tous  les  points  sont  situés  à  une  distance  constante 
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é'un  point  fixe  du  plan.  La  partie  du  plan  limitée  par  la  circonférence 
est  un  cercle  (fig.  6). 

Le  point  fixe  0  est  le  centre  de  la  circonféreuce  et  du  cercle;  le 
segment,  OM,  de  longueur  constante, 
mené  du  centre  à  un  point  quelconque 
de  la  circonférence  est  un  rayon. 
Tout  segment  rectiligne  dont  les  extré- 
mités sont  sur  la  circonférence  et  qui 
passe  pai"  le  centre  est  un  diamètre. 
Deux  points  marqués  sur  une  circon- 
^^'  férence  la  divisent  en  deux  parties  dont 

chacune  est  un  arc;  les  deux  points  en  sont  les  extrémités. 

La  circonférence  est,  comme  nous  le  démontrerons  plus  loin, 
un  exemple  de  ligne  courbe,  c'est-à-dii-e  de  ligne  qui  n'est  ni  droite 
ni  composée,  en  quelque  partie,  de  segments  rectilignes  On  trace 
cette  courbe  avec  le  compas.  On  désigne  souvent  une  circonférence 
par  la  lettre  qui  affecte  le  centre  ou  par  cette  lettre  suivie  de  Tindi- 
cation  du  rayon  :  la  circonférence  0  ou  la  circonférence  (0,0M). 

24.  —  11  résulte  de  la  définition  de  la  circonférence  que  : 

1°  deux  circonférences  qui  ont  des  rayons  égaux  sont  égales  (11); 

2°  d(Hix  circonférences  qui  ont  même  centre  et  des  rayons  égaux 
coïncident; 

3"  un  point  est  extérieur,  ou  intérieur  à  une  circonférence,  ou  sur 
cette  ligne,  suivant  que  la  distance  (15)  de  ce  point  au  centre  est 
supérieure,  inférieure  ou  égale  au  rayon  ;  et  réciproquement. 

Toute  droite  d  passant  par  un  point  intérieur  P,  rencontre  nécessairement 
la  circonférence  en  deux  points,  car  les  extrémités  du  diamètre  passant  par 
P  sont  respectivement  dans  les  demi-plans  opposés  déterminés  par  la  droite  d 
et,  par  suite,  les  deux  parties  de  la  circonférence  qui  vont  de  l'une  de  ces 
extrémités  à  l'autre  traversent  la  droite  (17). 

25.  Division  de  la  géométrie.  —  La  géométrie  se  divise  en 
deux  parties.  La  première,  la  géométrie  plane,  étudie  les  propriétés 
des  figures  planes  situées  dans  un  même  plan;  la  seconde,  la  géomé- 
trie dans  Pespace,  étudie  les  propriétés  des  figures  non  planes  et 
celles  des  figures  planes  que  l'on  ne  suppose  pas  simultanément  dans 
un  même  plan. 
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DEFINITIONS 

26.  —  I.  Deux  angles  sont  égaux  (fig.  7)  lorsqu'on  peut  placer 

Tun  des  angles  sur  l'autre  de 
manière  que,  le  sommet  deve- 
nant commun,  les  deux  côtés 
de  l'un  coïncident  respecti- 
vement avec  les  deux  côtés 
de  l'autre  (11).  On  admet 
que  cette  coïncidence  peut 
s'établir  de  deux  manières  : 
0  étant  eu  0,  CD  est  sur  OA 

et  CE  sur  OB,  ou  bien  CD  est  sur  OB  et  CE  sur  OA.  On  exprime  cette 

égalité  en  écrivant  : 

AOB  =  DCE. 

IL  Un  angle  peut  être  retourné  sur  lui-même  (19). 
III.  Une  demi-droite,  menée  par  le  sommet  et  à  l'intérieur  d'un 
angle,  divise  cet  angle  eu  deux  autres  dont 
chacun  est  dit  plus  petit,  (8, 1,  2)  que  l'angle 
total;  celui-ci  est  dit  plus  grand  que  chacun 
des  deux  autres.  On  écrit  (tig.  8)  : 

BAC  <  BAD  et  aussi  BAD  >  BAC. 

IV.  Deux  angles  sont  dits   adjacents  ou 

consécutifs  lorsqu'ils  ont  même  sommet  et 

qu'ils  sont  situés  dans  un  même  plan,  de  part 

et  d'autre  d'un  côté  commun.  Les  angles  BAC 

et  CAD  (tig.  8)  sont  adjacents. 

On  peut  nommer  deux  angles  adjacents  en  les  marquant  chacun 


LIVRE   I  17 

d^un  numéro,  que  l'on  met,  en  indice  à  côté  de  la  lettre  désignant  le 
sommet  commun  :  Aj  et  A,. 

V.  L'angle  total  formé  par  deux  angles  adjacents  est  appelé  leur 
somme  et  l'on  écrit  (fig.  8)  : 

BAD  =  BAC  +  CAD. 
Chacun  de  ces  angles  adjacents  est  appelé  la  différence  entre 
l'angle  total  et  l'autre  et  Ton  écrit  : 

BAC  =  BAD— CAD        et        CAD  =  BAD  — BAC. 
On  comprend  de  même  ce  qu'il  faut  entendre  par  somme  de 
plusieurs  angles  ;  c'est  l'angle  total  qui  résulte  de  la  juxtaposi- 
tion de  ces  angles,  placés  successivement  de  manière  qu'ils  soient 
•deux  à  deux  consécutifs  (IV). 

VI.  Lorsqu'un  angle  est  la  somme  de  plusieurs  angles  égaux  à  un 
angle  donné,  il  est  dit  un  multiple  de  ce  dernier  et,  inversement, 
«elui-ci  est  une  partie  aliquote  du  premier. 

Si  un  angle  N,  par  exemple,  est  la  somme  de  n  angles  A,  on  écrit  : 

N  =  w  A  et  A  =  — N. 

n 

VIL  Deux   angles  sont  opposés  par    le  sommet   quand   les 

côtés  de  l'un  sont  des  demi-droites  opposées 

(13)  aux  côtés  de  l'autre.  Ainsi  (fig.   9)   les 

angles  a  et  6  sont  opposés  par  le  sommet. 

Lorsque  deux  droites  se  coupent,  elles  forment 

deux  couples  d'angles  opposés  par  le  sommet  : 

pjo    g  a  et  b,  m  et  n. 

THÉORÈME  I 

27.  Deux  angles  opposés  par  le  sommet  sont  égaux. 
Retournons  (fig.  9)  l'angle  m  sur  lui-même  (26,  II).  La  demi-droite 

€E  prend  la  position  CA  et  réciproquement  CA  prend  la  position  CE. 
Par  suite  CD,  opposé  à  CE,  se  place  en  CB  et  CB,  opposé  à  CA,  se 
place  en  CD,  c'est-à-dire  que  l'angle  h  se  place  exactement  sur 
l'angle  a  et  réciproquement.  On  en  conclut  (11)  : 

a  =  h. 

CoEOLLAiEE.  —  Si  cleux  angles  adjacents  formés  par  deux  droites 
qui  se  coupent  sont  égaux,  les  quatre  angles  qu'elles  déterminent 
sont  égaux. 

Si  a  =  m,  on  aura  :      h  =  a  =  m  =  n. 

THÉORÈME  11 

28.  —  Par  un  jjoint  extérieur  à  une  droite,  il  peut  passer 
une  droite  et  une  seule,  fartnant  avec  la  première  et  d'un  même 
côté,  deux  angles  adjacents  égaux. 
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Fig.  10. 


1°.  Si  l'on  fait  tourner  (fig.  10),  autour  de  la  droite  d,  le  demi-plan 

qui  coutieut  le  poiut  A,  jusqu'à 
ce  qu'il  coïncide  avec  son  opposé 
(16),  le  point  A  viendra  occuper 
une  certaine  position  A'.  Le  pre- 
mier demi-plan  ayant  été  replacé 
dans  sa  position  primitive,  le 
point  A  de  ce  demi-plan  et  le 
point  A'  du  demi-plan  opposé 
déterminent  un  droite 2>  qui  ren- 
contre (17)  la  droite  d  en  un 
point  B  et  forme  avec  elle  quatre 
angles  opposés  deux  à  deux  par 
le  sommet.  Oi\  le  mouvement  de 
rotation  jirécédeut  fait  coïncider 
les  angles  Bj  et  Bg  Donc  Bj=B3; 
mais  (27)  :  B3  =  B.,  ;  on  en 
conclut  (8)  : 

B,  =  B,.    ^ 
La  droite  p  qui  passe  par  le  point  A  fait  donc,  avec  la  droite  d  et 
d'un  même  côté,  deux  angles  adjacents  égaux  B,  et  B.,. 

2^  Une  autre  droite  q,  passant  par  A  et  distincte  de j>,  ne  peut  \)0s- 
séder  la  même  propriété,  car  elle  ne  peut  passer  par  A' ni  par  le  point 
B,  puisque  par  ces  deux  points  on  ne  peut  faire  passer  que  la  seule 
droite  2>  (12)  ;  q  rencontre  donc  la  droite  r/  en  un  point  C  distinct  de 
B.  Or,  le  mouvement  de  rotation  précédent,  l'épété  encore  une 
fois,  amène  l'angle  C,,  dans  la  position  C3.  On  a  donc  :  C^  =03. 
Mais  la  demi-droite  CD  ne  passant  pas  par  le  point  A',  CA  qui 
devient  CA'  après  rotation,  ne  peut  pas  piendre  la  position  CD  et 
l'on  a  nécessairement  : 

DCB  +  C3. 
Mais  DCB  =  C,  (27)  et  C3  =-  C,.  L'inégalité  précédente  devient  : 

C,  +  C, 
c'est-à-dire  que  la  di'oite  q  fait  dos  auglos  inégaux  avec  la  droite  d, 

29.  Angle  droit.  —  Quand  une  droite  eu  rencontre  une  autre 
et  fait  avec  celle-ci  d'un  même  côté  des  angles  adjacents  égaux,  elle 
est  dite  perpendiculaire  à  l'autre  et  chacun  des  angles  égaux  est 
un  angle  droit.  Il  résulte  du  théorème  1  (Cor.)  que  : 

Si  une  droite  rst  jterjjendiculnire  à  une  autre,  réciproquement 
celle-ci  est  perpjendiculaire  à  la  première.  Leur  point  de  rencontre- 
est  le  pied  de  chaque  perpendiculaire.  Quand  les  droites  ne  sont. 
pas  perpendiculaire^,  elles  sont  dites  obliques. 
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Le  théorème  précédent  peut  doue  encore  s'éuoncer  comme  suit  : 
Par  un  point  extérieur  à  une  droite,  il  peut  passer  une  perpendiculaire 
à  cette  droite  et  une  seule. 

Nous  désignerons  toujours  un  angle  droit  par  l'écriture  :  £). 

30.  Angles  aigus  et  angles  obtus.  —  Un  angle  aigu  est  un 
angle  plus  petit  qu'un  angle  droit  ;  un  angle  obtus  est  un  angle 
plus  grand  qu'un  angle  droit  (26,  III). 

Ex.  :  si  CE  (fig.  11)  est  une  perpendiculaire  à  AB,  BCD  est  aigu 
et  ACD  obtus. 

31.  Angles  complémentaires.  —  On  appelle  angles  com- 
plémentaires deux  angles  dont  la  somme 
(26,  V)  est  un  angle  droit  ;  chacun  d'eux  est 
le  complément  de  l'autre. 

Ainsi  (fig.   11)  BCD  et  DCE  sont  complé- 
mentaires, car  (26,  V)  : 

BCD  +  DCE  =  BCE  =  1£). 


THEOREME  III 

32.  Par  un  point  d'une  droite,  il  peut  passer  une  perpen- 
diculaire à  cette  droite  et  une  seule. 

1°  Soit  A,  un  point  de  la  droite  d  (fig.  12).  Considérons  dans  le  plan 
de  la  figure,  une  autre  droite  d'  et  un  point  P'  extérieur  à  d'.  Il  existe 


P' 


A' 


Fig    12. 


une  droite  p\  et  une  seule  (28),  perpendiculaire  à  d'  et  passant  par 
P';  soit  A'  leur  point  d'intersection.  Déplaçons  (19)  la  figure  formée 
par  les  droites  d'  et  p'  de  manière  que  le  point  A'  vienne  eu  A  et  la 
droite  â'  sur  la  droite  r?.  La  perpendiculaire  p'  prendi-a  une  certaine 
position^;  et  comme  la  figure  déplacée  n'a  pas  changé  (10),  il  peut 
donc  passer  une  pei-peudiculaire  j>  à  la  droite  d  par  le  point  A. 


20  GÉOMÉTRIE 

2"  Toute  autre  droite  q  passant  par  A  et  distincte  de  p,  fait 
nécessairement  avec  d  et  d'un  même  côté,  des  angles  adjacents 
dont  l'un  est  manifestement  (26,  III)  plus  grand  et  l'autre  mani- 
festement plus  petit  que  l'un  des  angles  égaux  Aj  ou  A.,  formés  par- 
la perpendiculaire  p.  Dès  lors  q  n'est  pas  perpendiculaire  à  d. 

Corollaire,  —  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

On  a  (fig.  12)  :  Aj  =  A.,  et  A'j  =  A'^.  Mais  la  coïncidence  possible- 
des  deux  figures  entraîne  :  Aj  =  A\  et  Aj  =  A'.^.  On  en  conclut  : 

L'angle  droit  est  donc  un  type  invariable  auquel  on  pourra  com- 
parer les  autres  angles. 

THÉORÈME  IV 

33.  La  somme  de  deiiœ  angles  adjacetits  dont  les  côtés  iion 
communs  sont  opposés,  est  égale  à  deux  droits. 

Soient  les  angles  adjacents  aetb  (fig.  13)  dont  les  côtés  non  com- 
muns CA  et  CB  sont  opposés  (13).  Supposons  que  CE  soit  la  demi- 
droite  perpendiculaire  à  la  droite  AB,  du  même  côté  que  CD  (32). 
Si  CD  coïncide  avec  CE,  le  théorème  est  évident,  puisque  les  deux, 
angles  adjacents  valent  chacun  un  droit. 

Si  CD  e^t  oblique,  supposons  par  exemple  :. 
a  >  b.  On  a  (26,  V)  : 

a  =  lS)  +  c. 
Donc  (8,  I,  4)  : 

a-\-b=-lS)  +  c-\-h 
=  1£)+  1£) 
=  2£). 

Corollaire  I.  —  Si  Vun  des  deux  angles  est  droit,  Vautre  le  sera 
également. 

Corollaire  II  —  La  somme  des  angles  consécutifs  formés  d''un 
même  côté  d'une  droite,  par  des  demi-droites  ayant  une  origine  com- 
mune sur  cette  droite,  est  égale  à  deux  angles  droits. 

Car  leur  somme  est  égale  à  celle  de 
deux  angles  adjacents  tels  que  BAD  et  DAF 
(fig.  14),  dont  les  côtés  non  communs  sont  op- 
posés. 

Corollaire  III.  —  La  somme  des  angles- 
consécutifs  formés  autour  d'un  point,  par  un 
nombre  quelconque  de  demi-droites  ayant  ce 
point  comme  origine  commune,  est  égale  à  quatre  angles  droits. 
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Menons  (fig.  15)  la  demi-droite  OF,  opposée  à  Tune  quelconque 

des  demi-droites  OE.  Ou  aura  (Cor.  TI)  : 

c"-\-d  -\-  e=  2S). 
Ajoutons  ces  égalités  membre  à  mem- 
bre; il  vient  : 

a  +  6  -f  c'  +  c"  +  r/  +  e  =r  4£) 
ou  a-\-b-\-c-\-d-{-e=  iS). 

34.  Angles  supplémentaires.   — 

Ou   appelle    angles    supplémentaires 
deux  angles  dont  la  somme  vaut  deux 
angles  droits;  chacun  d'eux  est  le  supplément  de  l'autre. 


THEOREME  V 


35.  —  Si  dcAfX  ongles  adjacenis  n'ont  pas  leurs  côtés  exté- 
rieurs opposés,  il  ne  peuve?it  être  supplémentaires. 

Si  les  angles  adjacents  a  et  h  (fig.  16)  n'ont  pas  leurs  côtés  exté- 
rieurs opposés,  la  demi-droite  OC,  opposée  au 
côté  OA,  tombe  nécessairement  à  l'extérieur 
ou  à  l'intérieur  de  l'angle  h,  et  Wm  a  : 

Par  suite  : 

a  -\- h  -^  a  -\-  c 
ou  (33):  a  +  h^2S). 

Les  angles  a  et  6  ne  sont  donc  pas  supplé- 
meutaires. 

Corollaire.  —  Si  dcn-r  angles  adjacents  sont  supplémeidaires , 
leurs  côtés  extérieurs  sont  en  ligne  droite. 

Applications.  —  1.  Si  deux  demi-droites,  ayant  comme  origine  le  sommet 
d'un  angle,  sont  respectivement  et  dans  le  même  sens,  perpendiculaires  aux 
côtés  de  cet  angle,  elles  font  un  angle  égal  à  l'angle  donné. 

2.  Les  suppléments  et  les  compléments  d'angles  égaux  sont  égaux. 

3.  La  différence  entre  un  angle  et  son  supplément  est  double  du  complé- 
ment de  cet  angle. 

4.  Trouver  un  angle  dont  le  supplément  est  quadruple  (26,  VI)  du  complé- 
ment. 

5.  Trouver  un  angle  tel  que  la  somme  de  son  supplément  et  de  son  complé- 
ment soit  égale  à  quatre  fois  cet  angle. 

6.  Lorsque  4  angles  consécutifs  valent  ensemble  4  droits,  si  le  l*""  est  égal 
au  3',  et  le  2*  au  4^^,  les  côtés  de  ces  angles  sont  deux  à  deux  en  ligne  droite. 
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7.  Quel  est  l'angle  qui  vaut  1°  les  |  de  son  complément;  2°  les  |  de  son  sup- 
plément ? 

8  Quels  sont  les  angles  qu'une  droite  fait  avec  une  autre  si  l'un  deux 
Taut  les  I  de  l'autre? 

TRIANGLES 

36.  Segments  consécutifs.  —  I.  Deux  segments  rectilignes 
sont  dits  consécutifs,  lorsqu'ils  ont  une  extrémité  commune  et 
aucun  autre  point  commun.  Les  segments  AB  et  BC  (fig.  17)  sont 
consécutits.  Il  peuvent  être  situés  sur  la  même  droite  ou  ne  pas 
l'être. 

IL  Le  segment  rectiligue  qu'on  obtient  en  poi-tant  sur  une  droite 

deux  segments  consécutifs,  est  la  somme 
de  ces  segments.  On  écrit  (9)  : 

AC  =  AB  +  BC. 

Chacun  des  segments  consécutifs  est  la 
différence   entre  le   segment    total   et 
. ,        l'autre  segment.  On  écrit  : 

^  ^.      ,?  ^  AB  =  AC-BCetBC  =  AC  — AB. 

Fig.  1/. 

Si  les  segments  consécutifs  sont  égaux, 
le  point  B  est  le  milieu  du  segment  total 

On  fera  de  même  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  segments. 

III.  Lorsqu'un  segment  est  la  somme  de  plusieurs  segments  égaux 
à  un  segment  donné,  il  est  dit  un  multiple  de  ce  dernier  et  celui-ci 
est  une  partie  aliquote  du  premier. 


p  p 

Fig.  18. 

Si  AN  (fig.  18)  est  la  somme  de  n  segments  égaux  à  PQ,  on  écrit  : 

1 
AN  =  nVq  et  PQ  =  —  AN. 

n 

37.  Triangle.  —  I.  Ou  appelle  triangle  (fig.  19)  la  portion 
d'un  plan  limitée  par  trois  segments  deux  à  deux  consécutifs.  Ces 
trois  segments  AB,  BC,  CA  sont  les  côtés  du  triangle;  leurs  extré- 
mités A^  B,  C  sont  les  sommets  du  triangle.  Un  sommet  et  le 
côté  qui  ne  le  contient  pas  sont  dits  opposés. 
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II.  On  appelle  angle  d'un  triangle,  l'angle  formé  par  deux 
demi-droites  dont  l'origine  commune  coïncide  avec 
l'un  des  sommets  du  triangle  et  qui  passent  respec- 
tivement par  les  deux  autres  sommets.  On  désigne 
souvent  un  tel  angle  par  une  seule  lettre,  celle  du 
sommet  (21). 

Un  triangle   contient   donc   trois   sommets,    ti-ois 
côtés    et    trois    angles.    Un   angle   est,  comme    un 
sommet,  opposé  à  un  côté. 

III.  On  appelle  angle  extérieur  à  un  triangle,  Tangle  supplé- 
mentaire adjacent  à  tout  angle  intérieur  du  triangle.  Il  est  donc 
formé  par  l'un  des  côtés  d'un  angle  intérieur  et  le  prolongement 
d'un  autre  côté. 

THÉORÈME  VI 

38.  —  Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  dont  les 
côtés  soient  respectivement  égaux  à  trois  segments  donnés,  il 
suffit  que  chacun  de  ces  segments  soit  plus  petit  que  la  somme 
des  deux  autres. 

Soient  (fig.  20)  trois  segments  a,  h,  c  et  supposons,  pour  fixer 
les  idées  :  a  >  6  >  c. 


Fig.  21) 

Hypothèse  :  a  <^  b  -\-  c,         6  <  a  -)-  c,         c  <  a  \-  h.     (1). 

Thèse  :  On  peut  construire  un  triangle  dont  les  trois  côtés  sont 
recpectivement  égaux  aux  segments  a,  b,  c. 

Remarquons  d'abord  que,  des  inégalités  (1),  on  montre  aisément 
qu'on  peut  déduire  les  suivantes  : 

a  y  b  —  c,         b  y  a  —  c,         c  y  a  —  b.  (2). 
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Portons  sur  une  droite  d  (15,  II)  le  plus  grand  segment  BC  =^  a. 
Avec  B  comme  centre  et  c  comme  rayon,  traçons  une  circonférence. 
De  c  <  a,  on  conclut  que  cette  circonférence  rencontre  la  droite  d 
osn  un  point  D  situé  sur  le  segment  BC  c.  à  d.  entre  B  et  C  ;  elle  la  ren- 
'contre  encore  (24)  en  un  point  E  situé  sur  le  prolongement  BE  du 
segment  BC  et  tel  que  BE  =  c. 

Les  points  D  et  E  sont  les  seuls  points  de  la  droite  d  qui  soient  à 
la  distance  c  du  point  B  (15,  III). 

Avec  C  comme  centre  et  h  comme  rayon,  traçons  une  seconde  cir- 
conférence. De  h  <  a,  on  conclut  que  cette  circonférence  rencontre 
la  droite  d  en  un  point  F  situé  sur  le  segment  BC  ;  elle  la  rencontre 
encore  en  un  point  H  situé  sur  le  prolongement  CH  du  segment 
BC  et  tel  que  CH  =  h.  Les  points  F  et  H  sont  les  seuls  points  de  la 
droite  d  qui  soient  à  la  distance  h  du  point  C. 

Cela  étant,  on  a  (36,  II)  : 

BD  =  c        et        BF=BC— FC=  «  — 6. 

Or,  d'après  les  inégalités  (2),  on  a  : 

c>a—h,  donc  BD  >  BF. 

On  en  conclut  (24)  que  le  point  F  est  nécessairement  à  l'intérieur 
de  la  circonférence  B. 
D'autre  part,  on  a  aussi  : 

BH  =  BC  +  CH=a  +  ?>        et        BD  =  c. 

Or,  d"après  les  inégalités  (1),  on  a  : 

c  <  a  +  6,        donc        BD  <  BH. 

On  en  conclut  que  le  point  H  est  extérieur  à  la  circonférence  B. 

La  circonférence  C  qui  est  une  coui'be  fermée  (23)  a  donc  un 
point  F  à  l'intérieur  et  un  point  H  à  l'extéiieur  de  la  circonférence 
B;  donc  elle  la  rencontre.  Soit  A  un  point  de  rencontre.  Ce  point  ne 
peut  être  sur  la  droite  d,  car  la  circonférence  C  a  déjà  deux  points 
sur  cette  droite,  les  extrémités  du  diamètre  FH,  et  ce  sont  les  seuls 
points  de  la  droite  qui  sont  à  la  distance  h  du  centre  C;  A  est  donc 
hors  de  la  droite  d. 

Donc  si  l'on  mène  enfin  les  segments  AB  et  AC  qui  sont  respecti- 
ment  des  rayons  des  circonférences  B  et  C,  on  obtiendra  le  triangle 
ABC,  dans  lequel  on  aura  bien  : 

BC  =  a,        AC  =  h,        AB  =  c. 

39.  CoEOLLAiRE  I.  —  Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle 
dont  un  côté  soit  égal  à  un  segment  donné  a  et  les  deux  autres  égaux 
à  un  même  segment  b,  il  suffit  qu'on  ait  : 

a  <  2h. 

On   peut  évidemment   toujours   déterminer   deux  segments   qui 
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vérifient  cette  condition;  il  existe  doue  des  triangles  qui  ont  deux 
côtés  égaux.  Un  tel  triangle  est  isoscèle. 

Corollaire  IL  —  Il  existe  des  trinur/les  qui  ont  leurs  trois  côtés 
égaux. 

Quel  que  soit  le  segment  a,  on  aura  toujours  évidemment  : 

a  <C  a  -\-  a. 

Un  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  égaux  est  équilatéral. 

Un  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  inégaux  est  dit  scaléïie. 

Remarque.  —  ^'ous  leviendrons  au  Livre  II  sur  le  problème  de 
l'intersection  de  deux  circonférences. 

TRIANGLES  ISOSCÈLES 

40.  —  On  appelle  triangle  isoscèle  un  triangle  dont  deux  côtés 
sont  égaux.  Le  troisième  côté  sur  lequel  on  ne  fait  aucune  hypothèse, 
au  point  de  vue  de  la  longueur,  s'appelle  la  base  du  triangle  isoscèle. 
Le  sommet  opposé  à  la  base  s'appelle  en  particulier  le  sommet  du 
triangle.  Quand  les  trois  côtés  sont  égaux  le  triangle  est  équila- 
téral. 

THÉORÈME  Vil 

41.  —  Dans  un  triangle  isoscèle,  les  angles  opposés  aux  côtés 
égaux  sont  égaux. 

Soit  le  triangle  isoscèle  ABC  (fig.  21). 

Hypothèse  :         AB  =  AC. 
Thèse  :  B  =  C. 

Imaginons  qu'on  retourne  le  triangle  de 
manière  à  placer  l'angle  retourné  A  sur  sa  posi- 
tion primitive  (26,  II).  Le  côté  AC  prendra  exac- 
tement la  position  de  son  égal  AB  et  AB  prendra 
la  position  AC.  Le  troisième  côté  CB  retourné 
coïncidera  donc  avec  sa  première  position  BC 
(15,  II).  Par  suite,  l'angle  C  coïncidera  avec 
l'angle  B  et  B  avec  C  ;  donc  B  =  C. 

Corollaire.  —  Lu  triangle  équilatéral  est  équiangle,  c.  à  d.  que 
ses  trois  angles  sont  égaux. 

THÉORÈME  Vlll 

42.  Si  deux  angles  sont  égaux  datis  un  triangle,  les  côtés 
opposés  sont  égaux;  le  triangle  est  isoscèle. 

Ce  théorème  est  le  réciproque  (8,  II)  du  précédent. 
Hypothèse  :  B  =  C,  dans  le  triangle  ABC  (tig.  21). 
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Thèse  :  AB  =  AC. 

Imaginons  qu'on  retourne  le  triangle  de  manière  à  placer  le  côté 
retourné  CB  sur  sa  position  primitive  BC  (15,  II),  le  point  A  tombaDt 
du  même  côté  de  BC.  A  cause  de  l'égalité  des  angles  B  et  C,  le  côté 
CA  prendra  la  direction  BA  et  BA  la  direction  CA.  Comme  deux 
droites  distinctes  n'ont  qu'un  point  commun  (12)  le  point  A  repren- 
dra sa  position  primitive.  Par  suite  CA  coïncidera  avec  BA  et  BA 
avec  CA;  doncBA  =  CA. 

Corollaire.  —  TJyi  triangle  équiangle  est  équilatéral. 

Remarque.  —  Cotte  propriété  du  triangle  isoscèle  d'être  superpo- 
sable  à  lui-même  par  l'etournemeat,  est  caractéristique. 

TRIANGLES  QUELCONQUES 

THÉORÈME  IX 

43.  —  Si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  les  autres  éléments  sont  aussi 
égaux  chacun  à  chacun  et  les  triangles  sont  égaux. 

Soient  les  triangles  ABC  et  DEF  (fig.  22). 

/       D  =  A  i    EF  =  BC 

Hypothèse  :    \    ^^  =  AB  Tlièse  :  '       F  =  C 

f    DF  =  AC.  I      E  =  B 

Superposons  le  triangle  DEF  au  triangle  ABC,  en  appliquant  le- 
.  D  côté  DE  sur  son  égal  AB  et  de  ma- 

nière que  les  sommets  F  et  C  tom- 
bent d'un  même  côté.  De  ce  que 
D  =  A,  on  conclut  que  DF  s'applique 
"p  alors  sur  son  égal  AC  et  le  sommet 
F  coïncide  avec  le  sommet  C.  Par 
suite  le  côté  EF  coïncide  avec  le 
côté  BC,  l'angle  E  avec  l'angle  B  et  l'angle  F  avec  l'angle  C.  Donc  : 
EF  =  BC,  F  =  C,  E  =  B. 

Les  deux  triangles,  qui  coïncident  complètement,  sont  égaux  (1 1). 

On  voit  que  dans  deux  triangles  égaux,  aux  côtés  égaux  sont 
opposés  des  angles  égaux;  et  réciproquement. 

Remarque.  —  Nous  avons  implicitement  supposé,  dans  la  démons- 
tration précédente,  que  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun  se  présen- 
taient dans  le  même  ordre,  par  rapport  à  l'angle  égal.  Dans  le  cas 
contraire,  c.-à-d.  si  l'on  avait  : 

D  =  A,  DE  =  AC,  DF  =  AB, 
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■on  retournerait  (19)  le  triangle  DEF,  ce  qui  ramènerait  au  premier 
cas. 

THÉORÈME  X 

44.  Si  deux  triangles  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles 
égaux  chacun  à  chacun,  les  autres  élémeyits  sont  aussi  égaux 
chacun  à  chacun  et  les  triangles  sont  égaux. 

Soient  les  triangles  ABC  et  DEF  (fig.  23). 

J  EF  =  BC  /      D  =  A 

Hypothèse  :        E  =  B  T/?è5e  :      DF  =  AC 

(      F  =-  C.  (  DE  =  AB. 

Superposons  ces  deux  triangles,  eu  plaçant  EF  sur  son  égal  BC, 

E  en  B  et  F  en  C,  et  de  manière  que 
les  sommets  A  et  D  soient  d'un 
même  côté.  Puisque  l'angle  E  est 
égal  à  l'angle  B,  le  côté  ED  pren- 
dra la  direction, BA,  et  le  point  D 
se  trouvera  en  quelque  point  de  la 
demi-droite  BA,  côté  de  l'angle  B. 
De  même,  puisque  l'angle  F  est  égal  à  l'angle  C,  le  côté  FD  prendra 
la  direction  CA,  et  le  point  D  se  trouvera  en  quelque  point  de  la 
demi-droite  CA,  côté  de  l'angle  C.  Donc  le  point  D,  qui  doit  se 
trouver  à  la  fois  sur  les  deux  demi-droites  BA  et  CA,  tombera  à 
leur  intersection  A  ;  les  deux  triangles  ABC  et  DEF  coïncident  alors 
et  l'on  a  : 

D  =  A,  DF  =  AC,  DE  ==  AB. 

Les  deux  triangles,  qui  coïncident  complètement,  sont  égaux. 

Remarque.  —  La  remarque  sur  la  disposition  des  éléments  égaux, 
faite  dans  le  théorème  précédent,  s'applique  encoi'e  ici. 

THÉORÈME  XI 

45.  —  Si  deux  triangles  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun, 
les  angles  opposés  à  ces  côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun  et  les 
triangles  sont  égaux. 

Soient  les  triangles  ABC  et  DEF  (fig.  24). 

^  EF  =  BC  /  D  =  A 

Hypothèse  :\  DE  =  AB  Thèse  ;  F  =  C 

DF  =  AC.  E  =  B. 
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Retournons  le  triangle  DEF  (19)  et  plaçons-le  dans  la  positio» 

BD'C,  E  en  B  et  F  en 
C.  On  a  donc  : 
D'B  =  DE=AB 
D'C=DF=AC>^ 
De  ces  égalités  on 
conclut,   après    avoir 
mené  le  segment  AD', 
que  les  triangles  BAD" 
et  CAD'  sontisoscèles>. 
Fig.  24.  On  a  donc  (41)  : 

m  =  n  et  P  =  1- 

Par  suite,  par  addition  :m  ■\-  p  =  n  -\-  q  ou 

BAC  =  BD'C  =  EDF.  (2) 

Il  résulte  des  égalités  (1)  et  (2)  que  les  triangles  ABC  et  EDF 
sont  égaux,  puisqu'ils  ont  un  angle  égal  formé  par  deux  côtés- 
égaux  (43). 

On  voit  encore  immédiatement  qu'aux  côtés  égaux  sont  opposés 
des  angles  égaux  (Voir  43,  Rem.  ). 

46.  Remakques.  —  I.  Les  trois  théorèmes  précédents  constituent 
les  cas  d'égalité  de  deux  triangles.  Ils  énoncent  des  conditions 
suffisantes  pour  que  deux  triangles  soient  égaux;  ces  conditions  sont 
d'ailleurs  nécessaires  puisque  deux  triangles  égaux,  étant  superpo- 
sables,  les  remplissent  évidemment. 

II.  Du  dernier  théorème  on  conclut  qu'avec  trois  segments  conve- 
nablement choisis  (38)  on  ne  peut  construire  deux  triangles  diffé- 
rents, puisque  l'égalité  des  côtés  entraîne  l'égalité  des  triangles. 

PROBLÈME  1 


47.  —  Etant  donné  un  angle,  construire  l'angle  égal  doïit  on 
donne  un  côté  et  la  position  relativement  à  ce  côté. 

Soit  (hg.  25)  un  angle  donné  A  et  soit  OD,  une  demi-droite  donnée, 
côté  de  l'angle  à  construire.  Marquons  arbitrairement  les  points 
B  çt  C  sur  les  côtés  de  l'angle  A  et  joignons  BC.  L'angle  donné  A 
est  l'un  des  angles  du  triangle  ABC  ainsi  formé. 

Portons  sur  OD  (15,  II)  le  segment  OP  =  AB.  Avec  le  centre 
0  et  un  rayon  égal  à  AC,  traçons  un  arc  de  circonférence  du 
côté  où  nous  voulons  construire  l'angle;  avec  le  centre  P  et  un 
rayon  égal  à  BC,   traçons  un  second  arc  du  même  côté.  Ces  arcs. 
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se  coupent  en  un  point  Q.  Si  Ton  joint  OQ  et  PQ,  on  obtient  un 

triangle  OPQ  égal  (45)  au  triangle  ABC 
et  dans  lequel  on  a  notamment  :  0  =  A. 
L'angle  0  est  l'angle  demandé. 

Pratiquement,  il  est  inutile  de  tracer 
les  segments  PQ  et  BC. 

Remarque.  —  La  construction  précé- 
dente est  évidemment  la  solution  de  cet 
autre  problème  :  Construire,  au  moyen 
des  côtés,  un  triangle  égal  à  un  triangle 
donné. 

Appucation.  —  9.  Etant  donné  l'angle  A, 
construire  l'angle  3A. 


PROBLEME  11 


48.  —  Construire  un  triangle  isoscèle  dont  on  donne  la  base 
a  et  lun  des  côtés  égaux  b. 

A  La  construction  sera  possible  (39, 1)  si  l'on 

a  :  a  <  26. 

Supposons  cette  condition  remplie  et  por- 
tons   (15,    II),    sur    une    droite    quelconque 
(fig.    2ti),   un  segment   BC   =^  a.   Décrivons 
Fig.  26.  ensuite,  avec  les  centres  B  et  C  et  le  rayon  h, 

des  circonférences,  qui  se  coupent  (39).  Si  A 
est  un  point  d'intersection,  ABC  est  le  triangle  demandé  (46,  II). 


PROBLEME  111 


49. 

côté  a. 


Construire  un   triangle  équilatéral  dont  on  donne  le 


Le  problème  est  toujours  possible  (39,  II).  La  construction  est  la 
même  que  pour  le  problème  précédent;  il  suffit  de  supposer  h  =  a. 


THEOREME  Xll 


50.  —  //  existe  une  demi-droite  menée  du  sommet,  et  une 
seule,  qui  divise  un  angle  donné  en  deux  angles  égaux. 

Soit  ACB  l'angle  donné  (fig.  27). 

1"  Avec  le  centre  C  et  un  rayon  arbitraire,  décrivons  l'arc  AB, 
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<qui  coupe  les  côtés  de  l'angle,  en  A  et  B;  puis,  avec  les  centres  A 

et  B,  et  un  même  rayon  AD,  tel  que 
2AD  >  AB,  décrivons  deux  arcs  ;  ils 
se  coupent  (39,  I)  en  D.  Menons  enfin 
la  demi-droite  CD.  Cette  demi-droite 
divise  l'angle  ACB  en  deux  angles  égaux. 
Car,  si  l'on  joint  AD  et  BD,  on  a,  par 
construction  : 

CA  =  CB        ,  DA  =  DB, 
CD  commun. 
Les  triangles  ACD  et  DCB  sont  égaux 
(45)  et  les  angles  m  et  n,  opposés  à  des 
côtés  égaux,  sont  égaux. 

2°  Toute  demi-droite  d,  distincte  de 
b,  forme  avec  les  côtés  de  l'angle  donné 
deux  angles  inégaux,  car  l'un  est  mani- 
festement (26,  III)  plus  grand  et  l'autre  plus  petit  que  |  ACB 
(26,  VI). 

61.  Bissectrice.  —  On  appelle  bissectrice  d'un  angle  la  demi- 
droite,  menée  par  le  sommet,  qui  le  divise  en  deux  angles  égaux. 

On  appelle  bissectrice  d'un  triangle,  le  segment  de  la  bissec- 
trice d'un  angle  de  ce  triangle,  compris  entre  le  sommet  de  cet 
angle  et  le  côté  opposé.  Un  triangle  a  donc  trois  bissectrices. 

Deux  demi-droites  menées  par  le  sommet  d'un  angle,  de  manière 
à  former  avec  la  bissectrice  et  de  part  et  d'autre  de  celle-ci  (47), 
des  angles  égaux,  sont  dites  isogouales;  chacune  d'elles  fait  avec 
l'un  des  côtés  un  angle  égal  à  celui  que  forme  l'autre  avec  l'autre 
■côté. 

PROBLÈME  IV. 


Fiff.  27. 


52. 


Construire  la  bissectrice  d'un  angle  donné. 


Le  raisonnement  suivi  au  théorème  précédent  (50)  donne  la  solu- 
tion de  ce  problème  (fig.  27). 

Applications.  —  IL).  Les  bissectrices  de  deux  angles  opposés  par  le  sommet 
sont  en  ligne  droite. 

11.  Les  bissectrices  de  deux  angles  adjacents  et  supplémentaires  sont  per- 
pendiculaire'S  l'une  à  l'autre. 

12.  Dans  un  triangle  isoscèle  les  bissectrices  des  angles  à  la  base  sont  égales. 

13.  Si.  sur  les  deux  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  ABC,  on  prend  des 
longueurs  AC  et  AB',  respectivement  égales  à  AC  et  AB.  puis  qu'on  joigne 
B'C,  qui  rencontre  BC  en  D.  le  segment  AD  sera  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A. 

14.  L'angle  qu'une  demi-droite,  menée  par  le  sommet  d'un  angle,  fait  avec 
la  bissectrice  de  l'angle,  est  égal  à  la  demi-somme  ou  à  la  demi-diflférence  des 
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angles  qu'elle  fait  avec  les  côtés  de  l'angle,  suivant  qu'elle  se  trouve  en  dehors- 
de  l'angle  ou  à  l'intérieur. 

15.  Si,  sur  les  deux  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  ABC,  on  prend  des- 
longueurs AC  et  AB',  respectivement  égales  à  ÀC  et  AB,  puis  qu'on  joigne- 
B'C,  qui  rencontre  BC  en  D  ;  ^  les  droites  qui  joignent  le  sommet  A  aux 
milieux  de  BC  et  B'C  sont  isogonales  par  rapport  à  l'angle  A;  2"  les  bissec-^ 
trices  des  angles  ABC  et  AB'C  se  coupent  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A. 


THEOREME  Xlll 


53.  —  La  bissectrice  de  C angle  au  sommet  d'un  triangle 
isoscèle,  divise  la  base  en  deux  segments  égaux  et  lui  est  perpen- 
diculaire. 

Menons  (52)  la  bissectrice  AD  de  l'angle  au  sommet  du  triangle 
isoscèle  donné  ABC  (tig.  28)  et  retournons  le 
triangle  sur  lui-même  (4S,  Rem.)  en  le  faisant 
tourner  autour  de  AD.  A  cause  des  angles  égaux 
m  et  n,  le  côté  AC  prendra  la  position  de  son  égal 
AB  et  AB  la  position  de  AC.  Mais  alors  DC  prend 
la  position  de  DB  et  l'angle  g  celle  de^  et  réci- 
proquement. Ou  a  donc  bien  : 

BD  ^  DC     et    i>  =  g  =  l£)  (29). 


THEOREME  XIV 
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54.  —  Tout  segment  rectiligne  peut  être  divisé,  et  d'une  seule 
manière,  en  deux  segments  égaux. 

1"  Sur  le  segment  donné  AB,  comme  base  (fig.  29),  avec  un  côté 
AC  tel  que  2AC  >  AB  (39),  construi- 
sons de  pai't  et  d'autre  (48),  les  deux 
triangles  isoscèles  égaux  (45),  CAB  et 
DAB  et  menons  CD.  Les  triangles  ACD 
et  DCB  sont  égaux  parce  qu'ils  ont  les 
côtés  égaux  chacun  à  chacun.  On  en  con- 
chit  que  les  angles  ACD  et  DCB  sont 
égaux  (45).  CM  est  donc  une  bissectrice 
du  triangle  isoscèle  ACB  et  par  suite 
(53)  M  divise  le  segment  AB  en  deux 
segments  égaux. 

2''  Tout  point  M'  distinct  de  M  et  mar- 
qué sur  AB,  diviseiait  AB  en  deux  segments  inégaux,  car  l'un  serait 
manifestement  (14)  plus  grand  et  l'autre  plus  petit  que  \  AB  (36). 


■^  B 


Fig.  29. 
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PROBLÈME  V 

55.  —  Diinser  un  segment  donné  en  deux  parties  égales. 

Le  raisounemeut  suivi  au  théorème  pi'écédent  (54)  donne  la  solu- 
tion de  ce  problème. 

Applications.  —  16.  Si,  sur  une  droite,  on  prend  trois  points  A,  B,  C, 
démontrer  que  la  dis-tance  du  point  C  au  milieu  du  segment  AB  est  égale  à  la 
demi-différence  ou  à  la  demi-somme  de  ses  distances  aux  points  A  et  B,  sui- 
vant qu'il  se  trouve  entre  A  et  B  ou  sur  le  prolongement  de  AB. 

17.  Diviser  un  segment  donné  en  deux  parties  dont  l'une  surpasse  l'autre 
d'une  longueur  donnée. 

18.  Trouver  sur  le  côté  AB  d'un  triangle  ABC,  un  point  M  tel  que 

MA  +  AC  =  MB  +  BC. 

56.  Médiane.  —  On  appelle  médiane  d'un  triangle  le  segment 
qui  a  pour  extrémités  un  sommet  et  le  milieu  du  côté  opposé  (54). 

Un  tiicingle  a  donc  trois  médianes. 

THÉORÈME  XV 

57.  —  La  m,édiane  qui  joint  le  sommet  d'un  triangle  isoscèle 
€LU  milieu  de  la  base,  est  perpendiculaire  à  celle-ci  et  est  bissec- 
trice de  V angle  au  sommet. 

Les  triangles  ADB  et  ADC  (lig.  28)  sont  égaux  (45),  car  on  a  : 

AD  commun,        BD  =  DC,        AB  =  AC. 
On  en  conclut  : 

p  =  q        et        m  =  n 
Ce  théorème  est  une  première  réciproque  du  théorème  XIIL 

PROBLÈME  VI 

58.  —  Par  un  point  d'une  droite,  mener  une  perpendiculaire 
à  cette  droite. 

Portons  sur  la  droite  donnée  d  {ûg.  30),  de  part  et  d'autre  du 
point  donné  C,  des  segments  égaux  CA  et  CB, 
Jf^^  de  longueur  arbitraire.  Avec  les  centres  A 

\  et  B  et  un  rayon  AD   >   AC  (39),   traçons 

deux  arcs,  d'un  même  côté  de  la  droite.  Ces 
\,   d       arcs  se  coupent  en  D  et  la  perpendiculaire 
B  demandée  est  la  droite  CD,  car  le  segment 

DC    est    une    médiane   du    triangle    isoscèle 
Fig.  30.  ADB  (57)  et  par  suite  m  =  n. 
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PROBLÈME    Vil 

59.  —  Par  un  point  extérieu7\  mener  une  perpendiculaire 
à  une  droite. 

Soit  A  (iig.  31)  le  point  donné,  hors  de  la  droite  d.  Avec  le  centre 

A  et  un  rayon  suffisamment  grand,  traçons  un 

arc  qui  coupe  la  droite  donnée  (24)  en  deux 

points  B  et  D.  Déterminons  ensuite,  de  l'autre 

côté  de  la  droite,  le  sommet  E  d'un  triangle 

isoscèle  quelconque,  de  base  BD,  en  traçant 

deux  arcs  avec  les  centres  B  en  D  et  un  même^ 

rayon  plus  grand  que  BC  (38).  La  droite  AE 

est   la    perpendiculaire    demandée,    car   on 

.y  montre  aisément,  comme  au  Th.  XIV,  que 

^^  AE   est  la  bissectiice  de  l'angle  BAD;   par 

p.  '  oi  suite,  puisque  le  triangle  ABD  est  isoscèle,  AE 

est  pei'pendiculaire   à  BD  (63)  et   c'est  la 

seule  qui  puisse  passer  par  A  (28). 

60.  Médiatrice.  Hauteur.  —  Les  perpendiculaires  aux 
milieux  des  côtés  d'un  triangle  se  nomment  médiatrices. 

Le  segment  perpendiculaire  à  un  côté  mené  par  le  sommet  opposé 
se  nomme  hauteur. 

Un  triangle  a  donc  trois  médiatrices  et  trois  hauteurs. 

THÉORÈME  XVI 

61.  —  La /iauteurme?iée  par  le  sommet  d'un  triangle  isoscèle 
est  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  et  divise  la  base  en  deuay 
parties  égales. 

Car  cette  hauteur  se  confond  nécessairement  avec  la  bissectrice 
puisque  celle-ci  est  perpendiculaire  à  la  base  (53)  et  qu'on  ne  peut 
mener  par  le  point  A  qu'une  perpendiculaire  à  la  droite  qui  porte 
cette  base. 

Ce  théorème  est  une  seconde  réciproque  du  théorème  XlII  (53).. 

THÉORÈME   XVll 

62.  —  Dans  tout  triangle,  un  angle  extérieur  est  plus  grand 
que  chacun  des  angles  Intérieurs  non  adjacents. 

Il  faut  démontrer  (fig.  32)  que  : 

ACD  >  A        et        ACD  >  B. 
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Fior.  32 


Cela  revient  à  montrer  qu'on  peut  construire  un  angle  égal  à  A 
-ou  à  B  et  qui  soit  manifestement  une  partie  de  ACD. 

Menons  la  médiane  BM  (55)  et  prolongeons  la  de  ME  -=  BM. 
Le  point  E  est  nécessairement  à  l'inté- 
rieur de  Tangle  ACD  car  E  et  B  sont  de 
part  et  d'autre  du  côté  AC  et  d'autre  part 
BE  et  BD  n'ayant  d'autre  point  commun 
que  B  (12)  ne  peuvent  se  rencontrer  une 
seconde  fois.  Il  en  résulte  qu'en  joignant 
CP],  nous  déterminerons  un  angle  ACE 
qui  est  manifestement  une  partie  de  ACD 
et  l'on  a  :  ACE  <  ACD  (1). 
Or,  les  deux  triangles  AMB  et  CME  sont  égaux,  car  on  a  : 
AM  ==  MC,        BM  =  ME,        AMB  =  CME  (27). 
Donc  on  a  :  A  =  MCE,  et  par  suite  à  cause  de  (1)  :  A  <  ACD. 
On  démontrerait  de  même,  au  moyen  de  la  médiane  menée  du 
«ommet  A,  que  B  <  BCP.  Or,  B("P  =  ACD.  On  a  donc  aussi  : 

B  <  ACD. 
Corollaire  I.  —  La  somme  de  deux  angles  d'un  triangle  est  plus 
petite  que  deux  angles  droits. 
De  B  <  ACD,  on  déduit  : 

B  +  C  <  ACD  +  C 
Corollaire  II. 
deux  angles  obtus  ou  un  angle  droit  et  un  angle  obtus. 

Car  la  somme  de  ces  deux  angles  serait  égale  ou  supérieure  à  deux 
angles  droits  ce  qui  est  impossible  (Cor.  I).  Notamment,  si  l'un  des 
angles  est  droit,  les  deux  autres  sont  aigus. 


ou         B  +  C  <  2S). 
Un  triangle  ne  peut  avoir  deux  angles  droits  ou 


THEOREME  XVIll 

63.  —  Dans  un  triangle,  à  un  plus  grand  côté  est  opposé  un 
plus  grand  angle,  et  réciproquement. 

P  —  Hypothèse  :  AB  >  AC.  Thèse  ;  C  >  B  (fig.  33). 

Portons  sur  AB  un  segment  AD  =  AC  et  joi- 
gnons DC.  Dans  le  triangle  isoscèle  ADC,  ou  a  : 
ADC  =  ACD  et  comme  :  C  >  ACD,  on  conclut 
que  :  C>  ADC.  (1) 

Mais  ADC  est  extérieur  au  triangle  BDC  ;  donc 
(62)  :  ADC  >  B.  (2) 

Des  inégalités  (1)  et  (2)  on  déduit  ;  C  >  B. 


Fig.  33. 


2°  —  Hypothèse  ;  C  >  B. 


Thèse  :  AB  >  AC. 
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Si  Ton  avait  AB  <  AC,  on  aiiiait  aussi  d'après  la  proposition 
directe  (P)  :  C  <  B,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Si  l'on  avait  AB  =  AC,  ou  aurait  aussi  (41)  :  C  =  B,  ce  qui  est 
encore  contraire  à  l'hypothèse. 

Donc,  daus  le  cas  de  l'hypothèse,  ou  ne  peut  avoir  que  :  AB  >  AC- 

64.  —  IIemaeqije.  —  Nous  avons  fait  usage,  dans  la  seconde 
partie,  du  mode  de  démonstration  appelé  démonstration  par  Tab- 

surde.  Ce  procédé  de  démonstration  consiste  à  supposer  que  ce  que 
Von  doit  démontrer  n'est  pas  vrai  et  à  faire  voir  que  cette  supposition 
conduit  à  un  résultat  manifestement  absurde;  on  eu  conclut  que 
cette  supposition  est  fausse  et,  par  suite,  qu'il  est  impossible  que  le 
théorème  à  démontrer  ne  soit  pas  vrai  (8,  1,5). 

THÉORÈME  XIX 

65.  —  Dans  tout  triangle,  un  côté  quelconque  est  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur  différence. 

1°.  —  La  première  partie  du  théorème  est  évidente  pour  tout 
D        côté  plus  petit  que  l'un  des  autres.  Soit 
."  I     '      BC  (fig.  34)  le  plus  grand  côté.  Prolon- 
geons BA  d'une  longueur  AD  =-  AC  et 
joignons  DC.  Dans  le   triangle  isoscèle 
ADC  on  a  :  ACD  =  D  et  comme  ACD  est 
manifestement  plus  petit  que  BCD,  ou  en 
conclut  que,  dans  le  triangle  DCB,  on  a  : 
Fig-  34.  D  <  BCD 

et  par  suite  (63)  :  BC  <  BD     ou     BC  <  BA  +  AD 

ou  enfin  :  BC  <  BA  +  AC. 

2°.  —  Désignons  par  a,  h,  c  les  côtés  du  triangle  et  supposons 
pour  fixer  les  idées,  qu'où  ait,  en  les  rangeant  par  ordre  de  grandeur. 

a  >  6  >  c. 
De  a  <  ft  +  c,  on  déduit  immédiatement  : 

a  —  h  <  c        et        a  —  c  <  b. 
De  h  <C  a  -\-  c,  on  déduit  de  même  •.h  —  c  <  a. 

Cette  dernière  inégalité  est  d'ailleurs  évidente  puisque  a  est  le 
plus  grand  côté. 

Remaeqtje.  —  Nous  avons  démontré  (38)  que  les  conditions  : 

a  <ih  -\-  c  b  <^  a  -\-  c  c  <  a  -\-  b 

étaient  suffisantes  pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  ayant 
pour  côtés  les   longueurs  a,  b,   c.  Le  théorème  précédent  montre 


36  GÉOMÉTEIE 

qu'elles    sont    nécessaires,    puisqu'elles   sout    remplies    dans   tout 
triangle. 

66.  Périmètre  d'un  triangle.  —  On  nomme  ainsi  le  segment 
égal  à  la  somme  des  trois  côtés. 

Applications.  —  19.  Une  médiane  d'un  triangle  est  moindre  que  la  demi- 
■somme  des  deux  côtés  qui  aboutissent  au  même  sommet  que  cette  médiane. 

20.  Le  périmètre  d'un  triangle  est  plus  grand  que  la  somme  des  trois  mé- 
dianes et  moindre  que  le  double  de  cette  somme. 

21.  Si,  d'un  point  intérieur,  on  mène  dans  un  triangle  des  segments  aux 
extrémités  d'un  côté,  la  somme  de  ces  segments  sera  moindre  que  celle  des 
deux  autres  côtés. 

22.  La  somme  d( s  segments  qui  joignent  un  point  prisa  l'intérieur  d'un 
triangle  aux  trois  sommets,  est  moindre  que  le  périmètre  de  ce  triangle  et  plus 
g^rande  que  la  moitié  de  ce  périmètre. 

DES  PERPENDICULAIRES  ET  DES  OBLIQUES 

67.  —  I.  Ou  appelle  projection  d'un  point  sur  une  dioite  d 
<(fig.   36)  le  pied  du  segmeut  perpendiculaire  mené  du  point  à  la 

o  droite.  Ainsi  :  A'  est  la  projection  de  A.  La 

droite  d  s'appelle  parfois  axe  de  projection 
et  le  segment  pei'pendiculaire  AA',  la  proje- 
tante du  puint  A. 

Si  le  point  est  sur  la  droite,   il  se  confond 


—       avec  sa  projection. 


A  B 

pj^  ^g  IL  Ou  appelle  projection  d'un  segment 

rectiligne  sur  uue  droite  d,  le  segment  de 
-cette  droite  qui  a  pour  extrémités  les  projections  des  extrémités  du 
premier  segment.  Ainsi  :  A'B'  est  la  projection  du  segment  recti- 
ligne AB. 

THÉORÈME  XX 

68.  —  Si  d'un  point  extérieur  à  une  droite,  on  mène  le  seg- 
onent  perpendiculaire  et  divers  segmeyUs  obliques, 

V  le  segment  perpendiculaire  est  plus  court  que  tout  segment 
■oblique  ; 

2°  deux  segments  obliques  dont  les  projections  sont  égales, 
sont  égaux; 

3"  de  deux  segments  obliques  dont  les  projections  sont  iné- 
■gales,  celui  qui  a  la  plus  grande  projection  at  le  plus  grand; 

Et  réciproquement. 

Soient  (lîg.  37)  le  segment  perpendiculaire  AB  et  divers  segments 
obliques,  AE.  AC,  AD.,  menés  de  A  à  la  di'oite  d. 
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1"  —  Hypotliese  :  AB  perpendiculaire  et  AC  oblique  à  d. 

Thèse  :  AB  <  AC. 
Dans  le  triangle  ABC,  l'angle  B  est 
droit  et  par  conséquent  l'angle  C  est 
aigu  (62,  Cor.  II).  On  a  donc  : 
B  >  C  et,  par  suite  :  AC  >  AB  (63). 
Cette  propriété  du  segment  jierpen- 
diculaire,  d'être  le  plus  court,  fait  de 
ce  segment  la  distance  du  point  A  à 
la  droite  d. 
20  _  Hypothèse  :  BC  =  BD.  Thèse  :  AC  =  AD. 

Les  triangles  ABC  et  ABD  sont  égaux  (43),  car  on  a  : 

BC  =  BD,        AB  commun.         ABC  =  ABD  =  l£). 
On  en  conclut  : 

AC  =  AD. 
30  _  Hypothèse  :BE  >  BD.  Thèse  :  AE  >  AD. 

Prenons  BC  =  BD  et  joignons  AC.  On  aura  :  AD  =  AC. 

Or,  ACB  est  aigu;  donc,  dans  le  triangle  ACE,  l'angle  C.  supplé- 
ment de  ACB,  est  obtus  (33)  et  par  suite  l'angle  E  est  aigu  (62, 
Cor.  II).  On  en  conclut  : 

C  >  E  et,  par  suite  :  AE  >  AC  ou  AE  >  AD. 

4°  —  Les  récipi'oques  de  ces  tjois  propositions  se  démontrent 
aisément  par  labsurde  (64). 

Remarque.  —  On  dit  aussi  que  les  segments  obliques  égaux  AC 
et  AD  s'écartent  également  du  pied  du  segment  perpendiculaire  AB. 

Corollaires.  —  I.  Dhm  même  point,  on  ne  jieut  mener  à  une 
même  droite  trois  segments  égaux;  car  si  cela  était,  il  y  aurait 
d'un  même  côté  du  segment  perpendiculaire,  deux  segments  obliques 
égaux,  ce  qui  est  impossible  (3'^)  puisqu'ils  seraient  inégalement 
écartés  du  ])ied  du  segment  peipendiculaire. 

IL  Le  segment  mené  d'un  sommet  d'un  triangle  à  un  p)oint  quel- 
conque du  côté  opposé^  est  toujours  moindre  que  le  plus  grand  des 
deux  autres  côtés  s'ils  sont  inégaux,  et  plus  petit  que  chacun  d'eux 
s'ils  sont  égaux.  Car  ce  segment  est  moms  écarté  du  pied  de  la  hau- 
teur que  le  côté  considéré. 

III.  Si  un  segment  mené  par  un  sommet  d'un  triangle,  dans  V angle 
correspondant  à  ce  sommet,  est  égal  ou  plus  grand  des  deux  côtés  qui 
forment  cet  angle,  son  extrémité  est  extérieure  au  triangle. 

Application.  —  23.  Trouver  sur  une  droite  le  point  dont  la  somme  des 
distances  à  deux  points  extérieurs  donnés  d'un  même  côté  de  la  droi:e,  e^t  la 
plus  petite. 
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69.  Lieu  géométrique.  —  Ou  appelle  lieu  géométrique,  un 

ensemble  de  poiuts  jouissant  d'une  propriété  commune,  que  ne 
possèdent  pas  les  autres  points  du  plan.  Ces  points  constituent  soit 
une  ligne,  soit  un  système  de  plusieurs  lignes  du  plan.  La  propriété 
commune  aux  points  d'un  lieu  géométrique  caractérise  le  lieu  d'une 
manière  telle  que  : 

1°  tout  point  du  lieu  la  possède  et  réciproquement  ; 

2°  tout  point  étranger  au  lieu  ne  la  possède  pas  et  réciproquement. 

L'emploi  des  lieux  géométriques  est  fréquent  dans  les  problèmes 
de  géométrie;  notamment,  un  point  est  souvent  déterminé  par  l'in- 
tersection de  deux  lieux  géométriques,  auxquels  ce  point  doit  api)ar- 
tenir  simultanément,  à  raison  de  ses  propriétés. 

THÉORÈME   XXI 


70.  —  Si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  chacun  à  cha- 
cun et  si  l'angle  compris  entre  ces  côtés  dans  le  premier  triangle 
est  plus  grand  que  l'angle  comptas  dans  le  second,  le  troisième 
côté  rlu  premier  triangle  est  plus  grand  que  le  troisième  côté 
du  second. 


A  >  D  (iig.  38). 


Hypothèse  :  AB  =  DE,       AC  =  DF, 
Thèse:  BC  >  EF. 

Supposons  pour  fixer  les  iilées,  AB  >  AC  et   construisons,   au 

moyen  des  côtés  (46,  Rem.) 
le  triangle  APC  égal  au  tri- 
angle DEF.  On  a  donc  : 
PC  =  EF. 
De  AP  =  DE  =  AB  >  AC, 
et  de  A  >  PAC,  on  conclut 
(68,CoE.in)que  le  point  P 
est   extérieur   au   triangle 
ABC.      Joignons     BP.     Le 
;  m  =  n. 
n  <p 


p  E 

Fig.  38. 

triangle  BAP  est  isosoèle 
Mais,  manifestement  : 
Donc  : 

et  par  suite  (63)  : 

BC>PC 


On  a  donc  : 
m  y  q     et 
V>  (1 


ou        BC  >  EF. 
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71 .  —  Si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  chacunà  chacnn 
et  le  troisième  côté  inégal,  au  plus  grand  côté  est  opposé  le  plus 
grand  angle. 
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Ce  théorème  est  le  réciproque  du  précédent. 

Hypothèse  :  AB  =  DE  ,  AC  ==  DF  ,  BC  >  EF  (fig.  38). 

Thèse  :  A  >  D. 

Ou  ne  peut  avoir  :  A  =  D,  car  les  triaugles  sei'aient  égaux  (43)  et 
l'on  aurait  BC  =  EF,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

On  ne  peut  avoir  non  plus  :  A  <  D,  car,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  on  aurait  BC  <  EF,  ce  qui  est  aussi  contraire  à  l'hypo- 
thèse. 

Ou  a  doue  nécessairement  :  A  >  D. 

THÉORÈME  XXlll 

72.  —  La  perpe7idiculaire  menée  par  le  milieu  d'un  segment 
rectiligne,  est  le  lieu  géo7nétrique  des  points  également  distants 
des  extrémités  de  ce  segment. 

1"  —  Pour  tout  point  P  (tig.  39)  de  la  perpendiculaire  p,  on  a  : 

PA  =  PB, 
car  ce  sont  des  segments  obliques  dont  les  pro- 
jections OA  et  OB  sont  égales  (68). 

2".  —  Soit  M  un  point  quelconque  non  situé 
^ .         ^.        '\  B       sur  la  perpendiculaire;  joignons  MA,  MO,  MB. 
^  Dans  les  triaugles  AOM  et  MOB  on  a,  puisque 

MO  est  une  oblique  (33)  : 

AO  -=  OB,  MO  commun  et  AOM  +  MOB. 
On  eu  conchit  (70)  :  AM  t  MB. 
pj      2Q  Les  points  de  la  perpendiculaire    possèdent 

donc  seuls  la  propriété  énoncée  et  ils  la  possèdent 
tous;  cette  perpendiculaire  est  bien  un  lieu  géométrique  (69). 

Remarque.  —  On  peut  encore  énoncer  le  théorème  précédent 
comme  suit  :  Le  lieu  des  points  d''unplan,  équidistants  de  deux  p)oints 
de  ce  plan,  est  la  médiatrice  du  segment  qui  joint  ces  deux  poiyits. 

Application.  —  24.  Si  l'on  prend  sur  la  médiatrice  d'un  segment  AB,  deux 
points  P  et  Q  de  part  et  d'autre  du  segment,  l'angle  des  droites  AP  et  QB  est 
égal  à  l'angle  des  droites  BP  et  QA. 


TRIANGLES  RECTANGLES 

73.  —  Si  Ton  joint  deux  points  marqués  respectivement  sur  les 
côtés  d'un  angle  droit,  on  obtient  un  triangle  dont  l'un  des  angles 
est  droit  ;  un  tel  triangle  est  dit  rectangle  (tig,  40).  Le  côté  opposé 
à  l'angle  droit  s'appelle  hypoténuse. 


/ 
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Chacun  des  deux  autres  angles  est  aigu  (62,  Cor.  II)  et  l'hypo- 
ténuse est  un  segment  plus  grand  que  chacun  des  deux  autres  côtés 
(68,  1°). 

THÉORÈME  XXIV 

74.  —  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont 
l'hypoténuse  égale  et  un  côté  égal. 

Hypothèse  :        AC  ==  DF,  AB  =^  DE,  B  ==  E  =  l£)  (fig.  40). 
Thèse  :  Les  triangles  sont  égaux. 

Déplaçons  le  triangle  DEF  de  manière  que  l'angle  droit  E  coïncide 

avec  sou  égal  B,  le  côté  DE  avec  son 
égal  AB  et  que  les  .'«ouimcts  F  et  C 
soient  du  même  côté  de  AB  (10). 
P  Les  côtés  EF  et  BC  coïncident  alors 
en  direction  et  comme  les  segments 
obliques  DF  et  AC  sont  égaux,  ils 
s'écartent  également  du  sommet  de  Tangle  droit  (68)  c.  à  d.  que 
EF  =  BC  et  les  triangles  coïncident. 

THÉORÈME  XXV 

75.  —  Deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont 
l'hypoténuse  égah'  et  un  angle  aigu  égal. 

Hypothèse:  kG  =  ï)Y,        C  =  F,         B  =  E  =  1©  (fig.  40). 

Thèse  :  Les  triangles  sont  égaux. 

Déplaçons  le  triangle  DEF  de  manière  que  DF  coïncide  avec  son 
égal  AC  et  que  les  sommets  B  et  E  soient  du  même  côté  de  AC  (10). 

Les  angles  F  et  C  sont  égaux,  donc  le  côté  FE  prendra  la  direction 
de  CB.  Le  point  D  est  en  A,  DE  perpendiculaire  à  EF  coïncidera  donc 
avec  AB,  perpendiculaire  à  BC.  puisque  par  le  point  A  on  ne  peut 
mener  qu'une  j^erpendiculaire  à  BC.  Donc  les  deux  triangles  coïn- 
cident. 

Application.  -  25.  Si  les  deuxcôtésde  l'rDgle  droit  d'un  triangle  rectangle 
sont  respectivement  moindres  que  les  deux  côtés  de  l'angle  dr^it  d'un  autre 
triangle  rectangle,  l'hypoténuse  du  premier  sera  moindre  que  l'hypoténuse 
du  second. 

THÉORÈME  XXVI 

76.  —  Si  deux  triangles  rectangles  ont  l'hypoténuse  égale  et 
un  angle  aigu  inégal,  au  plus  grand  angle  est  opposé  un  plus 
grand  côté. 

Hypothèse  :  CB  —  DF,     A  --=  E  =  l£),     C  >  D  (fig.  -il). 
Thèse  :  AB  >  EF. 


LIVEE    I 


41 


Coustruisous    en    CE'B   un    triangle   égal    an    triangle    DEF,    de 

manière  que  E'  et  A  soient  d'un 
même  côté  do  CB.  De  C  >  D  =  E'CB, 
on  conclnr  que  le  segtnent  CE'  est 
à  Tintéricui'  de  l'angle  C. 

D"auti-e  part  CE'  rencontre  AB  en 

un  pijini   H.  car  si  E'  se  ti'ouvait   en 

É  nne    position    E"   entre    C    et    H,    le 

Fig.  41,  triangle  BE"H  contiendrait   nn   angle 

droit,    E"   (33,    Cor.    I)    et    nn    angle 

BHE"  (ibtus,  comme  extérienr  au   riàangle  rectangle  CAH,  ce  qui 

est  impossible  (62,  II). 

On  aura  donc  : 

AB  >  HB  >  E'B  =  EF  (68  ). 

THÉORÈME  XXVII 

77.  —  La  bissectrice  d'u7i  angle  est  le  lieu  géométrique  des 
points  également  distants  des  deux  côtés  de  cet  a?igle. 
Soit  un  angle  CAB  (fig.  42)  ;  menons  la  bissectrice  AD  (52). 

1°    Tous   les  points   de   la   bissectrice   sont 
égidement  distants  des  côtés  de  Vangle. 

Dans  les  tiiangles  rectangles  ADE  et  ADF^ 
on  a  : 

AD  commun  et  m  --  n. 

Ils  sont  donc  égaux  (75)  et  par  suite  : 
DE  =  DE. 

2"  Toid  point  égcdement  di.^tant  des  deux  côtés  de  l'angle  se  trouve 
sur  la  bissectrice. 

Si  DE  -=  DF,  les  deux  tiàangles  rectangles  DAE  et  DAF  sont 
égaux  (74). 

On  en  conclut  :  m  =  n, 

c'est-à-dire  que  la  demi-droite  AD  est  la  bissectrice  de  l'angle  A. 

Tous  les  points  de  la  bissectrice  possèdent  la  propriété  énoncée 
et  tout  point  qui  la  possède  est  sur  la  bissectrice;  celle-ci  est  donc 
bien  un  lieu  géométrique  (69). 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  points  c'quidistants  de  deux  droites  qui 
se  coupent  est  V ensemble  des  bissectrices  des  cquatre  angles  formés  par 
ces  droites. 

On  démontre  aisément  que  les  bissectrices  de  deux  angles  opposés 
par  le  sommet  sont  des  demi-di-oites  opposées  et  que  les  bissectrices 
de  deux  angles  adjacents  supplémentaires  sont  perpendiculaires.  Le 
lieu  se  com[)ose  donf,  de  deux  droites  perpendiculaires. 


Fi^.  42 


Camiîier  et   Lambot. 


Atlipuées. 
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Applications.  —  20.  Tout  point  pris  en  dehors  de  la  bissectrice  d'un  angle  est 
inégalement  distant  des  côtés  de  l'angle. 

27.  Trouver  sur  une  droite  donnée   un  point  également  distant  de  deux 
droites  données. 

28.  Trois  points  étant  donnés,  mener  par  l'un  d'eux  une  droite  qui  soit 
également  distante  des  deux  autres. 


THEORIE  DES  PARALLELES 

78.  —  Quand  deux  droites  sont  coupées  par  une  troisième 
(fig.  43),  elles  forment  avec  cette  sécante  huit  angles  :  quatre 
internes  :  1,  4,  5,  8  et  quatre  externes  :  2,  3,  6,  7.  Ces  angles, 
pris  deux  è  deux,  ont  reçu  différents  n(jnis. 

Les.angles  intei'nes  1  et  5,  4  et  8,  qui  se  trouvent  de  part  et  d'autre 
de  la  sécante,  s'appellent  angles  alternes- internes;  les  angles 

externes  3  et  7,  2  et  6,  (jui  se  trouvent 
de  part  et  d'autre  de  la  sécante,  s'ap- 
pellent angles  alternes-externes. 

Deux  angles  non  adjacents  placés  du 
même  côté  de  la  sécante,  l'un  interne, 
l'autre  externe  s'appellent  angles  cor- 
respondants; tels  sont  les  angles  1 
et  7,  4  et  6,  2  et  8,  3  et  5. 
^^S-  43.  Lgg  angles  internes  1  et  8,  4  et  5, 

qui  sont  du  même  côté  de  la  sécante, 
s'appellent  angles  intérieurs  d'un  même  côté;  les  angles 
externes  2  et  7,  3  et  6,  qui  sont  du  même  côté  de  la  sécante,  s'ap- 
pellent angles  extérieurs  d'un  même  côté. 

Remarque.  —  Les  quatie  angles  formés  à  l'intersection  de  la 
sécante  avec  chacune  des  droites  sont  deux  à  deux  égaux  ou  supplé- 
mentaires. Il  en  résulte  que  si  l'un  des  angles  du  premier  groupe 
est  égal  à  l'un  des  angles  du  second,  il  en  sera  de  même  des  trois 
autres  pris  deux  à  deux  dans  un  tu-dre  convenable,  cai'  ils  seront  les 
égaux  ou  les  suppléments  d'angles  égaux. 

THÉORÈME   XX VIII 

79.  —  Dpaix  droites  n'ont  aucun  point  commun  quand  elles 
forment  avec  une  sécante  : 

1°  des  angles  alternes-internes  égaux; 

2"  des  angles  alternes-  exteymes  égaux  ; 

3°  des  angles  correspondants  égaux  ; 

4°  des  angles  intérieurs  d'un  même  côté  supplémentaires  ; 

5'-  des  angles  extérieurs  d'un  même  côté  supplémentaires. 
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Soient  les  droites  AB  et  CD  (fig.  44),  coupées  par  la  sécante  KH> 

r  Hijpothese  :  CEF  =  EFB. 

Thèse  :  AB  et  CD  n'ont  aucun  point  commun. 

La  sécante  KH  divise  le  plan  (16)  en  deux  demi-plans  (1)  et  (2). 

Si  les  droites  AB  et  CD  se 
cou  paient  en  un  point  0  du  demi- 
plan  (1),  le  triangle  OEF,  ainsi 
déterminé  par  les  deux  droites 
et  la  sécante,  aurait  un  angle 
extéi'ieur  EFB  égal,  en  vertu 
de  l'hypothèse,  à  l'angle  inté- 
rieur OEF,  ce  qui  est  impos- 
sible (62j. 

On  démontrerait  de  même  que  les  deux  droites  AB  et  CD  n'ont 
aucun  point  commun  dans  le  demi-plan  opposé  (2). 

2",  3°,  4°,  5".  Les  quatre  autres  propositions  sont  des  corollaires 
de  la  piécédente.  Les  quatre  angles  E  sont  deux  à  deux  égaux  ou 
supplémentaires;  il  en  est  de  même  des  angîes  F.  L'hypothèse  de 
chacune  des  quatre  dernières  propositions  entraîne  donc  l'hypothèse, 
et  partant  la  conclusion,  de  la  première  proposition  ci-dessus 
démontrée  (78,  Rem.). 

CoEOLLAiRE.  —  Deux  droites  perpendiculaires  à  une  troisième 
n^ont  aucun  point  commun. 

Car  elles  forment  avec  la  sécante  deux  angles  intérieurs  d'un 
même  côté  supplémentaires  (tig.  45). 

Droites  parallèles.  —  Deux  droites  situées  dans  un  même  plan 
et  qui  n'ont  aucun  point  commun  sont  dites  parallèles. 

THÉORÈME  XXIX 

80.  —  Par  tout  point  extérieur  à  une  droite,  il  peut  passer 
une  parallèle  à  cette  droite. 
Q  Soient  le  point  E  et  la  droite  AB  (tig.  45). 

Pai'  le  point  E  menons  (59)  EF  perpendicu- 
laire à  AB  et  CD  perpendiculaire  à  EF  (58)- 
CD    sera   parallèle  à  AB,  puisque  ces   deux 
P  8     droites    sont    perpendiculaires    à    la    même 

Fig.  45.  sécante  EF  (79,  Cor.). 
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81.  Par  un  point  pris  hors  d'une  droite,  il  ne  peut  passer 
qu'une  seule  parallèle  à  cette  droite. 
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82.  —  Si  deux  droites  sont  parallèles,  toute  droite  qui  rencontre  l'une 
d'elles,  rencontre  Vautre. 

La  droite  c  (fig.  46)  du  plan  des  deux  parallèles, 
qui  rencontre  la  droite  h  au  point  C,  rencontre  aussi 
nécessairement  la  droite  a,  sinon  elle  lui  serait 
parallèle  et  alors  par  le  point  C  passeraient  deux 
parallèles  6  et  c  à  la  droite  a,  ce  qui  est  impossi- 
ble (81). 


Fio.  46 
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83.  —  Deux  droites  par^nlh^les  à  unf^  troisième  sont  parallèles 
entre  elles 

—  j  Si   les  (l2-uites  a  et   h,    rcs|)ect,ivemeiit   pa- 

,      l'allèles  à  la  droite  c  (tij:.    47)  u'étaieut   pas 

parallèles,  elles  auraient  un  point  commun  et 
parce  point  passci-aieut  ainsi  deux  parallèles 

(7- et  h  h  une  même  droite  c,  ce  qui  est  impos- 

Fig.  47.  sible  (81). 

THÉORÈME  XXX II 


84.  —  Deux  droites  parallèles  formeAd  arec  une  sécante  : 
1^  des  angles  alternes-init^rnes  égaux  ; 
2"  des  angles  alternes-externes  égaux; 
3°  des  angles  correspondants  égaux; 
4^  df's  angles  intérieurs  d'un  même  côté  supplémentait  es  ; 
5°  des  angles  extérieurs  d'un  même  côté  supplémentaires . 
Ces  théorèmes  sont  les  léciproques  des  tliéorènies  correspomlauts 
du  n"  79. 

1".  —  Hypothèse  :  Les  parallèles  AB 
et   CD    (fig.    48)    sont    cou[)ées    par    la 
sécauie  GH. 
Tliè.  e  :  m  =  n. 

Si  ces  angles  ne  sont  pas  égaux,  faisons 
l'angle  FEK  =  n  (47);  les  droites  Kl 
et  AB  sont  aloi-s  parallèles  (79).  Mais  CD 
est  aussi  parallèle  à  AB,  par  hypothèse. 
Par  le  point  E  passeraient  donc  deux  parallèles  Kl  et  CD,  à  la 
même  droite  AB,  ce  qui  est  impossible  (81).  Il  en  résulte  que  l'éga- 
lité doit  être  vraie. 

2°,  3°.  4°,  5".  —  Ces  propositions  >out  des  corollaires  de  la  précé- 
dente, si  l'on  tient  compte  du  n"  81  et  de  la  remarque  du  u*"  78. 


Fig.  48. 
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Corollaire.  —  Quand  deux  droites  .^ ont  parallèles,  toute  sécante 
perpendiculaire  à  l'une  est  perpendiculaire  à  Vautre. 

La  perpendiculaiie  EF  à  la  droite  AB  (fig.  49)  rencontre  en  F 
p  p  0       (82)   la  droite  CD  et  forme,  avec  les  deux 

parallèles,  des  angles  intéi-ieurs  d'un  même 
côté  supplémentaires  (84,  4°).  On  a  donc  : 
m  4-  n  =  2S). 

^  "^  "  Or  :  m  =  \S).         donc  :  n  =  l£). 

Fig.  49. 

85.  —  Des  théorèmes  réciproques  XXVIII 

et  XXXII,  on  déduit  encore  les  corollaires  suivants  : 

Corollaire  I.  —  Si  deux  droites  ne  sont  pas  2)arallèles,  elles 
forment  avec  une  sécante  des  angles  alternes-internes,  alternes- 
externes,  correspjondants,  inégaux;  intérieurs  d'un  même  côté,  exté- 
rieurs d'un  même  côté,  non  supplémentaires . 

Car  1°,  si  les  angles  alternes-internes  étaient  égaux,  les  droites 
seraient  parallèles;  2",  etc. 

Corollaire  II.  —  Deux  droites  ne  sont  pas  parallèles,  quand 
elles  forment  arec  une  sécante  des  angles  alternes- internes,  alternes- 
externes,  correspondants .  inégaux;  intérieurs  d'un  même  côté,  exté- 
rieurs cVun  même  côté,  non  supplémentaires. 

Cai- si  les  droites  étaient  parallèles,  l°les  angles  alternes-internes 
seraient  égaux;  2°  etc. 

On  l'ecounaît  aisément  d<^  quel  côté  se  fait  la  rencontre  des  deux 
droites  en  remarquant  que  dans  tout  triangle  la  somme  de  deux 
angles  est  inférieure  à  deux  angles  droits  (62,  Cor.  I). 

PROBLÈME  VUl 

86.  —  Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

Soit  A  le  point  donné,  par  lorpiel  il  faut  mener  une  parallèle  à  BC. 
P*'  Solution.  —  La  constiuction  effectuée  pour  la  démonstration 
du  Th.  XXIX  (80)  est  une  première  solution  du  problème. 

IP  Solution.  —  Joignons  le  point  A  (fig.  50)  à  un  point  quelconque 
g     Ij,  £  c      E  de  BC.  La  parallèle  demandée  et  la 

droite  BC  feront  avec  la  sécante  AE  des 
angles  alterues-intei'nes  égaux.  Il  suffira 
donc  de  faire  Tangle  m  égal  à  l'angle 
n  (47). 

Fig-  50.  Avec  les  points  A  et  E,  comme  centres, 

et  AE  comme  rayon,  décrivons  deux  arcs  EG  et  AF;  puis  avec 
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le  centre  E  et  un  rayon  égal  au  segment  AF,  décrivons  un  arc  qui 
coupe  EG  en  D.  Les  triangles  EAF  et  EAD  ont  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun  et  sont  égaux  (45).  On  a  donc  :  m  =  n  et  les 
droites  AD  et  BC  sont  parallèles. 

Applications.  —  29.  Démontrer  (flg.  44jquela  bissectrice  de  l'angle  FED 
détermine  avec  AB  et  EF  un  triangle  isoscèle. 

30.  Les  bissectrices  de  deux  angles  intérieurs  d'un  même  côté  sont  perpen- 
diculaires l'une  à  l'autre. 

31.  Mener,  parallèlement  à  l'un  des  côtés  d'un  triangle,  une  droite  telle  que 
le  segment  de  cette  droite  compris  entre  les  deux  autres  côtés  soit  égal  à  la 
somme  des  segments  qu'elle  détermine  sur  ces  côtés  à  partir  du  troisième. 

32.  Si,  par  un  point  E  du  côté  AC  d'un  triangle  ABC,  on  mène  une  paral- 
lèle au  côté  BC,  le  segment  déterminé  sur  cette  parallèle  à  partir  de  E,  par  la 
bissectrice  de  l'angle  C  sera  égal  à  EC. 

33.  Si  l'on  mène  une  parallèle  à  la  bissectrice  d'un  angle,  elle  rencontrer  un 
des  côtés  et  le  prolongement  de  l'autre,  à  des  distances  égales  du  sommet. 

34.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  intercepte  des  longueurs 
égales  sur  les  côtés  d'un  angle  donné. 


THEOREME  XXXlll 

87.  —  Deux  droites,  respectivement  perpendiculaires  à  deux 
droites  qui  se  coupent,  ne  sont  pas  parallèles. 

Si  les  droites  AC  et  BD  (fig.  51),  respectivement  perpendiculaires 
aux  droites  OA  et  OB,  étaient  parallèles,  la  droite  OA,  perpendicu- 
laire à  AC,  le  serait  aussi  à  sa  parallèle  BD  (84,  Coe.).  Mais  OB  est 
déjà  perpendiculaire  à  BD;  il  y  aurait  donc 
deux  perpendiculaires,  OA  et  OB,  menées 
par  un  même  point  à  une  droite  BD,  ce  qui  est 
impossible  (28).  Donc  les  droites  AC  et  BD  se 
rencontrent. 

88.  —  On  dit  que  deux  demi-droites  paral- 
lèles sont  (h  même  sens  quaud  elles  sont  situées 
dans  le  même  demi-plan  par  rapport  à  la 
Fig-  51-  droite  qui    passe   par   leurs   origines;    dans 

l'autre  cas,  elles  sont  de  sens  contraires. 

THÉORÈME  XXXIV 

89.  —  Si  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles,  chacun  à 
chacun,  et  tous  deux  de  même  sens  oit  de  sens  centralises,  ils 
sont  égaux;  ils  sont  supplémentaires  si  deux  côtés  parallèles 
sont  de  même  sens  et  les  deux  autres  de  sens  contraires. 
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1".  —  Considérons  les  angles  a  et  6  (fig.  52),  dont  les  côtés  sont 

parallèles  et  de  même  sens.  La  droite  à 
laquelleappartieut  le  côté  ED,  rencontre 
le  côté  AC  eu  G  (82).  On  a  : 

a  =  m         et         m  =  h, 

comme  angles  correspondants  (84).  On 
en  conclut  : 

a  =  h. 

.  2".  —  Considérons  ensuite  les  angles 

'  aet  c,  dont  les  côtés  sont  parallèles  et  de 

^'    ~"  sens  contraires.  Si  l'on  considère  l'angle 

h,  opposé  par  le  sommet  à  l'angle  c,  on  a  : 

a^hil")         et         c  =  b(27). 
On  en  conclut  :  a  =  c. 

3°  —  Considérons,  enfin,  les  angles  aetp,  qui  ont  deux  côtés  de 
même  sens  et  deux  côtés  de  sens  contraires.  En  les  comparant  à 
l'angle  6  on  a  : 

a  =  h  {V)         et         h+p  =  2S)  (33j. 
On  eu  conclut  :  ^  -{-  p  =  2S). 


THEOREME  XXXV 

90.  —  Deux  angles  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  cha- 
cun à  chacun,  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  deux  angles  ont  même  sommet, 
car,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  mènera  par  le  sommet  de  l'un  des 

demi-droites    parallèles    aux    côtés    de 
l'autre  et  de  même  sens  (89,  1°). 

1".  —  Considérons  deux  angles  aigus 
a   et   h    (fig.    53). 
l'angle  m,  on  a  : 
a-\-m  =  \S) 
On  en  conclut  : 
a  +  m 
et  par  suite  : 

a  =  h. 
Les  deux  angles  aigus  sont  égaux. 
2°.  —  Considérons  deux  angles  obtus.  Ils  ont  pour  suppléments 
deux  angles  aigus,  qui  sont  égaux  en  vertu  du  P.  Les  angles  obtus 
sont  donc  aussi  égaux. 


En  les   comparant   à 
h  +  m=lS. 


et 


h  -\-  m, 


Fig.  53. 
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3".  —  Considérons  enfin  un  angle  aigu  a  et  un  angle  obtus  c.  En 
les  comparant  à  l'angle  h,  on  a  : 

a  =  h(l°)         et         />  +  c  =  2£). 
On  eu  conclut  : 

a  -h  c=2S). 
Les  deux  angles,  dont  l'un  est  aigu  et  l'autre  obtus,  sont  supplé- 
mentaires. 

91.  —  Remaeque.  On  peut  conclure  des  deux  théorèmes,  précé- 
dents que  : 

Deux  angles  dont  les  côtés  sont  parallèles  ou  perpendiculaires, 
chacun  à  chacun,  sont  égaux  s'ils  sont  tous  deux  aigus  ou  tous  deux 
obtus,  et  supplémentaires  si  Vun  est  aigu  et  l'autre  obtus. 

Application,  -  35.  Quand  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles,  leurs  bis' 
sectriees  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  suivant  que  les 
angles  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

THÉORÈME  XXXVI 

92.  —  Les  segments  parallèles  compris  entre  deux  parallèles 
sont  égaux. 

Soient  (tig.  54)  les  parallèles  AB  et  CD,  comprenant  les  segments 

parallèles  HF  et  GE.  Joignons  FG.  Les  angles  b  et  c,  formés  par  les 

g  P       pirallèles  AB  et  CD  et  la  sécante  FG, 

sont  alternes-internes.  Donc  : 

b  =  c  (84). 

Les  angles  a  et  d,  formés  par  les 

parallèles  FH  et  EG  et  la  sécante  FG, 

sont  alternes-internes.  Donc  : 
Fig.  54.  , 

a  =  a. 

Les  deux  triangles  FEG  et  FHG  remplissent  donc  les  conditions  : 

])  =  c,  a  =  d,  FG  commun. 

Ils  sont  égaux  (44).  On  en  conclut  : 

FH  =  EG  et  aussi  HG  =  FE. 

Corollaire  L  —  Deux  parallèles  sont  piartout  équidistantes. 

Les  perpendiculaires  FH  et  EG  (fig.  55), 
menées  à  la  droite  AB,  rencontrent  la  parallèle 
CD  82)  et  lui  sont  perpendiculaires  (84, 
Coi'.).  Les  segments  FH  et  EG  sont  paral- 
lèles (79,  Cor.)  ;  donc  ils  sont  égaux. 


F 


Fig.  55.  Corollaire  H.  —  Le  lieu  géométrique  des 

points  équidistants  d'une  droite,  dhme  lon- 
gueur donnée,  est  formé  de  d>ux  parallèles  situées  de  part  et  d'autre 
de  la  droite,  à  la  distance  donnée. 
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CoEOLLATEE  III.  —  Le  Ueu  géométrique  des  points  équidistants  de 
deux  parallèles  est  une  droite  parallèle  aux  deux  autres  et  située  à 
égale  distance  dfS  deux. 

AppLicATioNSi  —  36.  Trouver,  sur  une  droite  donnée,  un  point  distant  d'une 
autre  droite,  d'une  longueur  donnée. 

37.  Etant  données  deux  couples  de  parallèles,  mener  une  sécante  telle  que 
les  parties  comprises  entre  chaque  couple  soient  égales. 

PROBLÈME  IX 

93.  —  Partager  un  segment  donné  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales, 

Soit  (fig.  56)  un  segment  AB,  à  partager,  par  exemple,  eu  cinq 
parties  ég.iles. 

Menons,  par  rextrémité  .A.  une  deuii-droite  quelconque  AR  et 
R  portons  sur  AR  cinq  segments  consé- 
cutifs égaux,  de  longueur  arbitraire 
AC.  Joignons  l'extrémité  G  du  dernier 
segment  au  point  B  ;  puis,  par  les 
points  C,  D,  E,  F,  menons  des  paral- 
lèles à  GB  (86);  les  points  M,  L,  K,  H, 
où  ces  p  ii-allèles  rencontrent  AB  (82), 
sont  les  points  de  division  cherchés. 

Car,   en   menant    par  C,   D,  E,  F, 
des  parallèles  à  AB,   on  forme  cinq 
triangles  ACM,  CDN,  DEO,  EFP,  FGQ 
qui  sont  égaux  (44)  puisque  : 

AC  =  CD  =  DE  =  EF  =  FG,  par  construction; 

A  ==  C,  =  D,  =  E,  ==  F.,  (84,  3"); 

et  Cl  =D,  =e\  =  f\  =G. 

On  en  conclut  :  AM  =  CN  =  DO  =--  EP  =  FQ. 

Mais  :     CN  =  ML,     DO  =  LK,     EP  =  KH,     FQ  =  HB  (92)  ; 


donc 


AM  =  ML  =  LK  =  KB 


HB  =  \  AB. 

5 


THEOREME  XXXVII 


94.  —  Dans  tout  triangle,  la  so?nme  des  trois  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits. 

Menons  par  le  sommet  A  (fig.  .57)  une  parallèle  au  côté  opposé. 
On  a  :  B  =  /j         et         C  =  q, 

car  ce  sont  des  angles  alternes-internes.  On  en  conclut  (33,  Coe.  Il)  : 
A -f  B  +  C  =  A +2>  +  S  =  2£). 
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CoROLLAiEE  I.  —  Daus  tout  triangle  rectangle,  les  deux  angles 
aigus  sont  complémentaires  (62,  Cor.  II). 

Corollaire  IL  —  Dans  tout  triangle,  un 
angle  extérieur  est  égal  à  la  somme  des  deux 
intérieurs  non  adjacents. 

Ou  a  : 
(A  +  B)  +-  C  =  2£)      et      ACD  +  C  =  2S)- 
On  en  conclut  : 

ACD  +  C  =  (A  +  B)  +  C 
et  par  suite  : 

ACD  =  A  +  B. 

Remarques.  L  —  Deux  angles  d'un  triangle  étant  donnés  ou 
seulement  leur  somme,  on  obtiendra  le  troisième  en  retranchant  la 
somme  de  ces  angles  de  deux  angles  droits. 

IL  —  Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  égaux  à  deux  angles  d'un: 
autre  triangle,  chacun  à  chacun,  le  troisième  de  l'un  sera  égal  au 
troisième  de  l'autre,  et  les  deux  triangles  seront  équiangles  entre- 

eux. 

2 
III.  —  Chacun  des  angles  d'un  triaugle  équihitéral  vaut  —  £). 

Applications.  —  38.  Les  angles  d'un  triangle  sont  entre  eux  comme  3:5:8; 
combien  chacun  d'eux  vaut-il? 

39.  Calculer  les  trois  angles  d'un  triangle,  sachant  que  le  premier  vaut  les- 
I  du  second,  et  le  troisième  la  demi-somme  des  deux  autres. 

40.  Un  angle  d'un  triangle  est  aigu,  droit  ou  obtus,  suivant  que  le  segment 
qui  joint  son  sommet  au  milieu  du  côté  opposé  est  supérieur,  égal  ou  inférieur 
à  la  moitié  de  ce  côté;  et  réciproquement. 

41.  Calculer,  en  fonction  des  angles  d'un  triangle  ABC,  1°  l'angle  de  deux 
bissectrices  intérieures,  2°  d'une  bissectrice  intérieure  et  d'une  bissectrice 
extérieure  issues  de  deux  sommets  différents,  3°  de  deux  bissectrices  exté- 
rieures. 

42.  Si,  sur  le  côté  AB  d'un  triangle  ABC,  on  prend  AD  =  AC  et  qu'on  joigne 
DC,  l'angle  DCB  est  la  demi-différence  des  angles  C  et  B. 

43.  Si  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  est  égal  à  la 
moitié  de  l'hypoténuse,  quels  sont  les  angles  aigus  du  triangle? 

44.  La  droite  qui  joint  le  milieu  d'un  côté  d'un  triangle  au  pied  de  la  per- 
pendiculaire menée  à  un  deuxième  côté,  du  sommet  opposé,  fait  avec  le  troi- 
sième côté  un  angle  égal  à  la  différence  des  angles  adjacents  au  deuxième. 

45.  L'angle  de  la  hauteur  et  de  la  bissectrice  correspondante  d'un  angle  d'un 
triangle  est  égal  à  la  demi-différence  des  angles  adjacents  au  côté  opposé. 

46.  Dans  un  triangle  ABC.  rectangle  en  A,  on  mène  la  hauteur  AD  et  la 
médiane  AE.  1°  Les  triangles  BAD,  DAC,  ABC  sont  équiangles;  2°  les  bissec- 
trices des  angles  BAD  et  BCA  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  3°  rangiez 
DAE  est  égal  à  la  différence  des  angles  B  et  C. 
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47.  Sur  la  base  BC  prolongée  d'un  triangle  isoscèle  ABC  (BC  <  BA),  on 
prend  BP  =  BA;  puis  avec  le  centre  C  et  le  rayon  CP  on  trace  un  arc  qui 
coupe  AP  en  D.  Calculer  l'angle  ACD  en  fonction  de  l'angle  A(3B. 

48.  Dans  uq  triangle  rectangle  les  segments  qui  joignent  le  pied  de  la  hau- 
teur correspondant  à  l'hypoténuse,  aux  milieux  des  deux  autres  côtés,  sont 
perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 


POLYGONES 


95.  Ligne  brisée.  —  Une  ligne  brisée  ou  polygonale  est 

une  ligue  plane  formée  de  segments  cousécutifs 
(36)  non  en  ligne  droite  (fig.  58).  Chaque  point 
commun  à  deux  segments  consécutifs  est  un 
sommet. 

96.  Polygone.  —  1.  Un  polygone  est  une 
portion  déterminée  de  plan  dont  le  contour 
est  formé  de  segments  consécutifs  (fig.  59  et  60). 

II.    Un   polygone   a,   comme  un  triangle  (37),   des  côtés,   des 
sommets,  un  périmètre,  des  angles  intérieurs  et  extérieurs. 


Fig.  58. 


Fig.  .59.  Fig.  60. 

Tout  segment  rectiligne,  AD,  limité  par  deux  sommets  non  consé- 
cutifs est  une  diagonale. 

III.  Un  polygone  est  convexe  lorsqu'il  est  entièrement  situé  d'un 
même  côté  par  rapport  à  la  droite  dont  un  côté  quelconque  est  un 
segment  (fig.  59);  dans  le  cas  contraire,  il  est  concave  (fig.  60). 
î^ous  n'aurons  à  nous  occuper  que  de  polygones  convexes.  Le  contour 
d'un  tel  polygone  ne  peut  être  rencontré  par  une  droite  en  plus  de 
deux  points,  à  moins  qu'un  côté  n'appartienne  à  la  droite;  on  le 
démontre  aisément. 

IV.  Le  polygone  de  trois  côtés  est  le  plus  simple  de  tous,  c'est  le 
triangle;  celui  de  quatre  côtés  s'appelle  quadrilatère;  celui  de 
cinq,  pentagone;  celui  de  six,  hexagone;  etc. 

V.  On  appelle  polygone  équilatéral,  celui  qui  a  ses  côtés 
égaux;  un  polygone  équiangle  est  celui  dont  les  angles  sont 
égaux. 
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Ou  appelle  polygone  "régulier,  im  polygone  ayant  en  même 
temps  tous  ses  côtés  égaux  et  t(uis  ses  aniiles  égaux.  Ex.  :  le  triangle 
équilatéial. 

VI.  Deux  pulj^goues  sont  équilatéraux  entre  eux  lorsqu'ils 
ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun  et  placés  consécutivement  dans 
le  même  ordre.  On  comprend  de  même  ce  qu'il  faut  entendre  par  : 
deux  polygones  équiangles  entre  eux.  Les  côtés  égaux  ou  les 
angles  égaux  s'appellent  côtés  ou  augles  homologues. 

Application.  —  49.  Le  nombre  total  des  diagonales  d'un  polygone  de  n 
côtés  est  n  (n  —3) 

THÉORÈME  XXXVIII 

97.  —  Chaque  côté  d'un  polygoyie  est  momdrc  que  la  sotnme 
de  tous  les  autres. 

Traçons  les  diagonales  qui  aboutissent  à  Tune  des  extrémités  du 
côté  AB  (fig.  61).  Dans  la  suite  des  triangles  ainsi 
déterminés,  on  a  (65)  : 

AB  <  BC  +  AC 
AC  <  CD  +  AD 
AD<  DE  +  EA. 

"b  On  en  conclut,  par  addition  : 

Fig.  01.  AB  <  BC  +  CD  +  DE  +  EA. 

Corollaire.  —  Le  périmètre  de  font  polygone  convexe  est  moindre 
que  celui  d^im  autre  polygone  quelconque  qui  l'enveloppe. 

Applications.  —  5(h  Si,  dans  un  quadrilatère  ABCO.  on  a  :  AB  =  AD  et 
BCD  =  ABC  -^  ADC,  on  aura  aussi  :  AC  =  AD. 

51.  Le  périmètre  d'un  quadrilatère  est  plus  grand  que  la  somme  des 
diagonales. 

THÉORÈME  XXXIX 

98.  —  La  somme  des  angles  d'un  polygone  convexe  est  égale 
à  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
nombre  des  côtés  moins  deux. 

Si  le  polygone  (iig.  61)  comprend  n  côtés,  on  le  d'^'composera  en 
(w  — 2)  triangles  eu  menant  toutes  les  diagonales  qui  partent  d'un 
même  sommet  A  ;  cai-  tous  ces  triangles  ont  ce  sommet  A  commun 
et  pour  côté  opposé  à  ce  sommet  les  différents  côtés  du  polygone,  à 
l'exception  des  deux  qui  forment  Tangle  A.  La  somme  des  angles  de 
chacun  de  ces  triangles  vaut  2  droits  (94).  Donc  la  somme  des  augles 
du  polygone,  qui  est  la  mèfue  que  la  somme  des  angles  des  [n  2) 
triangles,  vaudra  : 

(n— 2).  2£)         ou         (2h— 4)£). 
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Ex.  :  La  somme  des  angles  d'uu  quadrilatère  (w  ==  4)  vaut  iS). 
CoROLLAiKES.  —  I.  L'angle  d'un  polygone  équiangle  de  n  côtés 
vaut  : 

n  n 

4      .     . 
La  fraction  —  diminuant  à  niosui-e  que  n  augmente,  on  voit  que 

les  angles  d'un  polygone  équiangle  augmentent  avec  le  nomlire  des 
côtés  et  qu'à  paitir  du  pentagone,  les  angles  des  polygones  équian- 
gles  sont  obtus. 

II.  Si,  en  parcourant  le  contour  d'un  polygone  convexe  dans  un  sens 
déterminé,  on  prolonge  les  côtés,  la  somme  des  angles  extérieurs  est  é?ale  à 
quatre  angles  droits  ;  on  en  conclut  qu'un  polygone  convexe  ne  compte  jamais 
plus  de  trois  angles  aigus. 

Applications.  —  52.  Démontrer  !a  formule  S  =  {2n—4)S),  en  joignant  un 
point  intérieur  aux  différents  sommets. 

53.  Quelle  est  la  somme  des  angles  d'un  polygone  de  12  côtés  et  quel  est  le 
nombre  de  côtés  d'un  polygone  dont  la  somme  des  angles  vaut  18  droits  ? 

54.  Les  angles  d'un  pentagone  sont  entre  eux  comme  2:4:7:8:9;  quels 
sont-ils  ? 

55.  Si  dans  un  quadrilatère  convexe,  deux  angles  opposés  sont  égaux,  les 
bissectrices  des  deux  autres  angles  sont  parallèles. 

DES  QUADRILATÈRES 

99.  —  Un  quadrilatère  est  un  polygone  de  quatre  côtés.  Quaud  il 
est  convexe,  la  somme  des  quatre  angles  vaut  4S)  (98);  le  quadii- 
latère  possède  deux  diagonales. 

100.  — Parallélogramme.  Si  nous  coupons  (%.  62)  deux  droites 

parallèles    par    deux    sécantes    parallèles,    ces 
/  /         quatre  droites  se  coupent  deux  à  deux  (82)  en 

l_ /  quatre  points  qui  sont  les  sommets  d'un  quadri- 

Fig.  02.  latère  dont  les  côtés  opposés,  c.  à  d.  uou  consécu- 

tifs,   sont  parallèles.   Un   tel   quadrilatère    (>st 
un  parallélogramme. 

THÉORÈME  XL 

101.  —  Dans  un  parallélogramme  : 
1°  les  côtés  opposés  sont  égauœ  ; 

2°  deux  angles  consécutifs  sont  supplémentaires  ; 
3"  les  angles  opposés  sont  égaux. 
1"  —  Ona(l3g.  6.3)  : 

AB  =  DC  .         et  AD  =  BC, 


Fig.  63. 
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car  ce  soiit  des  segments  parallèles  compris  eutre  parallèles  i 92). 
2°  _  Ou  a  : 

A  -^  B  =  2S), 
car  ce  sont  des  angles  intérieurs  d'un  même 
côté  formes  par  les  parallèles  AD  et  BC  et  la 
sécante  AB(84). 
3°.  —  On  a  : 
A  ^  C  et  B  =  D, 

car  ces  angles  ont  leurs  côtés  parallèles  et  de  sens  contraires  (89). 
CoEOLLAiEE.  —  Si  Viiu  des  angles  d'un  parallélogramme  est  droit, 
les  trois  autres  sont  aussi  des  angles  droits  (  99). 

Applications.  -  56.  Dans  tout  triangle  isoscèle  la  somme  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  base  aux  deux  côtés  est  constante.  Quand  le  point 
est  sur  le  prolongement  de  la  base,  c'est  la  diflerence  des  distances  qui  est 
constante. 

57.  Dans  un  triangle  équilatéral  la  somme  des  distances  d'un  point  intérieur 
aux  trois  côtés  est  constante. 

58.  Si,  par  l'un  des  sommets  d'un  parallélogramme,  on  mène  une  droite,  la 
distance  du  sommet  opposé  à  cette  droite  sera  égale  à  la  somme  algébrique 
des  distances  des  deux  autres  sommets  à  cette  droite.  (Deux  distances  sont 
regardées  comme  étant  de  signes  contraires,  quand  elles  sont  comptées  de 
part  et  d'autre  de  la  droite). 

THÉORÈME  XLl 

102.  —  Un  quadrilatère  est  un  parallélogramme  : 
V  si  les  côtés  opposés  sont  égaux  ; 

2°  si  Vun  des  angles  est  le  supplément  de  chacun  des  deux 
angles  consécutifs  ; 

3"  si  les  angles  opposés  sont  égaux: 

é''  si  deux  côtés  opposés  sont  égaux  et  parallèles . 

V.  —  Menons  la  diagonale  BD  (tig.  64).  On  a  : 

AB  =  DC,  AD  =  BC,  (hypothèse) 
BD  commun. 
Les  triangles  ABD  et  BDC  sont  donc 
égaux.  Par  suite  : 

p)  =  q        et         m  =  n. 
Fig.  64.  Mais  2?  et  q  sont  des  angles  alternes- 

internes  formés  par  les  droites  AB  et  DC 
et  la  sécante  BD.  On  en  conclut  que  AB  et  DC  sont  parallèles  (79). 
De  :  m  =  n,  on  conclut  de  même  que  AD  et  BC  sont  parallèles. 
ABCD  est  donc  un  parallélogramme  (100  . 

2°.  —  Hijpothèse  :  A  +  B  -=  2S)     et     A  +  D  =  2£). 
De  la  première  égalité  on  conclut  que  les  côtés  AD  et  BC  du 
quadrilatère  sont  parallèles,  car  les  angles  A  et  B  sont  intérieurs 
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d'un  même  côté  par  rapport  aux  droites  AE)  et  BC,  coupées  par  la 
sécante  AB  (79).  De  la  seconde  égalité,  on  conclut  de  même  que  les 
côtés  AB  et  DC  sont  parallèles.  ABCD  est  donc  un  parallélogramme. 
30  _  Hypothèse  :  A  =  C  et  B  =  D. 

On  a  aussi  (98)  : 

A+B4-C  +  D  =  4£). 
On  en  conclut  que  : 

2A  +  2B  ==  4S)         d'où         A  +  B  =  2£) 
et  2A-i-2D  =  4£)        d'où        A  +  D=2£). 

ABCD  est  donc  (2")  un  parallélogramme. 

4".  ~  Hypothèse  :  AB  =  DC,  AB  parallèle  àDC. 
Dans  les  triangles  ABD  et  BDC,  on  a  : 

AD  =  DC,        BD  commun,        p=  q  (84,  1"). 
Ces  triangles  sont  donc  égaux.  Par  suite  : 

7n  =  n. 
On  en  conclut  (79,  1")  que  les  côtés  AD  et  BC  sont  parallèles.  Le 
quadrilatère  ABCD  est  donc  un  parallélogramme. 

Applications.  —  59.  On  donne  un  quadrilatère  ABCD;  par  A,  on  mène  AE 
parallèle  et  égal  à  CD  et  de  même  sens;  par  E,  EF  parallèle  et  égal  à  AB  et  de 
même  sens.  Démontrer  que  FD  sera  parallèle  et  égal  à  BC  et  de  même  sens. 

60.  Si  deux  quadrilatères  ABCD  et  MNOP  ont  trois  de  leurs  côtés,  disposés 
dans  un  ordre  quelconque,  égaux  deux  à  deux,  parallèles  et  dirigés  dans  le 
même  sens,  le  4«  côté  du  premier  sera  parallèle  et  égal  au  4^  côté  du  second  et 
de  même  sens. 

61.  Dans  un  triangle  isoscèle,  le  segment  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs 
menées  des  extrémités  de  la  base  aux  côtés  opposés,  est  parallèle  à  la  base. 

102.  Losange.  —  Si  nous  portons  (iig.  65)  sur  les  côtés  d'un 
angle  quelconque,  deux  segments  égaux  et  si  nous 
menons  par  les  extrémités,  des  parallèles  aux  deux 
côtés  de  l'angle,  nous  obtiendrons  (82  et  101)  un 
''■  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés  sont  égaux  :  c'est 

un  losange.  Un  losange  est  donc  un  cas  particulier  du  parallélo- 
gramme. 

104.  Rectangle.   —  Si  uous  portons  (fig.  66)  sur  les  côtés  d'un 
angle  droit  des  segments  inégaux  et  si  nous  recom- 
mençons la  construction  précédente,  nous  obtien- 
drons un  quadrilatère  dont  les  quatre  angles  sont 
Fig.  6b.  égaux,   comme  droits  (101,  Coe.)  :  c'est  un  rec- 

tangle. Le  rectangle  est  donc  un  autre  cas  particulier  du  parallélo- 
gramme. 

Applications.  —  62.  Les  bissectrices  des  angles  intérieurs  d'un  parallélo- 
gramme déterminent  un  rectangle  dont  les  diagonales  sont  parallèles  aux 
côtés  du  parallélogramme  et  égales  à  leur  diflférence. 
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106.  Carré.  —  Si,  daus  la  cnnstinictiuu  pi  «cédeute,  les  segiuiiits 
portés  sur  les  côt(>'^  de  l'augle  droit  sont  égaux,  uuus 
obtieudroiis  (  103  '-r  104) «n  quadrilatère  quia  ses  côtés 
fgaux  et  ses  angles  égaux  :  c'est  un  carré  (fig.  67).  Le 
carré,  à  la  fois  losauge  et  rectangle,  est  encoi'e  un  cas 

'    particuliei'  du  parallélogramme  ;  c'est  un  quadrila- 

^^^-  '''        tère  régulier  (96,  V). 

106.  Trapèze.  —  Eutin,  si  nous  coupons  deux  di'oites  parallèles 
par  4eux  sécantes  non  parallèles,   uous  obtiendrons  (fig.  68)  un 

1- V      quadrilatère  dont  deux  côtés  sont  parallèles  :  c'est  un 

/  \   trapèze.   Le  trapèze  est  isoscèle  quand  les  côtés 

^ ^  opposés  non  [)arallèles  sont  égaux  ;  il  est  rectangle 

Fig.  68.        fjuand  l'un  des  côtés  non  parallèles   est   pei'peudicu- 
laire  aux  bases,  c.  à  d.  aux  côtés  parallèles  (84,  Coe). 

THÉORÈME  XLII 

107.  —  Les  deux  diagonales  d'un  /larnllélog^viwme  se  cou- 
peut  muluelle7nent  en  deux  parties  égales;  récipro(iuement,  si 
les  diagonales  d'un  quadrilatère  se  coupent  ^nutuellement  en 
deux  parties  égales,  le  quadrilatère  est  un  parallélogramme. 

1°.  —  Les  triangles  AOD  et  BOC  (fig.  69)  sont  égaux,  car  on  a  : 

^     _,c  AD  =  BC(101), 

m  =  n        et        P  =="  q  (84). 

On  en  conclut,  pour  les  côtés  opposés 
aux  angles  égaux  : 

Fig.  69.  AO  =  OC        et        DO  =  OB. 

2°.  —  Les  triangles  AOD  et  BOC  sont  égaux,  car  on  a  : 
AO  =  OC,  DO  =  OB  (hypothèse), 

AOD=  BOC  (27). 
On  en  conclut  : 

AD  =  BC  et  m  =  n. 

ABCD  est  donc  un  parallélogramme  (102,  4''). 
Corollaire  I.  —  Les  diagonales  d'un  losange  sont  perpendicu- 
laires l'une  à  Vautre;  réciproquement,  si  les  diagonales  d'mi parallé- 
logramme sont  perpendiculaires,  ce  parallélogramme  est  un  losange. 
Si  DC  ==  CB  (fig.  69),  le  triangle.  DCB  est  isoscèle  et  la  médiane 
CO  est  perpendiculaire  à  DB  (57). 

Réciproquement,  si  CA  est  perpendiculaire  au  milieu  de  DB,  on 
aura  (72)  :  DC  =  CB  ;  le  parallélogramme  est  donc  un  losange  (103) 
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CoKOLLAiRE  IL  —  Dons  wi  rectanglc,  Ics  dicigonoles  soiit  égales  ; 
récipi-oquemeut,  un  paralh'iogranime  doiif  les  diagonales  sont  ('gales, 
est  un  rectangle. 

Car  (iig.  70),    puisque  les  angles  DAB  et   ABC   sont  droits,   lis 
P    .  triangles  DAB  et  ABC  sont  égaux  comme  nyant 
mi   angle  égal  coiii|Mis  euti'e  côtés  égaux,  et 
par  suite 

DB  =  AC. 
Iiécipi-oquemeut,  si  dans  le  i>arallelograiQme 
Fig.  70.  ABCD,  ou  a  : 

DB  =  AC, 
les  triangles  DAB  et  ABC  sont  égaux  coin  me  ayant  leui's  côtés  égaux 
.chacun  à  chacun.  Par  suite  ou  a  : 

DAB  =  ABC 
Mais  ou  a  aussi  (84)  : 

DAB  +  ABC  =^  L>£). 
Donc  DAB  =  ABC  =  \S) 

.(•t.  le  |)arallélogramm<-'  est  un  l'ocr.mgle  (104). 

Corollaire  III.   —  Dans  tin  carré,  les  diagonales  sont  égalas,  se 

coupeid  mutuellement  en  parties  égale.-!,  et  sord  perjiendiculaires  Vune 

.à  Vautre;  réciproquement,  si  dans  un  quadrilatère  les  diagonales 

sont  égales  et  perpendiculaires  et  se  coupent  mutuellement  en  deux 

parties  égales,  ce  ej[uadrilatère  est  un  carré. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  immédiate  des  précédentes, 
puisque  le  carré  est  à  la  fois  un  losange  et  un  rectangle. 

Applications.  —  63.  Si,  dans  un  losange  ABCD,  l'angle  A  est  aigu,  et  qu'on 
.détermine,  sur  les  prolongetnents  de  AB  et  de  AD,  les  points  E  et  F,  tels  que 
,  CE  =  CF  =  CB,  l'angle  BAD  sera  le  tiers  de  l'angle  ECF. 

04.  Dans  un  losange,  la  distance  de  deux  côtés  parallèles  est  égale  à  la 
,  distance  des  deux  autres. 

65.  Si,  à  partir  des  sommets  d'iu;  carré  ABCD,  on  prend  sur  les  côtés  AH, 
BC,  CD,  DA,  dans  le  même  sens,  des  longeurs  égales  AE  =  BF  =  CG  =  DH, 
la  figure  EFGH  sera  un  carré;  les  droites  AF,  BG,  HC,  DE  détermineront  par 
leurs  intersections  un  carré;  de  même  que  les  droites  AG,  BH,  CE,  DF. 

66.  Dans  un  triangle  rectangle,  on  mène  AD  perpendiculaire  à  l'hypoténuse 
BC,  puis  DE  et  DF  perpendiculaires  à  AB  et  AC.  Démontrer  que  EF_=  AD.  Si 

.l'on  joint  K  au  milieu  M  de  BC,  ME  est  perpendiculaire  à  EG. 

THÉORÈME  XLIII 

108.  —  Dans  un  triangle,  le  segment  qui  joint  les  milieux 

.de  deux  côtés  est  parallèle  au  troisième  et  en  vaut  la  moitié; 

réciproquement,  si  par  le  milieu  d'un  côté  d'un  triangle  on  mène 

une  parallèle  à  un  deu.rtème  côté,  elle  passe  par  le  milieu  du 

Jroisième. 
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1".  —  Prolongeons  DE  (fig.  71)  d'une  longueur  EF  =  DE  et  joi- 
gnons CF.  Les  triangles  ADE  et  ECF  rem- 
plissent les  conditions  suivantes  : 

DE  =  EF,  AE  =  EC, 

DEA  =  CEE. 

Ils  sont  donc  égaux  et  par  suite  : 
ECF  =  DAE        et        CF  =  AD. 

De  la  première  égalité,  on  conclut  que  CF 
est  parallèle  à  AB  et,  comme  CF  =  AD  =  BD, 
le  quadrilatère  BCFD  a  deux  côtés  opposés,  Cî'  et  BD,  égaux  et 
parallèles  :  c'est  un  parallélogramme. 

Par  suite  DF,  donc  DE,  est  parallèle  à  BC  et  BC  =  DE  =  2DE. 

2°.  — Parle  milieu  D  et  AB,  menons  une  parallèle  à  BC;  elle 
passera  par  le  milieu  E  de  CA;  car,  si  elle  rencontrait  AC  eu  un 
autre  point  E',  on  pourrait  mener  par  le  point  D  deux  parallèles  DE 
et  DE'  à  BC,  ce  qui  est  impossible  (81).  Donc  la  parallèle  à  BC, 
menée  par  le  milieu  de  AB,  passe  par  le  milieu  de  AC. 

Applications.  —  67.  Si,  par  le  milieu  d'un  des  côtés  non  parallèles  d'un 
trapèze,  on  mène  une  parallèle  aux  bases,  elle  passera  par  les  milieux  des 
diagonales  et  par  le  milieu  de  l'autre  côté.  La  partie  de  cette  parallèle  comprise 
entre  les  côtés  est  égale  à  la  demi-somme  des  bases  et  celle  comprise  entre  les 
diagonales  est  égale  à  la  demi-diflférence  des  bases. 

68.  Le  quadrilatère  qu'on  forme  en  joignant  deux  à  deux  les  milieux  des 
côtés  d'un  quadrilatère  quelconque,  est  un  parallélogramme. 

69.  Dans  un  quadrilatère  les  segments  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés  et  les  milieux  des  diagonales  se  coupent  en  un  même  point  qui  est 
leur  milieu  commun. 

70.  Si,  dans  le  quadrilatère  ABCD,  on  mène  DE  parallèle  et  égal  à  AB,  le 
segment  EC  sera  parallèle  au  segment  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  et 
vaudra  le  double  de  celui-ci. 

71.  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  les  quatre  côtés  et  le  segment 
qui  joint  1»  les  milieux  de  deux  côtés  opposés;  2<'  les  milieux  des  diagonales. 

72.  Si,  dans  un  quadrilatère,  deux  côtés  opposés  sont  égaux,  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  deux  autres  côtés  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  côtés  égaux  prolongés. 

73.  Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre, 
les  segments  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  sont  égaux. 

THÉORÈME  XLIV 

109.  —  Les  trois  médianes  d'un  triangle  se  coupent  en  un 
même  point,  situé  sur  chacune  d'elles  aux  devœ  tiers  à  partir 
du  sommet.  Ce  point  s'appelle  le  centre  de  gravité  du  triangle. 
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.Les  deux  médianes  AD  et  BE  (fig.  72)  se  coupent  en  un  point  G. 
^  Soient  H  et  F  les  milieux  des  segments 

BG  et  AG  et  construisons  le  quadrilatère 
DHFE. 

Dans  le  triangle  ABC,  le  segment  DE 
est  parallèle  au  côté  BA  et  en  vaut  la 
moitié  (108).  De  même,  dans  le  ti'iangle 
GAB,  le  segment  HF  est  parallèle  au  côté 
BA  et  en  vaut  la  moitié. 

Donc  DE  =  HF 

et  comme  ces  segments  parallèles  à  un 
même   côté  sont    parallèles,    le    quadri- 
latère DEFH  est  un  parallélogramme.  On  a  donc  (107)  : 
GE  -  HG  =  BH     et     GD  =  GF  =  FA. 
Par  suite  :  BG  =  2GE  =  |BE     et     AG  =  2Gr>  =  |AD. 
Les  deux  médianes  considérées  se  coupent  donc  comme  l'indique 
l'énoncé  ;  mais  la  démonstration  s'applique  évidemment  à  l'une  de 
ces  médianes  et  à  la  troisième;  celle-ci  pas.se  donc  aussi  au  point  G 
et  est  coupée  par  chacune  des  deux  autres  comme  il  vient  d'être  dit. 

Applications.  —  74.  Construire  un  triangle  connaissant  les  trois  médianes. 

75.  Si  on  prolonge  chaque  médiane  d'un  triangle  au  delà  du  côté,  d'une  lon- 
gueur égale  à  son  tiers,  les  points  ainsi  déterminés  seront  les  sommets  d'un 
triangle  égal  au  triangle  donné. 

THÉORÈME  XLV 

110.  —  Les  trois  médiatrices  diin  trian'gle  se  coupent  en  un 
même  point  qui  est  également  distant  des  trois  sommets  du 
triangle. 

Par  les  milieux  D  et  F  de  BC  et  AC  (fig.  73),  menons  les  perpen- 
diculaires DE  et  FG  qui  se  coupent  (87)  en 
un  point  0. 

Ce  point  appartient  à  la  fois  aux  deux  média- 
trices. On  a  donc  (72)  : 

OB  =-  OC        et        OC  =  OA.  • 
Par  suite  :  OA  =  OB. 

Ce  point  0  appartient  donc  aussi  à  la  troi- 
sième médiatrice  (72). 

Ainsi  les  trois  médiatrices  se  coupent  en  un 
même  point  0  tel  que  :  OA  =  OB  =  OC. 

Remarque.  —  La  circonférence  du  centie  0  et  de  rayon  OA  passe 
aux  trois  sommets  du  triangle. 
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THEOREME   XLVI 

111.  —  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  coupent  en  un 
même  point  qu'on  appelle  Torthocentre  du  triangle. 

Construisons  le  triangle  MPQ  (%•  "4).  eu  menant  par  les  sommets 
du  triangle  ABC  des  parallèles  aux  côtés 
--V      opposés.  Des  parallégramraes  ABCP  et 
ACBM.  on  déduit  : 

AP  =  BC  =  MA. 
Le  point  A  est  donc  le  milieu  du  côté 
MF.  D'autre  part,  AD,  qui  est  perpendi- 
culaire à  BC,  IVst  aussi  à  MP  (84,  Coe.). 
Les  trois  hauteurs  du  triangle  ABC 
sont  donc  aussi  les  médiatrices  du  trian- 
gle MPQ;  elles  se  coupent  donc  (110)  en 
un  point  H,  que  l'on  nomme  l'orthocentre 
du  triangle  ABC. 

Corollaire.  —  L'orthocentre  du  triangle  ABC  est  le  centre  de  la  circon- 
férence qui  passe  par  les  points  M,  P  et  Q  (110,  Rem.). 

Remarque.  —  Le  triangle  DEF  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs 
du  triangle  ABC,  se  nomme  le  triangle  orthique  de  ABC. 

THÉORÈME  XL  VU 


Fig.  74. 


112.  —  Les  bissectrices  des  trois  angles  d'un  triangle  se  cou- 
pent en  un  même  point  qui  est  également  distant  des  trois  côtés 
du  triangle. 

Soit  I  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  des  angles  A  et  B 
(fig.  75).  Menons  par  I  des  segments  perpen- 
diculaires aux  trois  côtés. 

Le  point  I  appartient  à  la  fois  aux  Ixssec- 
trices  AI  et  BI;  on  a  donc  (77)  : 

lE  =  IF         et        IF  =  ID 
Par  suite  : 

ID  =  lE 
et  le  point  I  appartient  à  la  troisième  bissec- 
trice. 

,Tout  point  également  distant  des  trois  côtés  doit  appartenir  simul- 
tanément aux  trois  bissectrices  (77);  il  se  confond  donc  nécessai- 
rement avec  le  point  I. 
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Applications.  —  76.  Si  on  prolonge  au  delà  de  A  et  de  C  les  côtés  BA  et  BC 
d'un  triangle  ABC,  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  ainsi  formés  se  cou- 
peront sur  la  bissectrice  de  l'angle  B. 

77.  Dans  tout  triangle  aBC.  la  perpendiculaire  menée  par  le  milieu  deBC  à 
la  bissectrice  de  l'angle  A,  coupe  AB  et  AC  en  des  points  B' et  C,  tels  que 

AB'  =  AC'= 5 '■■  Qu'arrive-t-il  lorsqu'on  mène  la  perpendiculaire  à  la 

bissectrice  de  l'angle  extérieur  A? 

SYMÉTRIE 

113.  —  Deux  points  A  et  A'  (tig.  76)  sonr  symétriques  par 
,A        rapport  à  un  point  0,  quand  ce  point  0  est  le  milieu  du 

segment  AA'.  Le  point  0  est  le  centre  de  symétrie. 

Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  centre, 
lorsque  leurs  points  se  correspondent  deux  à  deux  de  manière 
''^  que  tout  point  de  l'une  a  pour  symétrique  un  point  de  l'autre 
Fig.76  ^^  réciproquement. 

Applications.  —  78.  La  ligure  symétrique  d'une  droite  d  est  une  droite  d' 
parallèle  à  la  première  et  ces  deux  droites  sont  à  égale  distance  du  centre  de 
symétrie.  Qu'arrive-t-il  si  le  centre  est  sur  la  droite  d'! 

79.  La  distance  de  deux  points  est  égale  à  la  distance  de  leurs  symétriques 
par  rapport  à  un  centre  de  symétrie. 

80.  Un  angle  est  égal  à  son  symétrique  par  rapport  à  un  centre  de  symétrie 
pris  dans  le  plan  de  l'angle.  Cas  où  ce  centre  est  le  sommet  de  l'angle  ? 

81.  Un  polygone  est  égal  à  son  symétrique  par  rapport  à  un  centre  de 
symétrie,  pris  dans  le  plan  du  polygone  ;  deux  polygones  respectivement  symé- 
triques d'un  polygone  donné,  par  rapport  à  deux  centres,  sont  égaux. 

114.  ~  Deux  points  A  et  A' (tig.  77)  sont  symétriques  par 
rapport  à  une  droite  n,  quand  cette  droite  est  la  médiati-ice  du 

segment  AA'.  Cette  droite  a  est  Taxe  de  symé- 
trie. 


—  Deux  figures  sont  .symétriques  jiar  rapport  à  un 

axe  lorsque  leurs  [)oiuts  se  cori-espondent  deux  à 
'A'  deux  de   mauière  que  tout  point  de  l'une  a  pour 

^'ë-  ''"i-  symétrique  un  point  de  l'autre  et  réciproquement. 

Applications.  —  82.  La  figure  symétrique  d'une  droite  (?,  oblique  à  l'axe  de 
symétrie,  est  une  droite  d'  coupant  la  première  sur  l'axe  et  celui-ci  est  la  bis- 
sectrice de  l'angle  des  deux  droites.  Cas  d'une  droite  parallèle  à  l'axe? 

83.  La  distance  de  deux  points  est  égale  à  !a  distance  de  leurs  symétriques 
rapport  à  un  axe. 

84.  Un  angle  est  égal  à  son  symétrique  par  rapport  à  une  droite  du  plan  de 
cet  angle.  Cas  où  l'axe  du  symétrie  est  la  bissectrice  de  l'angle? 

85.  Un  polygone  est  égal  à  son  symétrique  par  rapport  a  une  droite  du  plan 
de  ce  polygone;  deux  polygones  respectivement  symétriques  d'un  polygone 
donné,  par  rapport  à  deux  a.xes,  sont  égaux. 
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86.  Les  symétriques  du  côté  BC  d'un  triangle  ABC,  par  rapport  aux  deux 
■  côtés  de  l'angle  A,  font  entre  eux  un  angle  égal  à  2SJ  —  2A. 

87.  Par  le  soipmet  d'un  angle  on  mène  une  demi-droite.  Déterminer  l'angle 
que  font  entre  elles  les  symétriques  de  cette  demi-droite  par  rapport  aux  deux 
côtés  de  l'angle 


Théorèmes  et  problèmes  relatifs  au  premier  livre. 


88.  Dans  un  triangle  la  différence  des  distances  de  chaque  point  d'une  bis- 
sectrice aux  extrémités  du  côté  correspondant  est  moindre  que  la  différence 

•des  deux  autres  côtés.  Cas  où  la  bissectrice  est  celle  de  l'angle  extérieur? 

89.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  dont  la  différence  des  distances 
.à  deux  points  doimés,  d'un  même  côté  de  la  droite,  soit  la  plus  grande  possible. 

90.  Si  l'on  mène  une  parallèle  à  l'un  des  côtés  d'un  angle,  l'autre  côté  de 
l'angle  divisera  en  deux  parties  égales  la  partie  de  cette  parallèle  comprise 
entre  la  bissectrice  de  l'angle  et  celle  de  son  supplément. 

91.  Si,  dans  un  triangle  ABC,  on  a  :  B  =  2C,  avec  B  aigu,  le  côté  AB  est  égal 
à  la  différence  des  segments  déterminés  sur  le  côté  BC  par  la  hauteur  corres- 
pondante. Cas  où  B  est  obtus  ? 

92.  Si,  dans  un  quadrilatère,  deux  angles  opposés  sont  égaux,  les  angles 
formés  par  les  côtés  opposés  prolongés  sont  aussi  égaux. 

93.  Si,  sur  les  côtés  d'un  carré,  on  construit  extérieurement  des  triangles 
équilatéraux,  les  sommets  de  ces  triangles  sont  les  sommets  d'un  carré. 

94.  Si  deux  droites  perpendiculaires  coupent  les  côtés  d'un  carré,  le  segment 
déterminé  sur  l'une  de  ces  droites  par  deux  côtés  opposés  du  carré  sera  égal 
au  segment  déterminé  sur  l'autre  droite  par  les  deux  autres  côtés  du  carré. 

95.  Si,  de  deux  sommets  opposés  d'un  rectangle  ABCD,  on  mène  les  perpen- 
diculaires A  A'  et  ce  à  la  diagonale  BD,  les  droites  qui  joignent  les  points  A' 
etC  aux  milieux  des  côtés  AB  et  DC  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 

90.  Si  deux  côtés  opposés  d'un  parallélogramme  sont  divisés  en  deux  parties 
égales,  les  segments  qui  joignent  les  points  de  division  aux  sommets  opposés 
divisent  la  diagonale  en  trois  parties  égales. 

97.  Si  les  perpendiculaires  menées  par  les  milieux  des  côtés  d'un  quadri- 
latère se  coupent  en  un  même  point,  les  perpendiculaires  menées  par  ces 
points  milieux  aux  côtés  opposés  se  coupent  aussi  en  un  même  point. 

98.  Si,  du  v^ommet  B  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des  perpendiculaires  aux 
bissectrices  de  l'angle  A  et  de  son  supplément,  la  droite  qui  joindra  h^s  pieds 
de  ces  perpendiculaires  sera  parallèle  à  AC  et  passera  par  le  milieu  de  BC. 
Les  distances  du  milieu  de  BC  aux  pieds  de  ces  perpendiculaires  seront  respec- 
tivement égales  à  la  demi-somme  et  à  la  demi-difierenee  des  côtés  AC  et  AB. 

99.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  la  différence  des  angles  à  la 
base  et  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

lUO.  Dans  un  trapèze  isoscèle.  les  diagonales  sont  égales;  les  milieux  des 
bases  et  des  diagonales  sont  les  sommets  d'un  losange. 

101.  Trouver  sur  le  prolongement  de  AC  un  point  Q  tel  que  si  on  le  joint  à 
un  point  P  de  AB,  PQ  soit  divisé  en  deux  parties  égales  par  le  côté  BC  du  tri- 
angle ABC. 

102.  D  étant  le  milieu  de  BC,  E  le  mHieu  de  AD.  F  le  point  où  BE  rencontre 
AC.  démontrer  que  CF  =  2AF,  dans  le  triangle  ABC. 
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103.  Si,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  trace  extérieurement  des  carrés 
BADE,  CBFG,  ACHK  : 

1"  les  segments  BH  et  AG  sont  égaux  et  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  ; 

2°  les  hauteurs  du  triangle  ABC  passent  respectivement  par  les  milieux  de 
GH,  FE,  etDK; 

3°  les  médianes  de  ABC  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  mêmes 
droites. 

104.  Si,  par  les  sommets  B  et  D  d'un  quadrilatère  ABCD,  on  mène  les  seg- 
ments BB'  et  DD'  égaux  et  parallèles  à  AC,  le  parallélogramme  BB'D'D,  à  l'in- 
térieur duquel  se  trouve  le  sommet  C,  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  les  distances  du  point  C  aux  sommets  du  parallélogramme  sont  égales  aux 
côtés  du  quadrilatère; 

2o  les  angles  en  C  sont  égaux  aux  angles  du  quadrilatère  donné  ; 

3°  les  angles  du  parallélogramme  sontégaux  à  ceux  des  diagonales  AC  et  BD; 

4»  les  diagonales  BD'  et  B'D  sont  égales  à  deux  fois  les  segments  qui  Joignent 
les  milieux  des  côtés  de  ABCD  ; 

5»  Si  ABCD  est  un  trapèze,  les  diagonales  du  parallélogramme  passent  par 
le  point  C. 

Ces  propriétés  servent  à  résoudre  plusieurs  problèmes  sur  le  quadrilatère; 
par  ex.  :  construire  un  quadrilatère  connaissant  trois  côtés  et  les  angles  adja- 
cents au  quatrième. 

105.  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  par  les  extrémités  du  côté  BC  les 
perpendiculaires  BC  et  CB'  aux  côtés  opposés,  puis  successivement  les  perpen- 
diculaires B'C"  et  C'C",  B"C"'  et  C"B"',  ...  et  si  par  A  on  mène  enfin  une  per- 
pendiculaire à  AC  qui  rencontre  BC  en  D,  on  aura  : 

BC  -t-  B'C"  +  B"C"+  ...  =  AD. 
B'C  +  B"C"  -f  B"'C"  +  ...  =  BD. 

106.  Etant  donné  un  triangle  ABC,  on  prolonge  les  côtés  AB  et  AC  de  AB'  = 
AC  =  BC  et  le  côté  BC  de  BB"  =r  AC  et  CC"  =  AB  ;  on  joint  B"C  et  C'B'  qui 
se  coupent  en  A';  faire  voir  que  les  triangles  A'B'C,  A'B"C"  sont  équiangles. 

107.  Si  les  parallèles  à  trois  droites  a,  b,  c,  menées  par  les  sommets  d'un 
triangle  ABC  se  coupent  en  un  même  point,  les  parallèles  menées  aux  droites 
by  c,  a,  et  les  parallèles  menées  aux  droites  c,  a,  6.  se  coupent  aussi  en  un 
même  point. 

108.  On  coupe  un  parallélogramme  ABCD  par  une  parallèle  à  la  diagonale 
AC  qui  rencontre  AB  en  E  et  BC  en  F;  par  E,  on  mène  EG  parallèle  à  AD  et 
rencontrant  CD  en  G;  par  F,  FH  parallèle  à  CD  et  rencontrant  AD  en  H; 
démontrer  que  GH  est  parallèle  à  AC. 

109.  Si,  d'un  point  quelconque  P  d'une  parallèle  à  la  bissectrice  d'un  angle 
A,  on  mène  les  p3rpendicalaires  PH  et  PK  aux  côtés  de  l'angle  et  si  on  les 
prolonge  jusqu'à  leurs  rencontres  en  H'et  K'  avec  l'autre  côté,  les  différences 
PH  —  PK,  AK  -  AH,  KK'  -  HH',  AK'  -  AH'  sont  constantes. 
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LE  CERCLE  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES 

DÉFINITIONS 

115.  —  Nous  avons  défiui  (23)  la  circonférence  et  le  cercle,  et  ce 
qu'il  faut  entendre  par  centre,  rayon,  diamètre, 
arc. 

Tour  segment  rectiligae  qui  joint  deux  points 
d'une  circonférence,  sans  passer  par  le  centre, 
est  une  corde.  Ainsi  (fig.  78),  AB  est  une  corde 
qui  sous-tend  chacun  des  arcs  AMB  et  ACB. 

Touie  corde  divi.-e  le  cercle  eu  deux  parties 
dont  chacune  est  un  segment  de  cercle. 

116.  —  Si  par  le  centre  d'un  cercle,  cmume  origine,  on  mène 
deux  demi-droites  non  opposées,  elles  forment  (21)  un  angle  convexe 
et  un  angle  concave,  dont  chacun  se  nomme  un  angle  au  centre. 
A  moins  d'indication  contraire,  on  ne  considère  que  l'angle  convexe 
et,  dans  les  dessins,  on  limite  ordinaii'emeut  chacun  des  côtés  à  un 
rayon.  Ex.  :  l'angle  COD  (fig.  78). 

Les  extrémités  de  ces  deux  rayons  sont  les  extrémités  d'un  arc  cor- 
responilnnt  à  l'angle  et  d(jnt  tous  les  autres  points  sont  intérieurs  à 
cet  angle;  cet  arc  est  dit  intercepté  par  l'angle,  sur  la  circonférence. 
Ex.  :  l'ai-c  CD  est  intercepté  par  l'angle  au  centre  correspondant  COD. 

La  poi'tion  du  cercle  limitée  par  un  arc  et  les  deux  rayons  qui 
ahoutissent  à  ses  extrémités  est  un  secteur. 

THÉORÈME  I 

117.  —  Par  trois  points  donnés,  non  en  ligne  droite,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  circonférence,  mais  on  n'en  peut 
faire  passer  qu'une. 

Les  médiatrices  du  triangle  déterminé  par  les  points  A,  B  et  C 
(fig.  79)  se  rencontrent  en  un  point  0  également  distant  de  ces 
trois  points  (110).  La  circonférence  décrite  avec  le  centre  0  et  le 
rayon  OA  passî}  donc  par  les  trois  points  donnés. 
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Il  u'y  a  qu'une  circonféreiict^  qui  puisse  passer  par  ces  points, 
cai-  le  Centre  d'une  telle  circonférence  devant 
appartenir  à  la  fois  aux  médiatrices  DE  et  FG 
(72),  se  confond  avec  leur  unique  point  d'in- 
tersection 0  ;  dès  lors  une  telle  circonférence 
coïncide  avec  celle  que  nous  venons  de  trou- 
ver (24). 

Corollaires.  — 1.  Deux  circonférences  qui 
Fig.  79.  ont  trois  points  communs  coïncident  et  deux 

circonférences  distinctes  ne  peuvent  avoir  plus 
de  deux  points  communs. 

IL  Deux  circonférences  qui  coïncident  ont  même  centre  et  des  rayons 
égaux. 

III.  J^ne  circonférence  peut  glisser  sur  elle-même,  en  tournant 
autour  de  son  centre. 

Remarque.  —  Le  triauiile  ABC  dont  les  trois  sommets  sont  ^ur 
la  circonférence  est  dit  inscrit;  la  circonféience  lui  est  circon- 
scrite. 

DES  CORDES  ET  DES  ARCS 


THEOREME  II 

118.  —  Uiie  droite  ne  peut  avoir  avec  une  circonférence  plus 
de  deux  points  C07n})/uns. 

Car,  si  elle  la  rencouti'ait  en  trois  points,  ces  points  seraient  les 
extrémités  de  trois  rayons  égaux;  il  y  aurait  donc  trois  segments 
égaux  menés  d'un  même  point  à  une  même  droite,  ce  qui  e^t  impos- 
sible (68,  Cor.). 

Une  di-oite  qui  a  deux  points  communs  avec  une  circonférence  est 
une  sécante. 

Corollaire.  —  La  circonférence  est  une  ligne  courbe. 

Il  faut  entendre  par  là  qu'aucune  partie  de  la  cirouférence,  si 
petite  qu'elle  soit,  n'est  un  segment  rectiligne  (23). 

THÉORÈME  111 

119.  —  Toute  corde  est  plus  petite  qiiun  diamètre. 
Dans  le  triangle  ACD  (fig.  80),  (m  a  (65)  : 

AD  <  AC  4-  CD     ou     AD  <  AB. 
Corollaire.  —  La  plus  grande  corde  d'un  cercle  est  un  diamètre. 
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GEOMETRIE 


THEOREME  IV 


120.  —  Tout  diamètre  divise  le  cercle  et  sa  circonférence, 
chacun  en  deux  parties  égales. 

La  dioite  dont  le  dianièti-e  x4B  est,  un  segment  (fig.  80),  divise  le 
plan  en  deux  demi-plans.  Faisons  tourner  Fun 
d'eux  autour  de  AB  jusqu'à  ce  qu'il  coïncide  avec 
l'autre.  1/arc  AFB  coïncidera  alors  exactement 
avec  l'ai'c  AEB,  sans  quoi  il  y  aurait  dans  l'un  des 
deux  aies  des  points  inégalement  éloignés  du 
centre  (24,  '.i°),  ce  qui  est  contraire  à  la  définition 
F  ~^  M  de  la  circonférence  En  même  temps  les  deux  par- 

Fig.  80.  ties  du  ceicle  coïncident. 

Tout  diamètre  est  donc  un  axe  de  symétrie  de  la  circonfé- 
rence (114).  D'ailleurs,  en  menant  la  corde  DM  perpendiculaire  en 
H  au  diamètre  AB  et  joignant  CM,  on  obtient  les  deux  triangles 
égaux  (74)  CDH  et  CMH  (jui  donnent  :  DH  =  HM. 

121.  Remarque.  —  Quand  nous  parlerons  d'un  arc  AD  (fig.  80), 
•sans  spécifier  davantage,  nous  entendrons  parler  de  l'arc  AFD  situé 
tout  entier  d'un  même  côté  du  diamètre  AB  mené  par  l'une  des 
-extrémités  de  l'arc.  Un  tel  arc  est  donc  une  portion  de  demi-circon- 
férence et  l'angle  au  centre  correspondant  est  moindre  que  deux 
angles  droits  puisque  : 

ACD  <  ACD  +  DCB        ou  (33)        ACD  ^   2©.   ^ 
Nous  désignerons  par  l'écriture  :  (AD),  l'arc  tel   que  nous  venons 
■de  le  définir,  qui  a  pour  extrémités  les  points  A  et  D.  L'écriture  :  AD 
servira  à  désigner  la  corde  de  cet  arc. 

122.  Arcs  consécutifs.  —  L  Deux  arcs  qui  ont  des  rayons 
égaux  sont  égaux  il  1,  1"),  quand  on  peut  faire  coïncider  l'un  d'eux 
exactement  avec  l'autre. 

Nous  verrons  ci-après  (123)  que  cette  égalité  a  lieu  en  même 
temps  que  celle  des  angles  au  centre  interceptés  par  ces  arcs. 

IL  LTn  point  marqué  sur  un  arc  le  divise  en  deux  autres  dont 
«bacun  est  dit  plus  petit  que  l'arc  total,  lequel  est  dit  plus  grand 
■que  cbacun  des  deux  autres.  On  écrit  (fig.  81)  : 

(AC)  <  (AB)    et  aussi    (AB)  >  (AC). 
LTu  arc   est  donc   plus   petit  qu'un  autre  quand 
il  est  égal  à  une  partie  de  l'autre. 

in.  —  Deux  arcs  sont  consécutifs  lorsqu'ils 
sont  interceptés  sur  une  même  circonférence  par 
deux  angles  au  centre  adjacents  (26,  IV). 


Fig.  81 


Ex.  :  les  arcs  (AC)  et  (CB). 
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IV.  L'arc  total  formé  par  deux  arcs  consécutifs  est  appelé  leur 
somme;  ou  écrit  :         (AB)  =  (AC)  -f-  (CB). 

Chacun  de  ces  arcs  consécutifs  est  appelé  la  dififérence  entre 
Tare  total  et  l'autre;  on  éciit  : 

(AC)  =  (AB)  —  (CB)        et        (CB)  =  (AB)  —  (AC). 

On  comprend  de  même  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  somme  de- 
plusieurs  arcs  de  même  rayon;  c'est  l'arc  total  qui  résulte  de  la 
juxtaposition  de  ces  arcs  placés  successivement  de  manière  qu'ilS' 
soient  deux  à  deux  consécutifs. 

V.  Lorsqu'un  arc  est  la  somme  de  plusieurs  arcs  égaux  à  un. 
arc  donné,  il  est  dit  un  multiple  de  ce  dernier  et  inversement 
celui-ci  est  une  partie  aliquote  du  premier. 

Si  l'arc  (N),  par  exemple,  est  la  somme  de  n  arcs  (A),  on  écrit  :; 

(N)=w(A)  et  (A)  =  — (N). 

THÉORÈME  V 

1  23.  —  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cej^cles  égaux,  deux 
angles  au  centre  égaux  interceptent  des  arcs  égaux;  et  réci- 
proquement. 

On  peut  toujours  supposer  les  sommets  des  angles  au  centre  d'un 
même  cercle,  car  deux  cercles  égaux  peuvent  coïncider  (24). 
P.  —  Hypothèse  :  AOB  =  COD  (fig.  82). 
(AB)  =  (CD). 

Faisons  coïncider  l'angle  COD  avec  son  égal 
AOB,  pai'  une  rotation  de  la  circonférence  autour 
de  son  centi'e  (117,  III).  (CD)  coïncidera  alors^ 
avec  (AB)  :  donc  (AB)  =  (CD). 
2°.  —  Hypothèse  :  (AB  =  (CD). 
Thèse  :         AOB  =  COD. 
Faisons  coïncider  (CD)  avec  son  égal  (AB),  par 
une  rotation  de  la  circonférence  autour  de  son 
centie  (117,  III),  de  manière  que  C  vienne  en  A  et  D  en  B.  L'angle- 
COD  coïncidera  alors  avec  AOB;  donc  :  COD  =  AOB. 

Corollaire.  —  A  des  secteurs  égaux,  correspondent  des  arcs 
égaux,  et  réciproquement. 

La  démonstration  est  identique. 

THÉORÈME  V! 

124.  —  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  de- 
deux  angles  au  ceyitre  inégaux,  le  plus  grand  intei'cepte  le  plus: 
grand  arc  ;  et  réciproquement. 
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On  peut  toujours  supposer  les  angles  au  centre  d'un  même  cercle, 
car  deux  cercles  égaux  peuvent  coïncider  (24). 
1°.  —  Hypothèse  :  AOB  >  COD  (tig.  83). 

Thèse  :  (AB)  >  (CD). 

On  déduit  immédiatement  de  riiy[)Othèse 
qu'on  pourra  construii'e  un  angle  AOB'  =  COD, 
qui  sera  une  partie  de  AOB  (26).  OB'  sera  donc 
intérieur  à  l'angle  AOB  et  B'  sera  snr  (  AB)  On 
a  donc 


(AB)>(AB')       et 
(AB)  >  (CD). 
(AB)>  (CD). 
AOB  >  COD. 


(AB')  =  (CDj  (123) 


On  en  conclut  : 
!^"  —  Hypothèse  : 

Thèse  : 
On  ne  peut  avoir  : 

AOB  =  COD        ou        AOB  <  COD, 
car  ces  relations  entraînent  respectivement  : 

(AB)  =  (CD)  (123)        ou        (AB)  <  (CD)  (1°) 
et  chacune  de  ces  conclusions  est  en  contradiction  avec  l'hypothèse. 
On  a  donc  bien  :  AOB  >  COD. 

THÉORÈME  Vil 

125.  —  Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  les 
arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des  cordes  égales;  et  récipro- 
quement. 

Ou  peut  toujours  supposer  les  arcs  sur  la  même  circonférence,  car 
deux  cei'cles  égaux  peuvent  coïncider  (24). 
1".   -  Hypothèse  :        (AB)  =  (CD)  (%.  84). 
AB  =  CD 
De  l'hypothèse  ou  déduit  (123)  : 
AOB  =  COD, 
et  OA  =  OB  =  OC  =  OD. 

Les  triangles  AOB  et  COD  sont  donc  égaux 
et  par  suite  :  AB  =  CD. 

2°.  —  Hypothèse  :  AB  =  CD. 

Thèse:       (AB)=(CD). 
On  a  par  hypothèse  : 

AB  =  CD     '   et        OA  =  OB  =  OC  =  OD. 
Les  triangles  AOB  et  COD  sont  égaux.  On  en  conclut  AOB  =  COD 
et  par  suite  (123)  :  (AB)  =-  (CD). 

Remarques.  —  I.  Ce  théorème  permet  de  faire  sur  une  circonfé- 
rence la  somme  de  plusieurs  arcs  con.'^écutifs  :  ou  porte,  au  moyen 


Fig.  84. 
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du  compas,  des  cordes  consécutives  (36,  1)  respectivement  égales 
aux  cordes  de  ces  arcs. 

II.  De  ce  théorème  et  du  théorème  V  (123),  on  déduit  le  moyeu 
de  faire  la  somme  de  plusieurs  angles  A,  B,  C  (26,  V).  Avfc  un 
même  rayon,  arbitrairement  choisi,  et  en  prenant  le  s(uniuet  comme 
centre,  on  décrit  un  arc  entre  les  côtés  de  chacun  des  angles.  Sur 
une  circonférence  0  de  même  layon,  on  poite  successiveraeut,  à 
partir  d'un  point  P  arbitraire,  des  arcs  consécutifs  respectivement 
égaux  aux  arcs  interceptés  par  les  angles  A,  B,  C.  Si  Q  est  Textré- 
raité  du  deruiei   arc,  l'angle  POQ  est  la  somme  des  angles  A,  B,  C. 

Cette  construction  est  plus  simple  que  celle  qui  découle  du  n^é?. 

Application.  —  110.  Trouver  un  arc  double  d'un  arc  donné 

THÉORÈME  VlU 


r. 


126.  —  Dans  le  mêyne  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  un 
plus  gj'and  arc  est  sous- tendu  par  une  plus  grande  corde ,  et 
réciproquement  ;  les  arcs  étant  supposés  moindres  qu'une  demi- 
circoY^férrnci'  (121) 

Hypothèse  :  (AB)  >  (CD),  d^ns  le  cercle  0  (fig.  8o). 
AB  >  CD. 

De  l'hypothèse  on  déduit  (124)  : 
AOB  >  COD 
et  comme  OA  =  OB  =  OC  =  OD,  on  a  donc 
(70)  :  AB  >  CD. 

2°.    —  Hypothèse  :  AB  >  CD,  dans  le  cer- 
cle 0. 

Thèse  :         (AB)  >  (CD). 
De  l'hypothèse,  on  déduit  (71)  : 
AOB  >  COD 
et  par  suite  (124)  :  (AB)  >  (CD). 


THEOREME  IX 

127.  —  Le  diamètre  perpendiculaire  à  une  corde  divise  cette 
corde  et  les  deux  arcs  sous- tendus,  chacun  en  deux  parties 
égales. 

Soit  le  diamètre  HG  perpendiculaire  à  la  corde  AB  (fig.  86). 
1''.  —  Les  rayons  CA  et  CB  sont,  par  lapport  à  la  perpendiculaire 
CD  des  segments  obliques  égaux.  Donc  (68)  : 

AD  =  BD. 


hl 
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2°  —  La  droite  GH  est  donc  la  médiatrice  du  segment  AB.  On 
en  conclut  (72)  : 

GA  =  GB        et        HA  =  HB 
et,  par  suite  (125)  : 

(GA)  =  (GB)        et        (HA)  =  (HB). 
Remarques.  —  I.  Le  diamètre  GH  passe 
par  les  quatre  points  H,  C,  D,  G  et  est  per- 
pendiculaire à  la  corde  AB;  il  remplit  donc 
cinq  conditions  dont  deux  suffisent  pour  déter- 
^  miner  ce  segment  (12.  28,  32).  Il  en  résulte 

Fig.  86.  qyg  gj  deux  des  conditions  sont  remplies,  les 

trois  autres  le  sont  aussi  nécessairement.  Ainsi,  notamment  : 

ha  perpendiculaire  menée  par  le  milieu  d'une  corde  d'un  cercle 
passe  par  le  centre  et  par  les  milieux  des  deux  arcs  sous-tendus  par 
cette  corde. 

H.  —  Ou  détermine  le  centre  d'une  circonférence  donnée  en 
consti-uisant  les  médiatrices  de  deux  cordes  quelconques  de  cette 
circonféï-ence;  le  centre  est  le  point  d'intersection  de  ces  média- 
trices. Pratiquement  on  prend  deux  cordes  consécutives  (117). 

Applications.  —  111.  Le  segment  perpendiculaire,  mené  par  le  milieu  d'un 
arc  au  rayon  passant  par  l'une  des  extrémités,  est  égal  à  la  moitié  de  la  corde 
de  l'arc. 

112.  Deux  cordes  qui  ne  passent  pas  parle  centre  ne  peuvent  se  couper 
mutuellement  en  deux  parties  égales. 

1 13.  Les  portions  d'une  sécante  comprise  entre  deux  circonférences  concen- 
triques sont  égales. 

il4.  Si  deux  cordes  sont  parallèles,  la  droite  qui  joint  leurs  milieux  passe 
par  le  centre. 

115.  La  distance  du  centre  à  l'un  des  côtés  d'un  triangle  inscrit  est  la  moitié 
de  la  distance  du  sortimet  opposé  à  l'orthocentre. 

116.  Si,  par  le  sommet  C  d'un  triangle  inscrit  ABC,  on  mène  un  diamètre 
CD,  les  perpendiculaires  menées  par  D  etC  au  côté  AB  détermineront  sur  AB, 
à  partir  des  extrémités,  des  segments  égaux. 

117.  i^uel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  passent  par  deux 
points  donnés? 

118.  Si,  par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  circonférences,  on  mène 
une  parallèle  à  la  droite  passant  par  les  centres,  la  partie  de  cette  parallèle 
comprise  dans  les  deux  circonférences  sera  double  de  la  distance  des  centres. 

119.  Si  deux  triangles  inscrits  ABC  et  ADE,  ayant  un  sommet  commun  A, 
sont  égaux,  le  point  d'intersection  des  côtés  BC  et  DE  se  trouve  sur  le  diamètre 
passant  par  A. 

PROBLÈME  1 

128.  —  Diviser  un  arc  en  deux  parties  égales, 
Le  milieu  de  l'arc  est  l'extrémité  du  rayon  perpendiculaire  à  la 
corde  de  l'arc  (127). 
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Ou  en  déduit  immédiatement  la  division  d'un  arc  en  4.  8,  16,  ... 
parties  égales,  c'est-à-dire  eu  un  nombre  de  parties  égales  qui  soit 
une  puissance  de  2. 

THÉORÈME  X 

129.  —  Deux  cordes  d'un  cercle  qui  sont  égales  sont  égale- 
ment éloignées  du  centre,  et  réciproquement . 

On  peut  toujours  supposer  (126)  que  les  deux  cordes  ont  une 
extrémité  commune. 

1°.  —  Hypothèse  :  AB  =  AC,   dans  le 
cercle  0  (fig,  87). 
Thèse  :  OY  =0^. 

Les  deux  triangles  rectangles  OAF  et 
OAE  ont  l'hypoténuse  commune  et 
AF  =  I  AB  =  I  AC  =  AE  (127). 
Ils  sont  donc  égaux  (74)  et  par  suite  : 

OF  -  OE. 
2°.  —  hypothèse  :  OF  =  OE. 
^'^•^^-  Thèse:  AB  =  AC. 

Les  triangles  rectangles  OAF  et  OAE  sont  égaux,  car  OA  est  com- 
mun et  OF  =  OE.  On  en  conclut  :  AF  =  AE  et  par  suite,  puisque 
F  et  E  sont  les  milieux  des  deux  cordes, 

AB  =  AC. 

THÉORÈME  XI 

130.  —  De  deux  cordes  d'un  cercle  qui  sont  inégales,  la  plus 
petite  est  la  plus  éloignée  du  centre^  et  réciproquement. 

On  peut  toujours  supposer  (126)  que  les  deux  cordes  ont  une 
extrémité  commune. 

P  -  Hypothèse  :  AB  <  BD  (fig.  87). 

Thèse  :  OF  >  OG. 

De  l'hypothèse,  ou  déduit  euti'o  les  angles  (124  et  126)  : 

AOB  <  BOD 
d'où,  pour  leurs  moitiés  :     BOF  <  BOG. 
Par  suite  (94,1),  puisque  les  triangles OFB  et  0GB  sont  rectangles 

OBF  >  OBG 
Mais  ces  triangles  ont  même  hypoténuse,  donc  (76) 

OF  >  OG. 

2".  —  Hypothèse:  OF  >  OG. 

Thèse:  AB  <  BD. 
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Ou  ne  peut  avoir  : 

AB  =  BD        ou        AB  >  BD, 
car  ces  relations  entraiueut 

0F  =  0G(129)        ou        OF  <  OG  (r). 
Or,  ces  conclusions  sout  contraires  à  l'hypothèse.  On  a  donc  bien 

AB  <  BD. 

Applications.  —  12U.  Mener,  par  un  point  i)ris  à  l'intérieur  d"un  cercle,  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  corde. 

121.  Si  deux  cordes  sont  également  inclinées  sur  le  diamètre  qui  passe  j^ar 
leur  point  d'intersection,  ces  deux  cordes  sont  égales. 

122.  Si  deux  cordes  égales  se  coupent  lians  un  cercle,  les  serments  de  ces 
cordes  seront  égaux  deux  à  deux  et  si  l'on  joint  leurs  points  milieux  par  une 
corde,  les  parties  de  cette  nouvelle  corde,  comprises  entre  la  circonférence  et 
les  deux  premières  cordes,  sont  égales. 

123.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  de  toutes  les  cordes  d'un  cercle  qui  ont  une 
longueur  donnée  '? 

MESURE  DES  ARCS 

131.  Arcs  commensurables.  —  Multiplier  un  arc  (A)  pai-  un 
nombre  entier  )n,  c'est  faii'e  la  somme  de  m  arcs  éji'aux  à  l'ai'c  (A) 
(122,  IV  et  125,  Rem.).  Si  (M)  est  Tare  obtenu,  on  écrit  : 

(M)-m(A).  (I) 

Multiplier  un  arc  (A)  par  une  fraction  — ,  c'est  faire  la  somme  de 
m  arcs  égaux  à  la  partie  aliquote  — (A)  de  l'arc  (A)  (122,   V).  On 

écrit:  (M)  =  —  (A).  (2) 

Dans  les  deux  cas,  il  existe  un  arc  compris  un  nombre  entier  de 
fois  dans  les  arcs  (A)  et  (M).  Ainsi,  dans  le  premier  cas,  l'arc  (A)  est 
contenu  exactement  m  fois  dans  (Mj  et  une  fois  dans  (A);  dans  le 

second,  l'arc  — (A)  est  compris  m  fois  dans  (M)  et  n  fois  dans  (A). 

On  dit  que  les  arcs  (M)  et  (A)  sonr  commensurables  et  l'arc  con- 
tenu un  noinljre  entier  de  fois  dans  les  arcs  (M)  et  (A)  est  une  com- 
mune mesure  de  ces  deux  arcs. 

Toute  partie  aliquote  de  l'arc  —(A)  est  comprise  un  nombre  entier  de  fois 

dans  les  arcs  (AI)  et  (A),  qui  sont  des  multiples  de  —(A);  cette  partie  aliquote 

est  donc  aussi  une  commune  mesure  des  arcs  (M)  et  (A).  Ainsi,  deux  arcs  qui 
ont  une  commune  mesure  en  ont  une  infinité. 

Si  deux  arcs  n'ont  pas  de  commune  mesure,  ils  sont  dits  incom- 
mensurables. 
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PROBLEME  II 


Fig.  88. 


132.  —  Deux  arcs  de  même  rayon  étant  donnés,  trouver  une 
commune  mesure  de  ces  arcs,  s'ils  en  ont  une. 

Considérons  (fig.  88)  les  arcs  (AB)  et  (CD)  et  supposons,  par 
exemple  :  (AB)  >  (CD).  Portons  sur 
l'arc  (AB)  (125,  Rem.)  im  arc  égal  à 
(CD),  autant  de  fois  qu'il  est  possible.  Si 
l'arc  (AB)  contient  un  nombre  entier  de 
fois  l'aie  (CD), celui-ci  sera  une  commune 
mesure  des  deux  arcs  (131). 

Dans  le  cas  contraire,  on  trouvera  uq 
reste  (EB)  <  (CD).  On  pourra  donc  écrire 
(122,  IV  et  V),  dans  le  cas  de  la  figure  : 
(AB)  =  (AE)  -t-  (EB)  =  3(CD)  +  (EB). (1) 
Portons  ensuite,  sur  (CD),  l'arc  (EB) 
autant  de  fois  qu'il  est  i)Ossible.  On  ti'ouvera,  par  exemple,  un  reste 
(FD)  <  (EB)  et  l'on  pourra  écrire,  dans  le  cas  de  la  figure  : 

(CD)  =  (CF)  4-(FD)=2(EB)  +  (FD).  (2) 

Portons  encore  ce  nouveau  reste  (FD)  sur  le  précédent  (EB)  et 
ainsi  de  suite.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

P.  On  trouve  un  reste  qui  est  contenu  un  nombre  entier  de  fois 
dans  le  précédent.  Supposons,  pai'  exemple,  que  (EB)  contienne 
exactement  deux  fois  (FD).  (^n  peut  donc  éciire  : 

(EB)=  2(FD). 
On  en  conclut  aisément,  en  )'omontant  aux  égalités  (1)  et  (2)  : 

(CD)  =  5  (FD)        et        (AB)  =  17  (FD). 
L'arc  (FD)  ainsi  obtenu  est  une  commune  mesure  des  arcs  (AB)  et 
(CD),  qui  sont  donc  commensurables  (131). 

2°.  On  ne  trouve  jamais  de  reste  contenu  un  uombie  entier  de 
fois  dans  le  précédent;  les  arcs  (AB)  et  (CD)  sont  incommensui-ables. 

Remarque.  ~  Si  deux  arcs  sont  commensurables,  on  parvient  toujours  dans 
la  suite  des  constructions  qui  uréeèdent  à  un  reste  contenu  un  nombre  entier 
de  fois  dans  le  précédent;  si  les  arcs  sont  incommensurables,  les  restes  finis- 
sent par  devenir  et  rester  moindres  que  tout  arc  donné,  si  petit  qu'il  soit. 

Car,  dans  chaque  opération,  le  reste  est  toujours  moindre  que  la  moitié  du 
plus  grand  des  deux  arcs  considérés.  On  aura  donc  pour  la  suite  des  restes 
qu'on  obtient  en  cherctiant  une  commune  mesure  entre  deux  arcs  (A)  et  (B)  : 


^3  <  ^^1  <^(A). 


<  is-  ^3  <  ô-  (A), 


(Bl 


Dès  lors,  1°,  si  les  arcs  sont  incommensurables,  les  restes  peuvent  devenir 
et  rester  moindres  que  tout  arc  arbitrairement  petit; 

Cambier  et  Lambot.  —  Athénées,  3 
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2"  Si  les  arcs  sont  eommensurables,  on  parviendra  à  un  reste  nul,  sinon  il 
existerait  des  restes  moindres  que  la  commune  mesure,  ce  qui  est  impossible. 

133.  Rapport  de  deux  arcs.  —  Ou  appelle  rapport  de  deux 

'A) 
arcs  (A)  et  (B)  et  l'on  désigne  par  l'écriture  :  ^>  le  nombre  par 

(t>) 

lequel  il  faut  multiplier  (131)  Tare  (B)  pour  obtenir  Tare  (A).  Suivant 

qu'on  obtient  l'arc  (A)  eu  multipliant  l'arc  (B)  par  l'entier  m  ou  par 

,      ,.        .ni 
la  traction  — ^  on  a  : 
n 

(A)  (A)       m 
-—=  m         ou  _ i  =  _. 

(B)  [B)       n 

(A)  et  (B)  sont  les  deux  termes  du  rapport  et  m  ou  —  en    est    la 

valeur. 

Dans  le  premier  cas,  l'arc  (B)  est  une  commune  mesure  entre  les 
arcs  (A)  et  (B),  qui  la  contiennent  respectivement  tn  et  1  fois;  dans 

le   second    cas,    l'arc   -(B),   partie  aliquote  de  l'arc  (B),  est  une 

commune  mesure  entre  les  arcs  (A)  et  (B)  qui  la  contiennent  respec- 
tivement m  et  n  fois.  Les  égalités 

(A)  m  ^         (A)       w 
-^^  =  m  =  —         et         -pT,  =  — 

(B)  1  (B)       n 

montrent  donc  que  :  le  rapport  de  deux  arcs  commensurahles  a  pour 
valeur  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  les  nombres  de  fois  que 
ces  deux  arcs  contiennent  respectivement  une  commune  mesure. 

On  peut  démontrer  que  la  valeur  du  rapport  j^  est  indépendante  du  choix 

(t>) 
de  la  commune  mesure  (131). 

134.  —  Lorsqu'il  n'existe  aucun  multiplicateur  entier  ou  fractionnaire 
qui  permette  d'obtenir  l'arc  (A)  avec  l'arc  (B),  les  arcs  sont  incommeusura- 
bles(131) 

Dans  ce  cas, considérons  l'arc  — (B),  partie  aliquote  arbitrairement  choisie 

de  (B)  et  portons  cette  partie  aliquote,  autant  de  fois  qu'il  est  possible  sur 
l'arc  (A).  On  déterminera  ainsi  un  arj  (A')  <  (A)  et  contenant  par  exemple 
m  parties  aliquotes,  avec  un  reste  moindre  qu'une  partie.  En  ajoutant  une 
partie  on  obtient  un  arc  (.\")  >  (A).  On  a  donc,  puisque  ces  arcs  sont  eommen- 
surables avec  (B)  : 

(A/j  _  m         (_A^)  _  m  +  1  !^  <r  (A)  .^  »j  +  1 

(B)~n'       W~      n'  n       {B)  n  "" 

Supposons  maintenant  que  l'on  répète  ce  raisonnement  avec  des  valeurs  n. 
n',  n".  ...  indéfiniment  croissantes.  On  pourra  former  drux  suites 
m  m'  m" 

n  '         n'  '  n"  '      ' 

m  +  1  ?n'  4-  1  m"  -\-  I 

n     '  )i'     '  n" 

qui  définissent  un  nombre  incommensurable  a.  Celui-ci  est,  par  déflnition,  la 
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(A) 
valeur  du  rapport  incommensurable  -rrr--   Ce  nombre  sépare  deux  classes  de 

nombres  commensurables  dont  la  première  contient  les  valeurs  des  rapports, 
à  (B),  des  arcs  (A')  moindres  que  (A)  et  commensurables  avec  (B)  et  la  seconde, 
les  valeurs  des  rapports,  à  (B),  des  arcs  (A")  supérieurs  à  (A)  et  commensu- 
rables avec  B. 
En  pratique,  on  substitue  à  cette  valeur  incommensurable  l'une  des  valeurs 

—  ou  ,  dans  ianuelle  le  choix  de  n  est  dicté  par  des  considérations 

particulières. 

Remarque.  —  Un  rapport  étant  un  nombre,  on  comprend  qiril 

A 

puisse  y  avoir  égalité  (11,  3")  entre  un  rappoi-t  -^  de  deux  grandeurs 

de  même  espèce  et  le  rapport  p-  de  deux  grandeurs  qui  ne  sont  pas^ 

de  la  même  espèce  que  les  deux  piemiêres,   mais  sont  de  même 
espèce  entie  elles. 

THÉORÈME  XI 1  (1) 

135.  —  On  np  change  pas  In  vn.lein'  du  y^apport  df"  deux  arcs 
(A)  et  (B),  quand  on  remplace  (es  termes  (A)  et  (B)  de  ce  rapport 
par  les  rapports  de  ces  arcs  à  wn  troisième  arc  (C). 

Supposons  les  arcs  (Ai  et  (B)  commensurables  avec  l'arc  (C).  Il  faut  démon- 
trer que  : 

(A)  iC, 


Posons  (133) 
On  en  déduit 
Or,  on  a  identiquement 


(B) 

(B) 

(A)_  m 
(C)  ~  n 

et 

(B) 
(C) 

(A)  =  f(C) 

et 

(B)  = 

|,c,. 

m  mpq mq       p 


n        npq        np 

Par  suite,  on  peut  écrire  succès -vivement  : 

(A)^^(C)=?^^X=^(C)='^(B). 
n      '       np        q  np  ^ 

On  en  conclut  (133i  : 

ni  (_AJ 

(A) mq n      (C) 

(Bj~  'np  ~  ^7  Jïïr  ■ 

q  (C) 

Si  les  arcs  (A)  et  (B)  sont  incommensurables,  on  peut  démontrer  que  le 

théorème  subsiste. 

(1)  On  peut,  clans  une  première  étude,  admettre  sans  démonstration  ce  théorème  important. 
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Nous  admettons  sans  démonstration  que  : 

\  n      J       q        nq 
Par  exemple  ;  sA  X  ^  =  ôT  ^  • 

136.  Mesure  d'un  arc.  —  Mesurer  une  grandeur,  c'est  calculer 

la  valeur  du  rapport  (133)  de  cette  grandeur  à  une  autre  grandeur 

de  même  espèce,  choisie  arbitrairement  comme  unité.  La  mesure 

(A) 
d'un  arc  (A)  est  dune  la  valeur  du  rapport  -~  de  cet  arc  (A)  à  un 

autre  arc  (U),  de  même  rayon,   choisi  comme  unité  ;   la  mesure 
s'exprime  donc  par  un  nombre  abstrait. 
La  mesure  d'un  arc  (A)  commensurable  avec  l'unité  (U)  est  un 

entier  tu  ou  une  fraction  —  (133).  Dans  le  premier  cas,  l'arc  (U)  est 

n 

une  commune  mesure  des  arcs  (A)  et  (U)  qui  la  contiennent  respec- 
tivement  m   et    1    fois  ;   dans   le    second   cas,    l'arc  — (U),  partie 

aliquote  de  l'unité  (U),  est  une  commune  mesure  des  arcs  (A)  et  (U) 
qui  la  contiennent  respectivement  metn  fois. 

La  mesure  d'un  arc  incommensurable  avec  l'unité  est  un 
nombre  incommensurable  (134). 

Remarque.  —  En  vertu  du  théorème  XII  (135),  on  peut  écrire  : 

(A) 

(A)  (U) 

(B)  (B)  ■ 
(U) 

On  peut  donc  remplacer  le  rapport  de  deux  arcs  par  le  rapjiort  de 
leurs  mesures  prises  avec  la  même  unité. 
Cette  remarque  est  importante. 

137.  Unités  d'arc.  —  On  voit  par  ce  qui  précède  que  la  mesure 
d'un  arc  implique  le  choix  préalable  d'une  unité. 

I.  Deux  diamètres  perpendiculaires  déterminent  au  centre  d'un 
cercle  quatre  angles  droits.  Ces  angles  interceptent  sur  la  circon- 
férence quati-e  arcs  égaux  (123);  chacun  de  ces  arcs  est  un  qua- 
drant. Nous  désignerons,  dans  les  égalités,  un  quadrant  par  la 
notation  :  ((S.). 

Le  quadrant  est  une  unité  théorique  pour  la  mesure  des  arcs. 
Avec  cette  unité,  la  mesure  d'un  arc  est  donc  le  rapport  de  cet  arc 
au  quadrant  de  même  rayon. 

En  pratique,  on  substitue  à  cette  unité  théorique  l'une  des  deux 
unités  suivantes,  qui  sont  chacune  une  partie  aliquote  du  quadrant. 

IL  Dans  le  système  sexagésimal,  l'unité  est  le  degré  (°)  qui 
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est  le  —  du  quadrant;  le  degré  se  divise  eu  60  minutes  ('),  la  minute 

en  60  secondes  (")  et  ainsi  de  suite,  s'il  est  nécessaire. 
Ex.  :  (A)  =  39°  22'  30".  Cet  arc  contient  : 

39  X  60  X  60"  +  22  X  60"  +  30"  =  141750" 
et  comme  le  quadrant  eu  contient  90  X  60  X  60  =  324000,  on 

a  (133)  : 

(A)  _  141750  _  T_ 
(S)  '     324000  '~  16' 
Ainsi,  la  mesure  de  l'arc  (A)  est  exprimée,  avec  l'unité  {(S-),  par  la 

Traction  r^;  sa  valeur  avec  le  degré  comme  unité,  s'exprime  par  le 
Ib 

nombre  complexe  :  39°  22'  30". 

III.  Dans  le  système  centésimal,  l'unité  est  le  grade  («)  qui 

-est  le  YF7\  du  quadrant;  le  grade  se  divise  eu  100  minutes  centé- 
simales (^  ),  la  minute  eu  100  secondes  centésimales  (^  )  et  ainsi 
de  suite,  s'il  est  nécessaire.  Lu  valeui'  d'uu  are  s'exprime,  dans  ce 
système,  par  un  nombre  décimal  dans  lequel  il  est  inutile  de  séparer 
les  décimales  qui  indiquent  respectivement  le  nombre  des  minutes 
et  celui  des  secondes.  Ex.  ;  (A)  :^  43^.75.  Cet  arc  contient  4375 
minutes  centésimales  et  comme  le  quadrant  contient  100  x  100  = 
10000,  on  a  : 

(A)  _   4375  _  l_ 

{Q.)~  10000  ~  16" 
C'est  le  même  arc  que  dans  l'exemple  précédent. 

IV.  Nous  verrons  plus  loin  (IV°  Livre)  une  autre  unité  d'arc, 
utilisée  surtout  en  Trigonométrie. 

MESURE  DES  ANGLES 

138.  Angles  commensurables.  —  Multiplier  un  angle  A  par 
un  nombre  entier  m,  c'est  faire  la  somme  de  m  angles  égaux  à  l'angle 
A  (126,  Rem.  II). 

Si  M  est  l'angle  obtenu,  ou  écrit  :  M  =  mk. 

Multiplier  un  augle  A  par  une  fraction — ?  c'est  faire  la  somme 
de  m  angles  égaux  à  la  partie  aliquote  —  A  de  l'angle  A  (26,  VI).  On 

écrit  :  M  =  — A . 

n 

Dans  les  deux  cas,  il  existe  un  angle  compris  un  nombre  entier  de 
fois  dans  les  angles  A  et  M.  Ainsi,  dans  le  premier  cas,  l'angle  A  est 
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contenu  exactement  m  fois  dans  M  et  l  fois  dans  A  ;  dans  le  second^ 

l'anele  — A  est  contenu  m  fois  dans  M  et  w  fois  dans  A.  On  dit  que 
n 

les  angles  M  et  A  sont  commensurables  et  l'angle  contenu  un 
nombre  entier  de  fois  dans  les  angles  M  et  A  est  une  commune- 
mesure  de  ces  deux  angles. 
Toute  partie  aliquote  de  l'angle  —  A  est  comprise  un  nombre  entier  de  fois 

dans  les  angles  M  et  A,  qui  sont  des  multiples  de  —A  ;  cette  partie  aliquote 

est  donc  aussi  une  commune  mesure  des  angles  M  et  A.  Ainsi,  deux  angles 
qui  ont  une  commune  mesure  en  ont  une  infinité. 

Si   deux  angles   n'ont   pas  de  commune    mesure,    ils    sont   dits  . 
incommensurables. 

139.  Rapport  de  deux  angles.  —  On  appelle  rapport  de  deux 

A 
angles  A  et  B  et  l'on  désigne  par  l'écriture  :  -^,  le  nombre  par  lequel 

il  faut  multiplier  (138)  l'angle  B  pour  obtenir  l'angle  A.  Suivant 
qu'on  obtient  l'angle  A  en  multipliant  l'angle  B  par  l'entier  m  ou 

fît 

par    la    fraction  —  on   a   : 
^  n 

A  A         m 

— -  =  m        ou         -g-  = 

B  B         n 

fît 

A  et  B  sont  les  deux  termes  du  rapport  et  m  ou  —  en   est  la 

n 

valeur. 

Dans  le  premier  cas,  l'angle  Best  une  commune  mesure  entre  les 
angles  A  et  B,  qui  la  contiennent  m  et  1  fois  ;  dans  le  second  cas, 

l'angle  — A,  partie  aliquote  de  l'angle  B,  est  une  commune  mesure 

entre  les  angles  A  et  B,  qui  la  contiennent  respectivement  m  et  ri. 

fois.  Les  égalités 

A  m  ^        A         m 

—-=m=—-       et       -5-  =  — 
B  1  B         n 

montrent  donc  que  :  le  rapport  de  deux  angles  commensurables  a 

pour  valeur  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  les  nombres  de 

fois  que  ces  deux  angles  contiennent  respectivement  une  commune 

mesure. 

On  peut  démontrer  que  la  valeur  du  rapport-^  est  indépendante  du  choix 

de  la  commune  mesure. 

140.  Angles  incommensurables.  —  Lorsqu'il  n'existe  aucun  multipli- 
cateur entier  ou  fractionnaire  qui  permette  d'obtenir  l'angle  A  avec  l'angle  B, 
ces  angles  sont  incommensurables  et  l'on  peut  répéter  ici,  pour  défmir  le 
rapport  de  deux  angles  incommensurables,  ce  qui  a  été  dit  du  rapport  de  deux 
arcs  incommensurables  (134). 
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THÉORÈME  XIII 

141 .  —  On  ne  change  pas  la  valeur  du  rapporl  de  deux  angles 
X  et  \^  quand  on  remplace  les  termes  A  e/  B  de  ce  rapport,  par 
les  rapports  de  ces  angles  à  un  troisième  angle  V. 

Même  démonstration  que  pour  le  Th.  XII  (135). 

142.  Mesure  d'un  angle.  —  La  mesure  d'un  angle  A  est  la 

valeur  du  ra[)port  ry  de  cet  angle  à  un  autre  angle  U,  choisi  comme 

unité  (136). 

La  mesure  d'un  angle  A,  commensurable  avec  l'unité  U,  est 

un  entier  m  ou  une  fraction  —  (  139).  Dans  le  premier  cas,  l'angle 

n  r  J  D 

u  e^r,  une  commune  mesure  entre  les  angles  A  et  JJ  qui  la  contiennent- 

•  respectivement  m  et  1  fois;  dans  le  second  cas,  l'angle — U,  partie 

aliquote  de  l'unité  U,  est  une  commune  mesure  enti-e  les  angles  A 
■et  U  qui  la  contiennent  respectivement  m  et  n  fois. 

La  mesure  d'un  angle  incommensurable  avec  l'unité  est  an 
nombre  incommensurable, 

Remakque.  —  En  vertu  du  théorème  XIII,  ou  peut  écrire  : 

A  _  -JL 

B    ~     B^   ■ 
U 

On  peut  donc  remplacer  le  rapport  de  deux  angles  par  le  rapport  de 
leurs  mesures  prises  avec  la  même  unité. 

PRINCIPE 

A        C 

143.  —  Deux  rapports  -rr  ^^  77  Q^i  sont   compris  entre  les 

mêmes  fractions  —  et >  quelque  grand  que  soit  n.  sont 

égaux. 

Car  des  inégalités 

m^A^m+I  ,  m^C^m+I 

w  B  n  n  D  -         n 

on  conclut  qu'on  a  toujours,  en  désignant  par  d  la  différence  des  rapports  : 

«<! 

n 
et  cette  différeoce  d  étant  moindre  qu'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  veut 
est  nécessairement  nulle. 
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THEOREME  XIV 


144.  —  Le  rapport  de  devx  atigles  est  égal  au  rapport  des 
arcs  compris  entre  leurs  côtés  et  décrits  avec  leurs  sommets 
comme  centres  et  un  même  rayon  arbitrairement  choisi. 

On  peut  toujours  supposer  (89),  pour  simplilier  la  figure,  que  les 
sommets  de  deux  angles  coïncident.  Les  arcs  d'un  même  rayon 
décrits  entre  leurs  côtés  appartiennent  alors  à  une  même  circon- 
férence, ayant  pour  centre  le  sommet  commun. 

Soit  (fig.  89)  :  Il  = — (CD)  une  partie  aliquote  quelconque  de  l'arc 

(CD)  et  portons  (125,  Rem.  T)  sur  l'arc  (AB)  et  de  A  vers  B,  cette 
partie  aliquote  a.  L'arc  (AB)  contiendra  un 
certain  nombre  m  de  fois  cette  partie,  plus  un 
reste  moindre  que  a  et  qui  sera  nul  si  (AB) 
et  (CD)  sont  commensurables  et  si  a  est  une 
commune  mesure.  On  aura  donc 

m        (_AB)       m  +  1  ,. 

n   ~  (CD)  "^       n       ■  ^   ' 

pjg_  gg^  A  chacun  des  arcs  a  correspond  un  angle 

au  centre  o  (123)  et  ces  angles  sont  égaux. 
L'angle  COD  en  contiendra  n  et  l'angle  AOB  en  contiendra  m,  plus 
un  reste  moindre  que  o  et  qui  peut  être  nul.  On  aura  donc 

m        AOB       m  -(-  1 
w   -CÔD  ^  "Il  ^^^ 

Des  relations  (1)  et  (2)  on  déduit  (143)  : 
AOB  _  (AB) 
COD  ~  (CD)" 

Remarque.  —  Ce  théorème  permet  de  ramener  la  mesure  d'un 
angle  à  la  mesure  d'un  arc,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Corollaire.  —  Deux   secteurs  de   même  rayon  sont   entre  eux 
comme  leurs  arcs  et  jiar  suite  comme  leurs  angles. 
La  démonstration  est  identique  à  la  précédente. 

THÉORÈME'XV 

146.  —  Un  angle  a  même  mesure  que  l'arc  compris  entre  ses 
côtés  et  décrit  avec  le  sommet  comme  centre,  et  un  rayon 
arbitraire,  à  condition  que  Vunité  d'angle  soit  celui  qui  inter- 
cepte, sur  la  circonféf^ence  de  m,ême  centre  et  de  même  rayon, 
Vunité  d'arc. 


lilVEE   II 


81 


Fig.  90. 


Soit  l'angle  A  interceptant  l'arc  (A)  sur  nue  circonférence  décrite 
avec  le  sommet  de  l'angle  comme  centre  et  un 
l'ayon  arbitraire  (fig.  90). 

Soit  (U)  un  arc  marqué  sur  cette  circonfé- 
rence et  choisi  comme  unité;  prenons  comme 
unité  d'angle,  l'angle  au  centre  U  qui  inter- 
cepte l'arc  (U). 

Du  théorème  XIV,  on  déduit  immédiate- 
ment : 

A  -^ 

u        (U)- 

A  (A) 

Or,  -^  est  la  mesure  de  l'angle  A  avec  l'unité  U  (142)  et^yp 

est  la  mesure  de  l'arc  (A)  avec  l'unité  (U)  (136).  Le  théorème  est 
donc  démontré  :  mes  A  =  mes  (A). 

146.  Unités  d'angle.  —  Le  théorème  précédent  entraîne  natu- 
rellement, pour  la  mesure  des  angles,  un  choix  d'unités  qui  corres- 
pondent, dans  le  sens  précisé  dans  l'énoncé  du  théorème,  aux  unités 
d'arc  (137).  C'est  ce  qu'indique  le  tableau  suivant. 


Arcs. 


Quadrant, 

Arc  d'un   degré  =  ,-k(^)- 

Arc    d'un  grade  =--(0,). 


Angles. 
Angle  droit. 

Angle  d'un  degré  =  qK^- 
Angle  d'un  grade  =  Tqâ^- 


Nous  verrons  dans  la  suite  du  cours  (IV'"®  Livre)  une  autre  unité 
d'angle,  utilisée  surtout  en  Trigonométrie. 

147.  Arcs  semblables.  —  Deux  arcs  sont  semblables  lors- 
qu'ils sont  décrits  entre  les  côtés  de  deux  angles  égaux,  ou  d'un 
seul  angle,  avec  le  sommet  comme  centre,  mais  avec  des  rayons 
difféi'ents. 

Si  (A')  et  (A")  sont  les  arcs  de  rayons  différents  décrits  entre  les 
côtés  d'un  angle  A  et  si  ((S.')  et  {Q.")  sont  les  quadrants  dont  les  rayons 
sont  respectivement  égaux  à  ceux  des  arcs  (A')  et  (A"),  on  aura 

_A__{jj)  _A^  -  [AU 

Ou  en  conclut  : 

{(si']      (Q,")' 

Pour  un  angle  donné,  le  rapport  de  l'arc  intercepté  au  quadrant 
correspondant  est  donc  indépendant  du  rayon. 

Les  secteurs  limités  par  ces  arcs  et  les  deux  côtés  de  l'angle  sont 
des  secteurs  semblables. 
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LA  DROITE  ET  LA  CIRCONFÉRENCE 


THEOREME  XVI 

148.  —  Si  la  distance  du  centre  d'un  cercle  à  une  droite  est 
plus  petite  que  le  rayon,  la  droite  a  deux  points  communs  avec 
la  circonférence  et  n^en  a  pas  d'autres  ;  et  réciproquement . 

V\  —  Soit  OA  le  segment  perpendiculaire  mené  du  centre  à  la 
droite  d  (%.  91).  On  a  :  OA  <  R,  donc  A  est 
intérieni-  à  la  circonférence. 

Si  Ton  porte  sur  la  droite  d  un  segment  AM>R, 
on  aura  :  OM  >  R  (73)  et  le  i)oint  M  est  extérieur 
à  la  circonféicnce.  La  di'oite  d  ayant  un  point  M 
extérieur  et  un  point  A  intérieur,  rencontre 
nécessairement  la  circonféience  qui  est  une 
courbe  fermée.  Si  B  est  un  point  de  i-eucontre,  on 
a  OB  =  R.  En  portant  AC  =  AB,  on  aura  aussi 
OC  =  R.  Les  deux  points  B  et  C  sont  donc  com- 
muns à  la  di'oite  et  à  la  circonférence  et  ces  denx 
lignes  n'en  ont  pas  d'autres  (118).  Tous  les 
'^^S-^'-  points  du  seiiinent  BC  sont  inréi-ieiirs;  les  antres 

sont  extérienrs  (68  et  24,  3"). 

2°.  —  Soit  une  sécante  d.  On  a  :  OB  ^  OC  =  R  et  ces  denx  seg- 
ments  ne   i)euvent  être  |)erpeudiculaires   à  d  (68).    Ils  sont  dune 
obliques  et  un  eu  conclnt.  si  OA  est  le  segment  pei'pendiculaire  : 
OA  <  OB         on         OA  <  R. 
La  droite  A  considérée  dans  ce  théorème  est  une  sécante  (118). 

THÉORÈME  XVII 

149.  —  Si  la  distance  du  centre  d'un  cercle  à  une  droite  est 
égale  au  rayon,  la  droite  et  la  circonférence  ont  un  point  com- 
mun et  tous  les  autres  points  de  la  droite  sont  extérieurs  ;  et 
réciproquement. 

1".  —  Par  hypothèse,  le  segment  OA  (fig.  92)  est 
perpendiculaire  à  la  droite  d  et  OA  =  R.  Le  point  A 
est  donc  un  point  commun  à  la  di'oite  et  à  la  cii-con- 
férence. 

Pour  tout  autre  point  B,  on  aura(68)  :  OB  >  OAou 
OB  >  R.  c.  àd.  que  le  point  B  est  extérieur  au  cercle. 

Ainsi  :  La  perpendiculaire  à  V extrémité  d'un  rayon 
n''a  qu''un  point  comnnin  avec  la  circonférence. 

2**.  —  Si  A  est  le  seul  point  commun  à  la  droite  d  et 
à  la  ciicouférence.  on  aura  :  OA  =  R  et  OA  est  perpendiculaire  à  d. 


Fi"-.  92. 
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Car,  si  OA  ne  l'était  pas,  ou  pourrait  mener  un  segment  perpendicu- 
laire OB  et  Ton  aurait  : 

OB  <  OA        ou        OB  <  R. 

La  droite  aurait  donc  un  point  B  intérieur  au  cercle;  mais  alors 
elle  serait  sécante  et  aurait  deux  points  communs  avec  la  circonfé- 
rence (148),  ce  qui  est  en  contradiction  avec  l'hypothèse.  Donc  : 

Une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  une  circonférence, 
est  perpendic^ilaire  au  rayon  qui  aboutit  à  ce  point. 

La  droite  d,  considérée  dans  ce  théorème,  est  une  tangente  à  la 
circonférence,  au  point  de  contact  A. 

Corollaires  I.  —  Par  un  ^mint  pris  sur  une  circonférence,  on  ne 
peut  mener  qu'une  seule  tangente  à  la  circonférence. 

Car  on  ne  peut  mener  par  ce  point  qu'une  perpendiculaire  au 
rayon  correspondant  (32). 

IL  —  Les  tangentes  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  parallèles. 

Car  elles  sont  perpendiculaires  à  une  même  droite  (79,  Cor.). 

Réciproquement,  si  deux  tangentes  sont  parallèles,  leurs  points 
de  contact  sont  aux  extrémités  d'un  même  diamètre. 

Car  le  diamètre  mené  parle  pointde  contact  de  Tune  des  tangentes 
lui  est  perpendiculaire.  Ce  diamètre  est  aussi  perpendiculaire  à 
l'autre  (84,  Cor.)  et  passe  donc  par  le  point  de  contact  de  cette 
dernière  tangente. 

IIL  —  Toutes  les  droites  qui  sont  à  la  même  distance  d'un  point 
donné  sont  tangentes  à  une  même  circonférence. 

Remarque.  —  Si  une  sécante  tourne  autour  de  l'un  de  ses  points 
d'intersection  A,  jusqu'à  ce  que  le  second  point  d'intersection  vienne 
se  confondre  avec  le  premier,  elle  a  |)onr  position  limite  la  tangente 
au  point  A. 

THÉORÈME  XVI II 

150.  —  Si  la.  distance  du  centre  d'un  cercle  à  une  droite  est 
plus  grande  que  le  raxjon,  tous  les  points  de  la  droite  sont  exté- 
rieurs à  la  circonférence  ;  et  réciproquement . 

1°.  —  Soit  OA  (fig.  93),  le  segment  perpen- 
diculaire mené  du  centre  à  la  droite  <?.  On  a 
par  hypothèse  :  OA  >  R.  Le  point  A  est  donc 
extérieur  au  cercle. 

Pour  tout  segment  oblique  OB,on  aura  (68)  : 

OB  >  OA  et  à  plus  forte  raison  :  OB  >  R.  Tous 

les  points  de  la  droite  sont  donc  extérieurs. 

Fjg.  93.  2".  —  Si  tous  les  points  de  la  droite  sont 

extérieurs,  on  aura  en  particulier,  pour  le  pied 

du  segment  |)eipendiculaiie  :  OA  >  R. 
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La  droite  d  considérée  dans  ce  théorème,  est  extérieure  au 
cercle. 

PROBLÈME  111 

151 .  —  Par  lin  point  donné  sur  une  circonférence,  mener  une 
tangente  à  cette  circonférence. 

On  mène  par  le  point  donné  A  (58)  une  perpendiculaire  à  la  droite 
OA  (149). 

Nous  donnei-ons  plus  loiu  (178)  une  solution  qui  ne  fait  pas 
intervenir  le  centre. 

152.  Polygone   inscrit    et    polygone  circonscrit.    —    Un 

polygone  dout  tous  les  sommets  sont  sur 
une  circonférence  est  inscrit  à  cette  cir- 
conférence :  la  circonférence  lui  est  cir- 
conscrite. On  le  dit  aussi  du  cercle. 
Ex  :  le  polygone  MXPQ  (iig.  94). 

Un  polygone  dont  tous  les  côîés  sont 
raugeiits  à  une  circonféreuce  '151)  est 
circonscrit  à  cette  circonféience  ;  la 
circonierence  lui  est  inscrite.  Ou  le  dit 
aus'^i  du  cercle. 

Ex.  :  L.e  polygone  ABCD. 


Fiji-.  94. 


Api'i  irATioNS.  -  124.  Mener  à  une  circonierence  dnnnée  une  tangente  paral- 
lèle à  une  df'iite  donnée. 

125.  Circon.scrire  à  un  cercle  donné  un  trapèze,  connaissant  le.-;  côiés  non 
parallèles. 

126.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  quadrilatère,  connaissant  les  diago- 
nales et  l'angle  qu'elles  font  entre  elles. 

127.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  circonférences  de  rayon 
donné,  tangentes  à  une  droite  donnée  V 

128.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  circonférences  tangentes  : 
1°  à  une  droite  donnée,  en  un  point  donné  ;  2°  à  deux  droites  données  ? 

129.  Décrire  avec  un  rayon  donné  une  circonférence  tangente  :  1°  à  deux 
droites  données;  2°  à  une  droite  donnée  et  passant  par  un  point  donné. 

130.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  une  droite  donnée  en  un  point 
donné  et  1'^  pas-^ant  par  un  autre  point  donné  ou  '^^  tangente  à  une  droite 
donnée. 

131.  Si  deux  circonférences  sont  concentriques,  les  cordes  de  la  grande 
circonférence,  tangentes  à  la  petite,  sont  égales. 


THEOREME  XIX 


153.  —  A  tout  triangle  on  peut  inscrive  oie  circonférence  et 
une  seule. 
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Les  bissectrices  des  trois  angles  d'un  triangle  ABC  (fig.  95)  se 
coupent  en  un  même  point  I,  également 
distant  des  trois  côtés,  et  il  n'y  a  pas  d'autre 
point  qui  possède  cette  propriété  (112). 

Menons  le  segment  ID,  perpendiculaire  à 

l'un  des  côtés,  La  circonférence  de  centre  I 

et  de  rayin  IDsera  tangente  aux  trois  côtés, 

puisque  ceux-ci  sont  perpendiculaires  aux 

Fjg  95,  rayons  ID,  lE  et  IF  (149j. 


THEOREME  XX 


154.  —  D'un  point  extérieur  à  un  cercle  on  peut  mener  deux 
tangentes  à  la  circonférence  et  Von  n'en  pent  mener  que  deux. 

P  — ■  Le  point  A  (fig.  96)  est  extérieur  au  cercle  0,  par  hypothèse. 
On  en  conclut  :  OA  >  R  et  par  suite  : 
20A  >  211.  On  pourra  donc,  après  avoir 
décrit  la  circonférence  de  centre  A  et  de 
i-ayou  AO,  porter  dans  cette  circonfé- 
rence les  cordes 

OD=OD'  =  2R(119). 
Les  point  D  et  D'  sont  extérieui's  au 
cercle  donné  0  et  les  deux  cordes  ren- 
contrent la  circonférence  en  deux  points 
B  et  B'  qui  sont  leurs  milieux,  car 


Fiiï.  96. 


OB  =  R 


^OD. 


Il  en  résulte  (127,  Rem.)  que  AB  et  AB'  sont  perpeniliruiaires  aux 
cordes  OD  et  OD'.  Ce  sont  donc  aussi  des  tangentes  à  la  circon- 
férence 0  (149). 

2" —  Il  n'existe  pas  d'autres  tangentes  que  AB  et  AB'.  Car,  s'il 
en  existait  plus  de  deux,  soient  AB  et  AB'  deux  quelconques  (Teiiti-e 
elles.  Les  triangles  rectangles  A(3B  et  AOB'  sont  égaux  (74),  puis- 
qu'on a  ; 

OA  commun         et         OB  =  OB'. 

On  aurait  donc  aussi  :  AB  =  AB'  c.  à  d.  que  tous  les  segments  tan- 
gents AB,  AB',  AB", . . .  seraient  égaux .  Leurs  extrémités  B,  B',  B', . . .  qui 
sont  des  points  de  la  circonférence  0,  appartiendraient  donc  aussi  à 
une  circonféi'ence  de  centre  A  et  de  l'ayon  AB,  ce  qui  est  impossible 
parce  que  deux  circonférences  distinctes  n'ont  pas  plus  de  deux 
points  communs  (117,  Cor.  I).  Il  n'existe  donc  que  deux  tangentes. 
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Corollaires.  I.  —  Les  segments  tangents  menés  d''un  point  exté- 
rieur à  une  circonférence  sont  égaux. 

Cette  propriété  vient  d'être  démontrée  (2"). 

II.  —  Le  segment  qui  joint  le  rentre  d'un  cercle  à  unjjoint  extérieur 
est  sur  la  bissectrice  de  Vangle  des  tangentes  menées  par  ce  point  et 
sur  celle  de  Vangle  des  rayons  menés  aux  points  de  contact. 

Cela  résulte  immédiatement  de  l'égalité  des  triangles  AOB  et 
AOB'  (2"). 

PROBLÈME  IV 

155.  —  Par  un  point  extérieur  mener  une  tangente  à  une 
circonférence. 

On  construit  (fig.  96),  comme  il  est  indiqué  au  l"du  théorème  précé- 
dent, la  circonférence  A,  de  rayon  AO,  dans  laquelle  on  porte  les 
cordes  OD  =  OD'  =  2R.  Ces  cordes  rencontrent  la  circonférence 
donnée  0  aux  points  B  et  B',  AB  et  AB'  sont  les  doux  tangentes  que 
l'on  peut  mener  parie  point  A. 

Nous  établirons  plus  loin  une  autre  solution  (179). 

Applications.  —  132,  Si  un  quadrilatère  convexe  est  circonscrit  à  un  cercle, 
la  somme  de  deux  côtés  opposés  est  éf^ale  à  la  somme  des  deux  autres;  et 
réciproquement. 

Examiner  le  cas  d'un  quadrilatère  non  convexe. 

133.  Les  diagonales  d'un  parallélogramme  circonscrit  à  un  cercle  se  coupent 
au  centre  du  cercle. 

THÉORÈME  XXI 

156.  —  Deux  parallèles  interceptent  sur  une  circonférence 
des  arcs  égaux. 

H  P""  Cas.  —  Les  deux  parallèles  sont  sécantes 

^      y^-"^'^    "\  (iig.  97).  Menons  le  diamètre  HK,  perpendi- 

qY"     culaire  à  la  corde  MP  et  par  suite  à  sa  paral- 

\        lèle  NQ.  On  a  (127)  : 
j  (MH)  =  (HP)     et    (NH)  =  (HQ). 

P  /  Ou  en  déduit  : 

-^     B  (MH)  — (NH)  =  (HP)— (HQ). 

Fig.V  ou  (MN)  =  (PQ). 

IP  Cas.  ^-  Les  deux  parallèles  sont  l'une 
sécante,  l'autre  tangente  (fig.  98). 

Au  poin<-  de  contact  H,   menons  le  rayon  OH  ;  ce  rayon  sera 
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perpendiculaire   à 

C  H  D 


a   tangente  CD  (149)  et   à   sa  parallèle   M  P. 
On  a  donc  (127)  :     (MH)  =  (HP). 

IIP  Cas.  —  Les  deux  parallèles  sont  tan- 
gentes (tig.  98).  Les  points  de  contact  H  et  K 
seront  aux  extrémités  d'un  même  diamètre 
(149,  CoE.  II).  Les  deux  arcs  interceptés  sont 
donc  égaux  chacun  à  une  demi-circonféi'euce 
(120). 

Applications.  —  134.  Si  un  polygone  ABCDE...  est 

inscrit  dans  un  cercle  et  que  d'un  point  M  de  l'arc 

AB,  on  mène  MN  parallèle  à  AB,  puis  NP  parallèle  à 

BC,  et  ainsi  de  suite,  la  corde  qui  Joint  le  dernier  point  ainsi  obtenu  au  p  )int 

M  est  égale  au  dernier  côté  du  polygone,  si  le  nombre  des  côtés  est  impair  ; 

elle  lui  est  parallèle,  si  le  nombre  dos  côtés  est  pair. 

135.  Inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  dont  les  côtés,  moins  un,  soient 
parallèles  à  des  droites  données  et  dont  le  dernier  côté  passe  par  un  point  donné. 

136.  Si  un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  un  cercle  et  que,  par  le  milieu  de 
l'arc  BC,  on  mène  une  corde  parallèle  à  AC,  cette  corde  sera  égale  à  AB 

1.37.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  trapèze  dont  on  connaît  les  longueurs 
des  côtés  parallèles. 

138.  Si,  dans  un  hexagone  inscrit,  deux  couples  de  côtés  opposés  sont 
parallèles,  il  en  sera  de  même  des  côtés  restants;  les  diagonales  qui  joignent 
les  sommets  oppo.«és  sont  égales  ;  les  triangles  que  l'on  forme  en  joignant  les 
sommets  de  rang  pair  et  les  sommets  de  rang  impair  sont  égaux. 

139.  Si  deux  angles  au  centre  AOB  et  COD  sont  supplémentaires  et  ont  leurs 
côtés  perpendiculaires,  les  cordes  AB  et  CD  seront  parallèles  et  chacune  d'elles 
sera  double  de  la  distance  du  centre  à  l'autre  corde. 


POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  CIRCONFERENCES 


THEOREME  XXII 

157.  —  Le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  segments  qu'on  peut 

mener  à  une  circonférence ,  d'un  point  distinct  du  centre,  se 

trouvent  sur  la  droite  qui  passe  par  ce  point  et  par  le  centre. 

Par  le  point  A(fig.  99),  distinct  du  centre,  menons  la  droite  AO  et 

un  segment  quolconque  .4M.  Du  triangh^  AOM 

on  déduit  (65)  : 

OM  -  OA  <  AM  <  OM  +0A' 
ou  :        OB  —  OA  <  AM  <  OC  +  OA 
ou  entin  :  AB  <  AM  <  AC. 

AB  est  donc  le  segment  nrinimum  et  AC  le 
segment  w«f/ac'wr/,»» ;  celui-ci  contient  le  centre. 
Le   segment  minimum  est  appelé   la   dis- 
tance du  point  A  à  la  circonférence. 

Application.  —  140.  Tracer  une  circonférence  à  égale  distance  de  quatre 
points  donnés. 


Fig.  99. 
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THÉORÈME  XXIII 

158.  —  Quand  deux  circo7i Jérences  ont  un  point  commun  en 
dehors  de  la  droite  des  centres,  elles  ont  aussi  un  second  point 
commun,  symétrique  du  premier  par  rapport  à  cette  droite. 

Récipi'oquement,  si  deux  circonférences  distinctes  ont  deux  points 
communs,  la  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  qui  joint  ces  deux 
points,  passe  par  les  deux  centres. 

1°.  —  Soient  A  et  B  (fig.  100)  les  centres  de  deux  circouférences; 
elles  sont  distinctes.  Soit  C  un  j)oint  commun,  non  situé  sur  la  droite 
des  centres  et  soit  D  le  symétrique  de  C  (114)  par  l'apport  à  cette 
droite.  On  aura  (68)  :  AD  =  AC         et        BD  =  BC. 

Q  Le  point  D  appartient  donc  aussi  aux  cir- 


^Tn 


P       N 


conférences  A  et  B  (24,  3°)  et  celles-ci  n'ont 
pas  d'autre  point  commun,  sinon  elles  coïnci- 
deraient (117,  Cor.  I)., 

2°.  —  Si  deux  circonférences  distinctes  ont 
^^^  deux  points  communs  C  et  D,  le  segment  CD 

pjg   jQQ  est  une  corde  commune  et  la  médiatrice  de  ce 

segment  passe  par  les  deux  centres  (127). 
Applications.  —  141.  Avec  un  point  donné,  comme  centre,  décrire  une  cir- 
conférence qui  divise  en  deux  parties  égales  une  circonférence  donnée. 

142.  Si  des  circonférences  concentriques  coupent  une  même  circonférence, 
les  cordes  d'intersection  sont  parallèles. 

143.  Décrire,  avec  un  rayon  donné,  une  circonférence  qui  passe  par  un 
point  donné  et  divise  en  deux  parties  égales  une  circonférence  donnée. 

THÉORÈME  XXIV 

160.  —  Deux  circonférences  dont  les  centres  ne  coïncident  pas 
peuvent  occuper  l'une  par  rapport  à  Vautre  cinq  positions. 

Désignons  par  d  le  segment  qui  joint  les  deux  centres  et  par  R  et  r 
(R  >  r)  les  rayons  des  deux  circonférences. 

1°.  —  S'î  d  >  R  +  r,  tous  les  points  de  chacune  des  circonférences 
sont  extérieurs  à  Vautre. 

Portons  sur  le  segment  AB  (fig.  101  )  les  segments 

AC  =  R        et        BD  =  r. 
II   résulte   de   l'hypothèse    que    les 
points    obtenus    se     présentent    dans 
l'ordre  A,  C,  D,  B.  On  en  conclut  : 
AD  >  AC        ou        AD  >  R. 
'^*    ^  ■  c.  à  d.  que  le  point  D  est  extérieur  à 

la  circonférence  A.  Mais  AD  est  le  segment  minimum  (157)  qu'on 
puisse  mener  de  A  à  la  circonférence  B.  Donc  (24,  3°)  tous  les  points 
de  la  circonférence  B  sont  extérieurs  à  la  circonférence  A. 
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On  démoutrerait  de  même  que  tous  les  points  de  la  circouféreuce  A 
sont  extérieurs  à  la  circonférence  B. 

Les  circonférences  sont  dites  extérieures  l'une  à  l'autre. 
2°.  —  Si  (I  =  R  4-  Y,  les  deux  circonférences  ont  un  point  commun, 
situé  sur  la  droite  des  centres;  tout  autre  jwint  de  chaque  circonférence 
est  extérieur  à  Vautre. 
Portons  sur  le  segment   AB  (fig.   102)  le  segment  AC  =  IL  De 
l'hypothèse,  ou  conclut  :  BC  ==  r.  Le  |)oint  C 
est  donc  commun  aux  deux  circonférences. 
Or,  AC  =  Il  est  le  segment  minimum  qu'on 
])uisse  mener  du  point  A  à  la  circonférence 
B.  Donc  tous  les  points  de  cette  circonfé- 
rence, autres   que  C,  sont  extérieurs  à  la 
circonférence  A.  On  démontrerait  de  même 
•que  tous  les  points  de  la  circonférence  A,  autres  que  C,  sont  exté- 
rieurs à  la  circonférence  B. 

Les  deux  circonférences  sont  dites  tangentes  extérieurement 
au  point  de  contact  C;  en  ce  point  elles  admettent  une  tangente 
commune,  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres. 

3".  —  Si  R  —  r  <  d  <  R  -|-  r,  les  deux  circonférences  ont  deux 
points  communs,  symétriques  par  rapport  à  la  droite  des  centres. 

Avec  les  trois  segments  d,  R  et  r,  un  peut  construire  (fig.  103)  un 
triangle  CAB  (38)  dans  lequel  ou  aura  : 

AB  =  d,     AC  =  R,     B(]  =  r. 
Le  point  C,  extérieur  à  la  droite  des  centres 
est  un  point  commun  aux  deux  circonférences  ; 
celles-ci  en  ont  donc  un  second,  symétrique 
du  premier  par  rapport  h  AB  et  n'en  ont  pas 
Fig.  103-  d'autres  (158). 

Les  deux  circonférences  sont  dites  sécantes. 
4°.  —  Si  d  =  R  —  r,  les  deux  circonférences  ont  un  point  commun 
situé  sur  la  droite  des  centres  ;  tout  autre  point  de  la  circonférence 
d'un  plus  grand  rayon  est  extérieur  à  l'autre  et  tout  autre  point  de 
celle-ci  est  intérieur  à  la  j)remière . 

Prolongeons  AB  (fig.  104) et  portons  AC=R. 
De  l'hypothèse  on  conclut  :  BC  =  r.  Le  point 
C  de  la  droite  des  centres  est  donc  un  point 
commun  aux  deux  circonférences. 

Or,  BC  =  r  est  le  segment  minimum  qu'on 
puisse  mener  du  point  B  à  la  circonférence  A  ; 
Fig.  104,  donc  tous  les  points  de  cette   circonférence, 

autres  que  C,  sont  extérieurs  à  la  circonférence  B. 

D'autre  part,  AC  =  R  est  le  segment  maximum  qu'on  puisse  mener 
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du  point  A  à  la  circonférence  B.  Donc  tous  les  points  de  cette  cir- 
conférence, autres  que  C,  sont  intérieurs  à  la  circonférence  A. 

Les  deux  circonléieuces  sont  dites  tangentes  intérieurement; 
au  point  de  contact  C;  en  ce  point  elles  admettent  une  tangente 
commune,  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres. 

5°.  —  Si  d  <C  R  —  r,  tous  les  points  de  la  circonférence  d^ un  plus 
grand  rayon  sont  extérieurs  à  Vautre  et  tous  les  2)oints  de  celle-ci 
intérieurs  à  la  première. 

De  l'hypothèse,  on  déduit  :  d  -{-  r  <  R.  Prolongeons  AB  ^=  d  et 
portons  BC  =  r  et  AD  ^  R;    les  points  obte- 
nus se  suivent  dans  l'ordre  A,  B,  C,  D. 
On  a  donc  : 

AC  <  R        et        BD  >  r. 
Or,  AC  est  le  segment  maximum  qu'on  puisse 
mener  du  point  A  à  la  circonférence  B.  Donc  le 

pointe  et  tous  les  autres  points  de  cette  circon- 
Fiff    105 
^'       '  fércnce  sont  intérieurs  à  la  circonférence  A. 

D'autre  part,  BD  est  le  segment  minimum  qu'on  puisse  mener  du 
point  B  à  la  circonféience  A.  Donc  le  point  D  et  tous  les  autres 
points  de  cette  circonférence  sont  extérieurs  à  la  circonférence  B. 

Les  deux  circonférences  sont  dites  intérieures  l'une  à  l'autre. 

Remarque.  —  Si  d  ^  o,  avec  R  +  r,  les  deux  circonférences 
sont  conceuiriques.  Si  d  =^  o,  avec  R  =  r,  les  deux  circonférences 
coïncidenr. 

THÉORÈME  XXV 

160.  —  Suivcinl  j^jue  deux  ci)'Conferences  sont  : 

1"  extérieures, 

2"  tangentes  extérieurement. 

S*"  sécantes, 

4°  tangentes  intérieure)" ent, 

5°  intérieures  Tune  à  Vaidre, 
on  aura  respectivement .  entre  leurs  rayons  et  la  distance  de 
leurs  centres,  Vune  des  relations  : 

r/  >  R  +  r,         (/  =r  R  -f  r,         R  —  /•  <  r7  <  R  +  r, 

d  =\{  —  r,         d  <  R—  r. 

Cai-,  pour  chaque  position,  toute  relation  autre  que  la  relation  corres- 

ptiudante  entraîne  une  conclusion  contradictoire  avec  l'hypothèse 

(169). 

Applications.  —  144.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  une  circonfé- 
rence donnée,  en  un  point  donné,  et  passant  par  un  second  point  donné  ou 
tangente  à  une  droite  donnée. 

145.  Si,  par  le  point  de  contact  de  deux  circonférences  tangentes,  on  mène 
une  sécante,  les  tangentes  menées  aux  extrémités  de  la  sécante  sont  parallèles. 
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146.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  circonférences  de  rayon 
donné,  tangentes  extérieurement  à  une  circonférence  donnée? 

147.  Décrire,  avec  un  rayon  donné,  une  circonférence  tangente  à  une 
circonférence  donnée  et  passant  par  un  point  donné  ou  tangente  à  une  droite 
donnée. 

148.  Décrire,  avec  un  rayon  donné,  une  circonférence  tangente  intérieure- 
ment à  une  circonférence  donnée  en  un  point  donné. 

149.  Si  plusieurs  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  en  un  même 
point,  et  que,  par  le  point  de  contact,  on  mène  une  sécante  quelconque,  les 
rayons  menés  aux  seconds  points  d'intersection  sont  parallèles. 

L'ANGLE  ET  LA  CIRCONFÉRENCE 

161.  Angle  inscrit.  —  On  appelle  angle  inscrit  (%.    106) 
A  l'angle  foiraé  par  deux  coides  d'un  cercle  qui  ont 

une  extrémité  commune.  Ex.  :  Tangle  BAC.  Cet 
angle  intercepte  l'ai-c  (BC),  compris  entre  ses  côtés. 
La  corde  BC  de  cet  arc  divise  le  cercle  en  deux 
segments;  on  dit  que  l'angle  BAC  est  inscrit  dans 
le  segment  qui   contient   son   sommet  A  et  aussi 


Fig.  105. 
■dans  l'arc  (BAC). 
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162.  —  Tout  angle  inscrit  est  la  moitié  de  l'angle  au  centre 
qui  intercepte  le  même  arc. 

1*"'  Cas.  —  Le  centre  est  sur  l'un  des  côtés  de  l'angle  inscrit  A 
A  (fig.  107). 

L'angle    BCD    est     extérieur    au    triangle 
isoscèle  ABC.  On  a  donc  (94,  Cor.  II  et  41)  : 

BCD  =  A  +  B     et     B  =  A. 


On  en  conclut 


1 


BCD  =  2A      ou      A  =  ^  BCD. 

Fig.  107.  2 

IP  Cas.  —  Le  centre  est  intérieur  à  l'angle  A  (fig.  108). 

Menons  le  diamètre  AE.  On  a  (r""  Cas)  : 


1 


1 


A,  =  -  Cl       et       A,  =2<^.- 
On  en  conclut,  par  addition  : 

A=^(C,  +  C,)=2^CD. 


Fig.  108. 
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Le  centre  est  extérieur  à  l'angle  A  (fig.  109).  Menons 
le  diamètre  AE.  On  a  : 


A,  = \ BCE 


et 


A,  =  ^DCE 


Ou  en  déduit,  par  soustraction 


Fig.  109 
Corollaire  I. 


A  =  2lI^^E 


DCE)=  ^BCD. 


Dans  un  même  cercle  on  dans  des  cercles  égaux, 
deux  angles  inscrits  sont  égaux,  lorsque  les  arcs 
interceptés  entre  leurs  côtés  sont  égaux.  Car  il 
sont  les  moitiés  d'angles  au  centre  égaux  (123). 

Eu  particulier  :  tous  les  angles  inscrits  dans 
le  même  segment  sont  égaux  (ûg.  110). 

Le  segment  et  l'arc  du  segment  sont  dits 
capables  de  l'augle  BAD,  On  dit  aussi  que  la 
corde  BD  est  vue,  de  tous  les  points  de  l'arc 
(BAED),  sous  le  même  angle. 

Corollaire  IL  —  Le  lieu  des  points  d'où  Von  voit  un  segment 
rectiligne,  sous  un  angle  donné,  est  formé  de  deux  arcs  égaux  et 
symétriques ,  capables  de  cet  angle  et  ayant  pour  corde  commune  le 
segment  rectiligne. 

1".  —  Soit  A  uu  point  du  lieu  (tig.  111)  et  suit  0  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC  (117).  Tous  les. 
angles  inscrits  dans  l'arc  (BAC)  seront  égaux 
à  Tangle  A  (Cor.  I). 

2°.   —  Soit  P  un  point  intérieui"  au  segment 
de  cercle  BAC. 

On  a,  en  considérant  le  triangle  BQC  : 
BPC  >  Q  (62)        et        Q  =  A  (Cor.  I). 
On  en  conclut  :  BPC  >  A. 
Pour  tout  pouit   P'  extérieur  au  segment  de 
cercle,  on  a  : 

BP'C  <  Q  =  A. 
Le  lieu  est  donc  formé  (69)  de  l'arc  (BAC), 
capable  de   l'angle  A    et   de   l'arc   symétrique 
(BDC)  dont  le  centre  0'  est  le  symétrique  de  0  par  ]-apport  à  BC. 

Nous  verrons  dans  la  suite  du  cours  comment  on  construit  les 
deux  arcs,  quand  on  connaît  le  segment  BC  et  l'angle  A. 

Corollaibe  III.   —  Le  lieu  des  points  d'où  Von  voit  un  segment 


Fig.  11]. 


LIVRE    II 


93 


rcctiligne  sous  un  angle  droit  est  la  circonférence  dont  ce  segment  est 
un  diamètre. 

C'est  un  cas  particulier  du  corollaire  précédent. 

Applications.  —  150.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  l'hypo- 
ténuse et  un  angle  aigu. 

151.  Démontrer  que  si,  par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  circonfé- 
rences, on  mène  des  diamètres,  les  extrémités  de  ces  diamètres  et  le  second 
point  d'intersection  sont  en  ligne  droite. 

152.  Deux  circonférences  0  et  0'  se  coupent  en  A  et  B;  par  A  on  mène  les 
deux  sécantes  CAC  et  DAD';  démontrer  que  les  triangles  CBC  et  DBD'  sont 
équiangles  et  que  les  cordes  DC  et  D'C  font  entre  elles  un  angle  constant;  si 
les  sécantes  conprennent  les  diamètres  passant  par  A  dans  chacun  des  cercles, 
les  dniites  CD  et  CD'  se  couperont  sur  AB. 

153.  Si  du  sommet  B  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des  perpendiculaires  aux 
bissectrices  de  l'angle  A  et  de  son  supplément,  les  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires, les  sommets  B  et  A  et  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  de  A  à  BC, 
sont  sur  une  même  circonférence  (sont  crjncycliques). 

THÉORÈME  XXVII 


163.  —  L'angle  inscrit  a  même  mesure  que  la  moitié  de  l'arc 
compris  entre  ses  côtés. 

Prenons,  par  exemple,  Taugle  droit  comme  uuité  d'angle  et  le 
A  quadi'ant  comme  unité  d'arc  (146).  De  l'égalité 

(%.  112); 

^    '         (BD) 
KS) 
B\,^       y  ou  dodnit  : 

iBCD       MHD)  A        IJBIT) 

'uca) 


BCD 

IS) 


;i46) 


Fie'.   112. 


l£) 


(HD)  A 


égalité  qui  démontre  le  théorème  (142). 

Corollaire  I.  —  Un  angle  inscrit  est  droit,  aigu  ou  obtus,  sui- 
vant que  l'arc  interceidé  entre  ses  côtés  est  égal,  inférieur  ou  supérieur 
à  une  demi-circonférence. 

Corollaire  II.  —  Les  angles  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit 
sont  s upplémenta ires . 

Réciproquement,  si  deux  angles  opposés  d'un 
quadrilatère  sont  supplémentaires,  ce  quadri- 
latère est  inscriptible. 
V.   —  On  a  (%.  113}  : 


HBCD) 


et 


C 

IS 


A    _  ^ 

\S)  "    1(6,) 
Ou  en  déduit  : 
^(BCD)  +  UI)AB)  _  2(0) 
1(0)  1(0) 


^(DAB) 
"  1(0) 
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Donc:  A  +  C-=2S. 

2°.  —  Supposons  :  A  +  C  ^-  2S)  et  circonscrivons  une  circoûférence 
au  triangle  DAB  (117).  L'arc  BMD  de  cette  circonférence  est 
(162,  Coji.  II)  le  lieu  des  points,  du  même  côté  que  C.  d'où  Ton  voit  la 
corde  DB  sous  l'angle  (2fD  —  A)  =  C.  Le  sommet  C  appai'tient 
donc  à  cet  arc. 

CoROiiLAiRE  m.  —  L'angle  adjacent  et  supplémentaire  d'un  angle 
inscrit  a  même  rnesnre  que  la  demi-somme  des  arcs  sous-tendus  par 
les  deux  cordes  qui  forment  l'angle  inscrit. 
Car  on  a  (tig.  113)  : 

BAD'  =  2S)  —  BAD  =  C 
et  Taugle  inscrit  C  intercepte  l'arc 

(DAB)  =  (DA)  +  (AB). 

Applications.  —  154.  Inscrire  dans  un  cercle  un  angle  égal  à  k  droit. 

155.  Diviser  un  angle  inscrit  en  deux  parties  égales. 

156.  Dans  tout  polygone  inscrit  d'un  nombre  pair  de  côtés,  la  somme  des 
angles  de  rang  pair  est  égale  à  la  somme  des  angles  de  rang  impair. 

157.  Démontrer  que  les  bissectrices  des  angles  intérieurs  d'un  quadrilatère 
forment  par  leurs  intersections  un  quadrilatère  inscriptible. 

158.  Les  sommets  d'un  pentagone  inscrit  déterminent  sur  la  circonférence 
des  arcs  proportionnels  aux  nombres  5,  7,  8,  6,  4;  quels  sont  les  angles  du 
polygone? 

159.  DaTis  un  triangle  inscrit  ABC,  l'angle  que  la  bissectrice  de  l'angle  C  fait 
avec  le  diamètre  qui  passe  par  le  milieu  de  AB  est  la  demi-différence  des 
angles  A  et  B. 

164.  —  Une  corde  (fig.  114)  forme  avec  la  tangente  à  l'une  de  ses 
extrémités  deux  angles  supplémentaire?  ;  chacun  des  arcs  sous- 
tendus  par  la  corde  est  intérieur  par  rapport  à  l'un  des  angles.  On 
dit  que  cet  arc  est  intercepté  par  l'angle,  bien  que  l'angle  ne  soit  ni 
inscrit,  ni  au  centre. 

Ainsi,  l'angle  aigu  ABC  inteicepte  l'arc  (AEB),  l'angle  obtus  ABD 
intercepte  l'arc  (AFB). 

THÉORÈME  XXVlll 

166.  —  Chacun  des  deux  angles  supplémentai^^es  formés  par 
une  corde  et  la  tangente  à  Vune  de  ses  extrémités  est  (a  moitié  de 
Vangle  au  centre  (convexe  pour  l'un,  concave  pour  l'autre)  qui 
intercepte  le  même  arc. 

V\  —  Menons  le  diamètie  BF  ;   le  triangle  BAF  est  rectangle 

.(163,  Cor.  I).  Ou  a  (fig.  114)  : 

ABC  ==\S)—p  =  Y=\  AOB  (162). 
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Fig.  114. 


2"\  —  Désignons  par   B(0)A  Fangle  concave  déicriniué  par   les- 
rayous  OB  et  OA  (21).  On  a  : 

i  BOA  +  I  B(0)A  =  2S)  (33,  Cok.  III) 

et  ABC  +  ABD  =  2£). 

Eli  vertu  du  (1°)  on  en  conclut  : 

ABD  =  iB(0)A. 

Corollaire  I.  —  Chacun  des  angles  formés- 
par  une  rorde  et  la  tangente  à  Vune  de  ses 
extrémités,   a  même  mesure   que  la  moitié  de 
Va,rc  intercepté  par  ses  côtés. 

Corollaire  II.  —  Chacun  des  angles  formés  par  une  corde  et  la 
tangent':  ii  fune  de  ses  extrémités  est  égal  à  tout  angle  inscrit  qui 
intercepte  le  même  arc. 

Applications.—  160.  Démontrer  que  si,  par  un  point  quelconque  D  de  la 
tangente  (tig.  114),  on  mène  une  corde  DPQ  parallèle  à  BA,  les  deux  triangles 
DBPet  ABQ  seront  équiangles. 

161.  Les  segments  perpendiculaires  menés  des  extrémités  d'un  diamètre 
à  une  tangente  sont  respectivement  égaux  aux  segments  déterinii  es  sur  ce 
diamètre  par  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  de  contact  de  la  tangente, 

162.  Si,  par  le  point  de  contact  de  deux  circonférences  tangentes,  on  mène 
deux  sécaates,  le,>  cordes  qui  joignent  les  extrémités  de  ces  sécantes  sont 
parallèles. 

163.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement  et  qu'on  leur 
mène  une  tangente  commune  extérieure,  les  cordes  qui  joignent  le  point  de 
contact  des  circonférences  aux  points  de  contact  de  la  tangente  sont  perpen- 
diculaires l'une  à  l'autre. 

164.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  et  qu'on  mène 
une  tangente  à  la  circonférence  intérieure,  la  corde  qui  joint  le  point  C  de 
contact  des  deux  circonférences,  au  point  de  contact  de  cette  tangente, 
divise  en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  les  cordes  qui  joignent  le 
point  C  aux  points  où  la  tangente  rencontre  la  circonférence  extérieure. 

165"  Si  du  point  A  d'une  tangente  AB,  au  point  B,  on  mène  le  diamètre 
ACOD,  puis  le  segment  BE  perpendiculaire  au  diamètre  CD,  l'angle  ABC  = 
CBE=OBD. 

166.  Si,  de  l'extrémité  A  d'un  diamètre  AB,  on  mène  le  segment  AD  per- 
pendiculaire à  la  tangente  en  un  point  C,  AC  sera  la  bissectrice  de  l'angle 
DAB. 

167.  Le  milieu  d'un  arc  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par 
la  corde  et  les  tangentes  à  ses  extrémités. 

THÉORÈME  XXIX 


166.  —  L'angle  formé  par  deux  demi-droites  sécantes, 
menées  d'un  point  extérieur  à  une  circonférence,  a  même 
mesure  que  la  demi- différence  des  arcs  interceptés  entre  ses 
côtés. 
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L'augle  p  (fig.   115)  est  extérieur   au  triangle  ADC.  On  a  donc 
:(94,  CoE.  II)  : 

p  =  X  +  q,         d'où         A  =  ^9  —  q. 

Or  (163): 

Ji^ill^  q   ^  ^(DE) 

\S)        M^)  IS)        UQ.)' 

On  en  conclut  : 


j)-^_^(BC)-i(DE) 
IS)  l((S) 

A         i[(BC)-(DE)] 
l£)  U^) 

égalité  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire  1.  —  Vangle  formé jmr  deux  demi-droites  menées  d'un 
point  extérieur  à  une  circonférence,  Vune  sécante  et  Vautre  tangente, 
a  même  mesure  que  la  demi-différence  des  arcs  compris  entre  le  point 
■de  contact  du  côté  tangent  et  les  j. oints  d' intersection  du  côté  sécant. 

La  démonstration  est  la  même,  mais  le  côté  AB  (fig.  115)  est 
tangent  et  Tangle  BDC  est  alois  foi-iné  par  une  tangente  et  une 
corde  (165). 

Corollaire  II.  —  L'angle  formé  par  deux  demi-droites  tangetdes 
■  à  une  circonférence,  a  même  mesure  que  la,  demi-différence  des  arcs 
déterminés  par  les  deux  points  de  contact. 

C'est  encore  un  cas  limite  du  théorème  XXIX.  On  a  (fig.  116)  ; 

p  ^  CBA  —  BAP  (94,  Cor.  II). 

Or,  (165): 
CBA       ^(BEA)  BAP  _  ^(BDA) 

\S)  ~  '  US)         ^         l£)   "     l(<â) 
On  en  conchit  : 

CBA  -  B.\P       '(BEA  —  l(BDA) 
!£>         ~~  H^) 

Fig.  116.  P         U(BEA)  — (BDA)] 

T^  =  ^ ÛÔ] 

égalité  qui  démontre  le  théorème. 

Applications.  168.  Si.  par  l'une  des  extrémités  B  de  la  base  d'un  triangle 
isoscèle  ABC,  on  fait  passer  une  circonférence  tangente  en  D  au  côté  AC,  ren- 
contrant BC  en  E  et  AB  en  F,  l'aro  (BF)  sera  double  de  l'arc  (DE). 

169.  Si  l'on  décrit  une  circonférence  passant  par  deux  sommets  B  et  C  d'un 
triangle  ABC  et  tangente  au  côté  AC  et  si,  par  C,  on  mène  dans  le  cercle  la 
corde  CD  parallèle  à  AB,  l'angle  BAD  sera  égala  l'angle  ACE,  E  étant  le  point 
où  AD  rencontre  la  circonférence. 
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170.  Si,  par  l'extrémité  A  d'un  diamètre  AB.on  mène  deux  cordes  AC  et  AD 
qui  rencontrent  respectivement  en  E  et  F  la  tangente  en  B,  démontrer  que  le 
quadrilatère  ECDFest  inscriptible. 

171.  Priant  donnés  une  tangente  et  le  diamètre  qui  passe  par  son  point  de 
contact,  mener  à  la  circonférence  une  tangente  telle  que  la  partie  comprise 
entre  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
point  de  contact. 

172.  Si,  par  les  extrémités  d'une  corde,  on  mène  deux  diamètres  et,  par  les 
extrémités  de  ces  diamètres,  des  tangentes,  les  parties  de  la  corde  prolongée, 
comprises  entre  la  circonférence  et  ces  tangentes,  sont  égales. 

173.  Si,  sur  la  hauteur  AD  d'un  triangle  BAC  comme  diamètre,  on  décrit 
une  circonférence  qui  rencontre  les  côtés  AB  et  AO  en  F  et  E,  les  triangles 
AEF  et  ABC  sont  équiangles. 

THÉORÈME  XXX 

167.  —  Des  quatre  angles  formés  par  deux  cordes  qui  se 
coupent,  chacun  à  même  mesure  que  la  demi-somme  de  l'arc 
qu'il  intercepte  et  de  l'arc  intercepté  par  son  opposé  par  le 
sommet. 

On  a  (fig.  117),  par  rapport  au  triangle  BDA, 

BAC=ii  +  q 
Or  (163): 

j^_|_(BC)  g         |(DE) 

1£)        \{Q.)  I£)         l(a) 

On  en  conclut  : 

/)  +  g_HBC)  +  è(DE) 
1£)  M^) 

Fig.  117.  BAC       èr(BC)  +  (DE)l 

1^  =  ^^-1(0^ ' 

égalité  qui  démontre  le  théorème. 

Applications.  —  174.  Si,  d'un  point  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre, 
on  mène  une  sécante  telle  que  la  partie  extérieure  soit  égale  au  rayon,  l'un 
des  arcs  compris  entre  le  diamètre  et  la  sécante  sera  triple  de  l'autre. 

175.  Deux  circonférences  égales  sont  tangentes  extérieurement;  par  le 
point  de  contact  on  mène  dans  l'une  d'elles  la  corde  AB,  dans  l'autre  la  corde 
AD  perpendiculaire  à  AB;  faire  voir  que  BD  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres 
et  égal  au  diamètre  de  la  circonférence. 

176.  Si,  par  les  extrémités  de  deux  cordes  perpendiculaires,  on  mène  des 
tangentes,  elles  détermineront  un  quadrilatère  inscriptible, 

177.  Si  l'on  joint  les  extrémités  A  et  B  d'un  diamètre  aux  points  de  contact 
D  et  E  de  deux  tangentes  CD  et  CE,  par  des  droites  qui  se  coupent  en  F,  le  seg- 
ment CF  sera  égal  à  CD  et  perpendiculaire  à  AB. 

178.  Si,  du  sommet  A  d'un  triangle  inscrit,  on  mène  une  perpendiculaire 
au  côté  opposé  BC,  et  si,  du  point  D  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  cir- 
conférence,  on   mène   une  perpendiculaire   à    AC,    AC   divisera   en   deux 
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parties  égales  la  portion  de  cette  perpendiculaire  comprise  entre  BC  et  la 
circonférence. 

179.  AB  est  un  diamètre  d'un  cercle  ;  OP  et  OQ,  deux  rayons  perpendicu- 
laires l'un  à  l'autre;  si  AQ  et  BP  se  coupent  en  R,  AP  et  BQ,  en  S,  démontrer 
que  OR  =  QB  et  QS  =  QA. 

18u.  A,  B.  C  étant  trois  points  pris  sur  une  demi-circonférence,  B  se  trou- 
vant entre  A  et  C.  démontrer  que 

OBC  =  OAC  -f  ACB. 

181.  Si.  par  l'un  des  points  d'intei section  de  deux  circonférences,  on  mène 
deux  diamètres,  la  bissectrice  de  l'angle  de  ces  diamètres  déterminera  dans 
les  deux  cercles  des  segments  capables  du  même  angle. 

182.  Si,  d'un  point  A  d'une  circonférence,  on  décrit  une  circonférence  ren- 
contrant la  circonférence  donnée  en  Eet  le  diamètre  AB  en  D  et  si  on  joint 
ED  qui  rencontre  la  circonférence  donnée  en  F,  on  a  :  (BE)  =  2(BF). 

183.  ABCD  est  un  quadrilatère  inscrit;  on  décrit  une  circonférence  passant 
par  les  deux  sommets  opposés  A  et  C  et  tangente  à  AC  ;  E,  F  et  G  étant  les  points 
de  rencontre  de  cette  circonférence  avec  les  prolongements  de  BC,  CD  et  DA, 
démontrer  que  (EF)  =  (AG). 

184.  Si  Ton  joint  le  milieu  d'un  arc  aux  extrémités  d'un  autre  arc,  ces  deux 
droites  détermineront,  avec  les  cordes  des  arcs,  des  triangles  équiaugles. 

185.  Les  bissectrices  des  angles  qu'on  obtient  en  prolongeant  les  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  et 
parallèle.^  aux  bissectrices  des  angles  des  diagonales  du  quadrilatère. 

168.   Droites  antiparallèles.  —  Deux  droites  sont  antiparallèles  par 

rapport  à  un  anrjle  donné,  quand  elles  forment  des  angles  égau.x  avec  les 
côtés  différents. 

Deux  droites  sont  antiparallèles  par  rapport  à  une  troisième  droite  d, 
lorsque  chacune  d'elles  est  parallèle  à  la  symétrique  de  l'autre  par  rapport  à 
la  droite  d. 

Applic.\tions.  —  186.  Dans  un  quadrilatère  inscrit,  les  côtés  opposés  sont 
antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  formé  par  les  deux  autres  côtés. 

187.  Quand  deux  droites  sont  antiparallèles  à  une  même  troisième  par 
rapport  au  même  angle,  elles  sont  parallèles  entre  elles. 

188.  Les  bissectrices  des  angles  que  forment  deux  droites  antiparallèles  par 
i-apport  à  un  angle  sont  respectivement  parallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle  et 
à  celle  de  son  supplément. 

189.  Les  bissectrices  des  angles  que  forment  deux  droites  anti parallèles  par 
rapport  à  une  droite  d  sont  l'une  parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à  la 
droite  d. 

190.  Les  bissectrices  des  angles  qu'on  forme  en  prolongeant  les  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  inscrit  jusqu'à  leur  rencontre,  rencontrent  les  côtés  aux 
sommets  d'un  losange. 

191.  Les  côtés  du  triangle  ortMque  (1 1 1)  du  triangle  ABC  sont  parallèles 
aux  tangentes  menét  s  par  A.  B  et  C  à  la  circonférence  circonscrite. 

19?.  Si,  par  les  sommets  B  et  C  d'un  quadrilatère  inscrit  ABCD,  on  mène 
BG  et  CG  respectivement  perpendiculaires  à  .AB  et  CD,  la  droite  qui  joindra  le 
point  G  an  point  E  de  rencontre  de  ABetCD  sera  perpendiculaire  à  AD. 

193.  Etant  donné  un  triangle  ABC,  si,  par  un  point  A'  de  BC.  on  mène  A'C'et 
A'B'  antiparallèles  à  AC  et  AB, 

lo  Les  quadrilatères  AB.A'B'  et  ACA'C  sont  inscriptibles; 
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2°  Les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  AB'C,  A'RC.  A'B'C  passent 
par  le  point  D,  intersection  de  BB'  avec  CC  ; 

3°  Si  on  construit  le  triangle  AiBC  symétrique  de  ABC  par  rapport  à  BC, 
DA'  passe  pa  r  A  i  ; 

4°  La  circonférence  circonscrite  à  A,BC  passe  par  D,  de  même  que  la  circon- 
férence qui  passe  par  les  centres  des  cireouférences  circonscrites  aux  triangles 
A'B'C,  A'BC,  A,BC;  l'orthocentre  du  triangle  déterminé  par  les  centres  de  ces 
trois  circonférences,  se  trouve  sur  B  '. 


PROBLÈMES  RELATIFS  AUX  DEUX  PREMIERS  LIVRES 


PROBLEME  1 


169.  —  Par  un  point  donné  sur  une  droite,  mener  une  per- 
pendiculaire à  cette  droite. 

Nous  avons  résolu  ce  problème  (58);  eu  voici  une  autre  solution. 

Soit  A  le  point  donné  sur  la  droite  d 
ffig.  118).  Avec  le  centre  0,  choisi  arbi- 
trairement en  dehors  de  la  droite  et 
le  rayon  OA,  décrivons  une  circonfé- 
rence qui  rencontre  la  droite  en  un 
second  point  C  ;  menons  le  diamètre 
CB,  puis  la  droite  AB,  qui  sera  la 
perpendiculaire  demandée,  car  l'angle 
BAC,  insci'it  dans  une  demi-circon- 
féi-ence,  est  droit  (163,  Cor.  I). 


Fig.  )I8. 


PROBLEME  II 


no.  —  Par  un  point  extérieur,  mener  une  per^pendiculaire 
à  une  droite. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème  (59)  ;  en  voici  une  autre 
solution. 

Menons  le  segment  BC,  qui  joint  le  point  donné  B(fig.  118)  à  un 
point  quelconque  C  de  la  droite.  Sur  ce  segment,  comme  diamètre, 
décrivons  une  circonférence,  qui  coupe  la  droite  en  A.  La  droite  AB 
est  la  perpendiculaire  cherchée  (163,  Cor.  I). 

On  peut  aussi,  avec  les  centres  C  et  C  marqués  arbitrairement  sur 
la  droite  d  et  les  rayons  respectifs  CB  et  C'B,  décrire  deux  circon- 
férences qui  se  couperont  en  un  second  point  B';  la  droite  BB'  est  la 
perpendiculaire  demandée  (1 58 ). 
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PROBLEME  III. 


171.  —  Par  un  point  donné,   mener  une  parallèle  à   une 
■droite  donnée. 

Nous  avons  déjà   résolu  ce  problème  (86).  En  voici  une  autre 
solution. 

Joignons  le  point  donné  A  (fig.  119)  à  un  point  quelconque  B  de 

la  di'oite  donnée  d  et  décrivons  sur  le 
segment  AB,  comme  diamètre,  une  cir- 
conférence qui  coupe  ^  en  C  ;  menons  le 
diamètre  CD  et  enfin  la  droite  AD. 

La  droite  AD  sera  parallèle  à  la  droite 
CB,  car  les  angles  ACB  et  CAD  sont 
droits  comme  inscrits  chacun  dans  une 
demi-circonference;  les  droites  AD  et 
CB  sont  ainsi  perpendiculaires  à  la 
droite  AC  et  par  conséquent  parallèles  (79,  Cor.). 

Appilcation.  —  194.  D'un  point  extérieur  à  une  droite,  mener  une  droite 
qui  fasse  un  angle  donné  avec  la  droite  donnée. 
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PROBLEME  IV 


172.  —  Deux  angles  d'un  triangle  étant  donnés,  C07istruire 
le  troisième. 

Soient  A  et  B  les  angles  donnés. 

Traçous(fig.  120)  la  droite  quelconque 
MN  et  construisons  au  point  0  (125,  II) 
les  angles  MOP  =  A  et  POQ  =  B.  L'angle 
QON  sera  le  troisième  angle  C  demandé, 
car  ces  trois  angles  valent  ensemble 
deux  angles  droits  (33,  II  et  94). 

PROBLÈME  V 

173.  —  Etant  donnés  deux  côtés  d'un  triangle  et  V angle  qu'ils 
comprennent,  construire  le  triangle. 

Soient  (fig.   121)  h  ex.  c  les  deux  côtés  et  A  Tangle  donnés.  Ayant 

P       tracé  la  droite  AE,  construisons  (47)  au 

point  ArangleEAF  =  A.  Portons  ensuite 

sur  les  côtés  de  cet  angle  les  segments 

AC  =  h,  AB  =  c  et  joignons  CB;  le 

triangle  ABC  est  le  triangle  demandé. 

Fig.  121.  Tous  les  triangles  que  Ton  construira 

de  la  même  manière  seront  égaux,  quisqu'ils  auront  un  angle  égal 
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compris  entre  côtés  égaux  (43);  en  d'autres  termes,  le  problème 
n'admet  qu'une  solution. 

Applications.  —  195.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  la 
hauteur  correspondant  à  l'un  d'eux. 

196.  Inscrire  dans  un  cercle  un  trapèze,  connaissant  la  hauteur  et  la  dif- 
férence des  côtés  parallèles. 

PROBLÈME  VI 

174.  —  Etant  donnés  U7i  côté  d'un  triangle  et  les  deux  angles 
adjacents,  construire  le  triangle. 

Soient  (fig.  122)  a  le  côté  donné,  B  et  C  les  angles  adjacents.  Tra- 

^ cous  le  segment  BC  égal  au  côté  donné  : 

construisons  (47),  au  point  B,  l'angle  CBD 

=  B  et  au  point  C,  l'angle  BCE  --=  C; 

les  deux  demi-droites  BD  et  CE  se  cou- 

jteront  en  A;  ABC  est  le  triangle  demandé, 

Fig    122.  Le   problème  n'est  possible   que  si  la 

somme  des  angles  d<jnnés  est  plus  petite 

que  deux  droits.  Tous  les  triangles  que  l'on  construira  avec  les  mêmes 

éléments  seront  égaux,  puisqu'ils  auront  un  côté  égal  adjacent  à  deux 

angles  égaux  (44);  le  problème  ne  peut  admettre  qu'une  solution. 

Applications.  —  197.  Construire  un  triangle  connaissant  deux  angles  et 
une  hauteur. 

198.  Construire  un  triangle  rectangle  connaissant  un  côté  de  l'angle  droit 
et  un  angle  aigu. 

PROBLÈME  Vil 

175.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  côtés. 
Si  (tig.  123)  a,  h,  c,  sont  les  trois  côtés  donnés,  traçons  BC  égal  an 

côté  a.  Avec  le  centre  B  et  un  rayon  égal 
au  côté  c,  décrivons  un  arc  de  circonfé- 
l'ence;  avec  le  centre  C  et  un  rayon  égal 
au  troisième  côté  h,  décrivons  un  .autre 
arc  qui  coupera  le  pi-emiei'  en  A;  Joi- 
gnons AB  et  AC;  ABC  est  le  triangle 
cherché. 
Le  problème  n'est  possible  que  si  le  plus  grand  côté  est  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres,  ou  le  plus  petit  côté  i)lus  grand  que 
la  différence  des  deux  autres  (65).  Tous  les  triangles  que  Ton  con- 
stiuira  de  la  même  manière  seront  égaux,  puisqu'ils  auront  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun  (45);  le  problème  ne  peut  admetti-e 
qu'une  solution. 
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PROBLEME  VIII 


6 

^\ 

\ 
H       \ 
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Fig. 

124. 

_---^A 

176.  —  Etant  donnés  deux  côtés  a.  et  b  d'un  triangle,  avec 
l'angle  B  opposé  au  côté  b,  construire  le  triangle. 

Faisons  (fig.  124)  l'angle  XBY  =  B;  sur  Tun  des  côtés  BY,  portons 
_    y  Y  la  longueur  BC  =  a;  puis  avec  le  centre 

C  et  le  l'ayon  6,  décrivons  un  arc  de  cir- 
conférence. Cet  arc  rencontrera  BX  en 
deux  points,  si  b  est  plus  grand  que  le 
segment  perpendiculaire  CH,  mené  de  C 
à  BX;  il  sera  tangent  à  BX  si  h  =  CH  et 
ne  rencontiera  plus  BX  si  6  <  CH. 
!*"■  Cas.  —  L"aic  de  ciicouférence  rencontre  BX  en  doux  p')ints 
A  et  A'  (fig.  124).  Ces  deux  points  sont  é^',alement  distants  de  H  et  se 
trouveront  du  même  rôté deB,  si  AH  <  BH,  ce  qui  a  lieu  si  ft  <  a  ; 
en  joignant  CA  et  CA',  on  aura  donc  deux  triangles  CBA  et  CBA'  qui 

répondront  à  la  question.  Ces 
deux  ti'iangles  ont  un  angle  égal 
et  deux  angles  supplémentaires 
CAB  et  CA'B. 

Les  deux  points  A  et  A'  (fig. 
125),  se  trouveront  décotes  diffé- 
rents de  B,  si  AH  >  BH  ou  si 
'^'^'  '~^  b  >  a.  Le  triangle  CAB  répond 

alors  seul  à  la  question.  Si  h  =  a,  le  triangle  est  isoscèle. 

Remarquons  que  si  l'angle  B  est  droit  ou  obtus,  le  côté  opposé 
Y    à  cet  angle  est  nécessairement  le  plus 
grand   et    ainsi    le    problème    ne    peut 
admettre  qu'une  solution  (?>  <  a). 

H®  Cas.  —  L'arc  est  tangent  eu  A  au 
côté  BX  (fig.  126).  Le  triangle  cherché 
est  le  ti'iangle  rectangle  CAB. 
HP  Cas.  —  L'arc  ne  rencontre  pas  BX  ;  le  problème  est  impossible. 

Applications.  —  199.  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  le  côté 
opposé  et  la  hauteur  correspondant  à  l'un  des  côtés  de  l'angle. 

200.  Construire  un  triangle  connaissant  un  côté,  la  différence  des  angles 
adjacents  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

201.  Construire  un  triangle  rectangle  connaissant  le  segment  perpendicu- 
laire mené  du  sommet  de  l'angle  droit  à  l'hypoténuse  et  la  médiane  corres- 
pondant à  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit. 

202.  Construire  un  triangle,  connaissant  le  périmètre,  un  angle  et  la  hauteur 
menée  à  l'un  des  côtés  de  cet  angle. 
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PROBLÈME  IX 

177.  —  Deux  côtés  adjacents  d'un  pa7mllélogramme  étant 
donnés,  avec  V angle  quits  comprennent,  construire  le  parallé- 
logramme. 

Traçons  (tig.   127)  le  segment  CA  =  a;  construisons  au  point  0, 

B^ ^  D        Taugle  ACB  =  C  et  prenons  CB  =-  h\ 

décrivons  deux  arcs,  l'un  avec  le  centre 
A  et  le  rayon  AD  =  h,  l'autre  avec  le 
centre  B  et  le  rayon  BD  =  a;  enfin  du 
point  D  oii  ces  deux  arcs  se  coupent 
(159),  menons  DA  et  DB;  CADB  est  le 
parallélogramme  demandé. 
Fig'  127.  Car,  par  construction,  les  côtés  oppo- 

sés sont  égaux  ;  donc,  la  figure  décrite  est  un  parallélogramme  (102), 
et  ce  parallélogramme  est  formé  avec  les  côtés  donnés  et  l'angle 
donné.  Le  j^roblème  n'admet  qu'une  solution. 

Remarque.  —  Si  l'angle  donné  est  droit,  la  figure  sera  un  rectan- 
gle ;  si,  de  plus,  les  côtés  sont  égaux,  ce  sera  un  carré,  d'autre  part, 
si  les  deux  côtés  sont  égaux  et  l'angle  quelconque,  ce  sera  un  losange. 
Applications.  —  203.  Construire  un  parallélogramme,  connaissant  les  dia- 
gonales et  l'angle  qu'elles  font  entre  elles. 

204.  Construire  un  parallélogramme  connaissant  un  côté  et  les  deux  diago- 
nales. 

205.  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  la  hauteur  et  la  médiane 
partant  du  sommet  de  cet  angle. 

206.  Deux  segments  qu'on  ne  peut  prolonger  étant  donnés,  mener  une 
parallèle  à  une  troisième  droite,  passant  par  le  point  oii  se  couperaient  les 
deux  segments  prolongés. 

207.  Etant  donnés  deux  parallèles  et  deux  points,  mener  par  ces  points  deux 
parallèles  qui  forment  un  losange  avec  les  droites  données. 

PROBLÈME  X 

178.  —  Par  un  point  donné,  mener  une  tangente  à  une  cir- 
conférence donnée. 

V^  Cas.   —  Le  point  donné  est  sur  la  circonférence. 
Nous  avons  déjà  indiqué  une  solution  de  ce  pi-oblème  (151).  Voici 
une  autre  solution  qui  ne  fait  pas  intervenir 
le  centre. 

Ou  marque  sur  la  circonférence  (fig.   128), 
de  part  et  d'auti-e  du  point  donné  A,  des  arcs 
Fig.  128.  égaux  (AB)  et  (AC)  (125,  I).  La  parallèle  t 

menée  par  A  à  la  corde  BC  est  la  tangente  demandée  (156). 
11^  Cas.  —  Le  point  donné  est  extérieur  à  la  circonférence. 
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Nous  avons  déjà  donné  une  solution  de  ce  problème  (155).  Voici 

^^^  g    ^^.^  une  autre  solution  (fig.  129).  Menons  le 

/^            ^^^^^><^^^^^\  segment  AC  et  construisons  la  circonfé- 

/      ^^„^'^ir      \\       \  rence  0,  de  diamètre  AC.  Les  points  B 

J^irt__ X  —  -4          J  et  D  où  cette  circonférence  rencontre  la 

^\  ^    -^^...^^  V       I         J  circonférence  donnée  C,  sont  les  points 

\           ^"^^V/    ■^••^  de  contact  cherchés,  car  les  angles  CBA 

^ -^D  ^"'"---^  et  CDA,  inscrits  chacun  dans  une  derai- 

Fig.  129.  circonférence,  sont  droits. 

Applications.  —  208.  D'un  point  donné,  mener  à  une  circonîérence  une- 
sécante  telle  que  la  partie  intérieure  ait  une  longueur  donnée. 

209.  Si  une  circonférence  est  tangente  à  une  circonférence  donnée  et  à  une 
droite  donnée,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  passe  par  l'une 
des  extrémités  du  diamètre  de  la  circonférence  donnée,  perpendiculaire  à  la 
droite  donnée. 

210.  Décrire  une  circonférence  tangente  aune  circonférence  donnée  et  à 
une  droite  donnée  en  un  point  donn.é. 

211.  Dans  un  quadrilatère  circonscrit,  les  circonférences  inscrites  dans  les- 
deux  triangles  formés  par  une  diagonale  seront  tangentes  à  celte  diagonale- 
au  même  point. 

212.  L'orthocentre  du  triangle  formé  par  deux  tangentes  et  leur  corde  des- 
contacts, est  distant  d'une  des  extrémités  delà  corde  d'une  longueur  égale  au 
rayon. 

213.  L'angle  sous  lequel  on  voit  du  centre  la  portion  d'une  tangente  mobile, 
comprise  entre  deux  tangentes  fixes,  est  constant. 

214.  Trouver,  sur  une  droite  donnée,  un  point  d'où  les  tangentes  menées  à 
une  circonférence  donnée  font  entre  elles  un  angle  donné. 

PROBLÈME  XI 

179.  —  Mener  wie  tangente  commune  a  deux  ch^conférences. 

Soient  (tig.  130)  les  circonférences  0  et  C,  de  rayons  respectifs  R 
et  r  (R  >  r). 

I.  —  Proposons-nous  d'abord  de  construire  une  tangente  commune 
par  rapport  à  laquelle  les  deux  cercles  seraient  dans  le  même  demi- 
plan;  une  telle  tangente  sei-a  dite  extérieure. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  AB  la  tangente.  Les  rayons- 
OA  et  CB  menés  aux  points  de  contact  sont  parallèles  (79)  et  de 
même  sens  à  partir  du  centre.  Si  l'on  mène  par  le  centre  C  la 
parallèle  CE  à  la  tangente,  le  quadrilatère  ABCE  est  un  rectangle' 
(101,  Cor.)  et  l'on  a  : 

DEC  =  IS) 

et  OE  =  OA  —  EA  =  OA  —  CB  =  R  —  I-. 

CE  est  donc  une  tangente  menée  par  le  point  C  à  la  circonférence- 
de  centre  0  et  de  rayon  OE  =  R  —  r  (1 78). 
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La  consti'uction  est  donc  la  suivante  :  sur  OC,  comme  diamètre, 
on  décrit  une  circonférence;  avec   le  centre  0  et  R  —  r  comme 


Fig.  130. 

rayon,  on  eu  décrit  une  auti'e.  Si  E  est  un  point  commun  à  ces  deux 
cii'conférences,  on  mène  dans  la  circonférence  donnée  0,  le  rayon  OA 
passant  par  E  et  dans  la  circ(»nférence  C  le  rayon  CB  pai-allèle  à  OA 
et  de  même  sens.  La  droite  AB  qui  passe  par  les  extrémités  de  ces 
rayons  est  une  tangente  commune  cxteiieure. 

Si  les  deux  circouféi'ences  données  0  et  C  sont  extérieures,  tan- 
gentes extérieurement,  ou  sécantes,  on  a  :  OC  >  \\  — r  (160)  et  le 
point  C  est  extérieur  à  la  circonférence  auxiliaiîe,  de  rayon  R —  r.  11 
y  a  donc  deux  tangentes  CE  et  CE'  (154)  et  par  suite  deux  tangentes 
communes  extérieuies  AB  et  A'B'. 

Si  les  cii'conférences  données  sont  tangentes  intérieurement,  ou 
a  :  OC  =  R  —  r:  le  point  C  appartient  à  la  circonférence  auxiliaire 
de  rayon  R  — r.  Il  n'y  a  alors  qu'une  tangente,  en  C,  à  cette  circon- 
férence (inutile  d'ail leuis)  et  il  n'y  a  qu'une  tangente  commune 
extérieur(>;  elle  touche  les  ciicouférences  données  eu  leui'  point  de 
contact  (160.  4"). 

Enfin,  si  les  cii'conférences  données  sont  intérieures  l'une  à  l'autre, 
on  a  :  OC  <  R  —  r;  le  point  C  est  mtérieur  à  la  circonférence  de 
l'ayon  R  —  r  ;  il  n'y  a  pas  de  tangente  commune  extérieure. 

IL  —  Proposons-nous  de  construire  maintenant  une  tangente  com- 
mune par  rapport  à  laquelle  les  deux  cercles  seraient  dan-s  deux 
demi-plans  opposés.  Une  telle  tangente  sera  dite  intérieure. 

Supposons  le  problème  ré.^oiu  et  soit  FH  (fig.  131),  la  tangente. 
Les  rayons  OF  et  CH  sont  parallèles  et  de  sens  contraires,  à  partir 
du  centre  (88).  Si  l'on  piolonge  OF  et  si  l'on  mène  par  C  la  parallèle 
CD  à  HF,  on  obtiendra  le  quadrilatère  CDFH  qui  est  un  rectangle 
(101,  Cor.)  et  l'on  a  : 

ODC=l£) 
et  OD  =  OF  +  FD  =  OF  +  HC  =  R  +  r. 

Cambiek  et   Lambot.    -    Atht'iiéus.  4 
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CD  est  donc  une  taiigoute   menée  du  puiur  C  à  la  circouféreace  de 
centre  0  et  de  rayon  OD  =  R  -f-  r  (178). 


Fig.  i;^i. 

La  construction  est  donc  la  suivante  :  sur  OC,  comme  diamètre,  ou 
décrit  une  circonférence;  avec  le  centre  0  et  R  -j-  ^i  comme  rayon, 
on  eu  déciit  une  autie.  Si  D  est  un  point  commun  à  ces  deux 
circonférences,  on  mène,  dans  la  circonférence  donnée  0,  le  rayon 
OF  dont  le  prolongement  passe  eu  D  et  dans  la  circonférence  C  le 
rayon  Cfl  parallèle  à  OF  et  de  sens  contraire.  La  droite  FH  qui 
passe  par  les  extrémités  de  ces  rayons  est  une  tangente  commune 
intérieuie. 

Par  une  discussion  analogue  à  celle  du  cas  précédent,  on  verrait 
aisément  qu'il  y  a  doux  tangentes  communes  intérieures  si  les  cir- 
conférences données  si.mt  extéiieures;  une  tangente  si  les  circon- 
féiences  sont  tangentes  extérieurement;  il  n\v  en  a  pas  dans  les 
autres  cas. 

Applications.  —  21.5.  Les  tangentes  communes  extérieures  se  coupent  en 
un  point  de  la  droite  des  centres;  ce  point  s'appelle  le  centre  de  similitude 
externe  des  deux  cercles. 

216.  Les  tangentes  communes  intérieures  se  coupent  en  un  point  de  la 
droite  des  centres;  ce  point  s'appelle  le  ceutre  de  similitude  interne  des 
deux  cercles. 

217.  Démontrer  que  la  circonférence  décrite  sur  la  distance  des  centres 
comme  diamètre,  passe  par  l'^s  points  où  les  tangentes  communes  intérieures 
rencontrent  les  tangentes  communes  extérieures. 

218.  Si  deux  cii conférences  sont  tangentes  e.\térie::rement,  la  tangente 
commune  intérieure  divise  en  deux  parties  égales  le  segment  de  la  tangente 
commune  extérieure  compris  entre  lés  points  de  contact. 

219.  Etant  données  deux  circonférences  et  une  droite,  trouver  sur  cette 
droite  un  point  telle  qu'en  menant  de  ce  point  des  tangentes  aux  circonfé- 
rences, ces  tangentes  soient  également  inclinées  sur  la  droite. 
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220.  Deux  circonférences  étant  données,  mener  à  l'une  d'elles  une  tangente 
telle  que  la  partie  comprise  dans  l'autre  ait  une  longueur  donnée.  Quel  est  le 
maximum  de  cette  longeur.  quand  le  centre  de  la  seconde  circonférence  se 
trouve  1°  en  dehors,  2"  à  l'intérieur  de  la  première. 

221.  Démontrer  que  si  la  circonférence  0  passe  par  le  centre  C  d'une  autre 
circonférence,  et  si  l'on  mène  les  tangentes  communes  à  ces  deux  circonfé- 
rences, la  droite  qui  joindra  les  points  de  contact  avec  la  circonférence  Osera 
tangente  à  la  circonférence  C. 


PROBLEME  XU 

180.  —  Calculer,  en  fonction  des  côtés,  les  segments  que  les 
points  de  contact  de  la,  circonférence  inscrite  dans  un  triangle 
donné,  déterminent  sur  les  côtés. 

Désignons  les  longueurs  des  côtés  du  ti'iauglo  ABC  (tig.  132)  par 

des  lettres  ininnscules,  de  uiêine  nom  que 
les  soniinets  opposés,  c.  à  d.  BC  par  a, 
AC  pai-  h.  AB  par  c.  Ou  a,  en  désignant 
l>  ir  2p  le  périmètie  du  triangle  : 
■2p  =  A  V  +  VC  +  CE  f  EB  +  BD  4-  DA, 
ou  (15i.  C(jE.  I)  : 

■2p=  2AF  +  2CE  +  2EB. 
On  en  conclut  : 
p  =  AF  +  CE  +  EB  -  AF  +  a 
et,  par  suite,  AF  =  />  —  a. 

On  trouverait  de  niêine 

BD  =  p  -  h        et         CE  =-j>-c. 

Les  distances  des  somna4s  d' un  triangle  aux  points  de  contact  de  la 
circonférence  inscrite  sont  r es pecii renient  égales  ci  la  moitié  ilu périmè- 
tre du  triangle,  diminuée  du  côté  opposé  au  sommet  que  Ton  considère. 

D'autre  part,  si  H  est  le  milieu  <le  AC,  on  a  successivement,  en 
supposant  a  >  c  : 


FH  =  ^  -  (y, 


a) 


h  —  2p  +  2rt 


a  —  c 
"2 


La  distance  du  milieu  d'un  côté  au  point  de  contact  correspondant 
est  égale  à  la  demi-différence  des  deux  autres  côtés. 

Applications.  —  2~2.  Si,  dans  la  figure  (132).  on  joint  CD,  les  circonférences 
inscrites  dans  les  triangles  ACD  et  BCDtouclieroiit  CD  en  un  même  pi)int. 

223.  Dans  la  ligure  (132)  on  joint  OA,  OB.  OC  H  FE.  Démontrer  que  1°  l'angle 
A0B  =  FEB  =  2£)  —  FOC;  2»  que  la  perpendiculaire  menée  par  A  à  OB  passe 
par  le  point  d'intersection  de  EF  avec  OB  prolongé. 

224.  La  somme  algébrique  des  distances  des  milieux  des  côtés  à  leurs  points 
de  contact  avec  la  circonférence  inscrite  est  nulle. 
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225.  Démontrer  que  le  point  d'intersection  de  BO  prolongé  (tig.  132)  avec  la 
circonférence  inscrite  est  également  distant  des  points  B,  D  et  E  et  que  le  point 
d'intersection  de  BO  avec  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC,  est 
également  distant  des  points  A,  0  et  C. 

PROBLÈME  XIII 


Fig.    133. 


181.  —  Construire  une  circonférence  tangente  à  un  côté  d'un 
triangle  et  auœ  prolongements  des  deux  autres. 

Soit  E  (fig.  13.S)  le  point  de  rencontre  des  bissectrices  des  angles 

extérieurs  ACH  et  CAL  du  tri- 
angle ABC.  Menons  par  E  les 
segments  EH,  EK,  EL  respecti- 
vement perpendiculaires  aux 
côtés  du  triangle.  On  a  (77)  : 
EH=EK  et  EK=EL. 
On  en  conclur,  :  EH  =  EL;  le 
point  E  est  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  intérieur  ABC  et  la  cir- 
conférence de  centre  E  et  de 
rayon  EH,  sera  tangente  eu  K. 
L,  H.  respectivement  au  côté 
kC  et  aux  prolongements  des 
deux  autres.  Cette  circonférence 
est  dite  ex-inscrite  au  triangle 
ABC,  dans  l'angle  B. 

Il  existe  deux  autres  circonférences  F  et  G,  respectivement 
ex-inscrites  dans  l'angle  A  et  dans  l'angle  C. 

Remarque  —  Chaque  circonférence  ex-inscrite  détermine  sur 
les  côtés  du  triangle  des  segments  dont  il  importe  de  remarquer  la 
valeur;  notamment  : 

La  distance  du  sommet  d'un  angle  d'un  triangle  aux  points  de 
contact  delà  circonférence  ex- in  écrite  dans  cet  angle  rst  égale  à  la 
moitié  du  périmètre  du  triangle. 
On  a  ;  BH  =  BC  +  CH  =  BC  +  CK 

et  BL  =BA  +  AL=  BA  -t- AK. 

On  en  conclut  :  2BH  =  BH  4-  BL  --  BC  +  BA  -f  CA  =  2p  ; 

d'où:  BH=BL=i>. 

On  en  déduit  ensuite  :  AK  =  AL  =  BL  —  BA  =^  p  —  c 
et  CK  =  CH  ^  BH  —  BC  =p  —  a. 

Applications.  —  22à.  Si  une  circonférence  est  tangente  aux  deux  côtés  d'un 
angle  et  si  l'on  mène  une  tangente  quelconque  à  l'arc  qui  se  trouve  du  côté 
.du  sommet,  le  triangle  que  l'on  obtiendra  aura  un  périmètre  constant. 
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227.  Calculer  les  distances  des  milieux  des  côtés  aux  points  de  contact  des 
circoTiférencts  ex-inscrites. 

228.  Construire  un  triangle,  connaissant  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  1»  le 
périmètre  et  un  angle;  2»  un  côté  et  l'angle  opposé;  3»  un  côté  et  la  différence 
des  deux  autres  ;  4°  une  hauteur  et  un  angle. 

229.  Construire  un  triangle,  connaissant  le  périmètre,  un  angle  et  la  hauteur 
menée  par  le  sommet  de  cet  angle. 

230.  Si,  par  le  symétrique  de  1  (tig.  133)  par  rapport  au  centre  du  cercle 
■circonscrit,  on  mène  des  perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle,  elles  passeront 
par  les  centres  des  cercles  ex- inscrits. 

231.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté  et  les  rayons  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit. 

232.  Si  l'on  mène  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit,  chaque  diagonale 
décompose  le  quadrilatère  en  deux  triangles;  les  centres  des  cercles  inscrits 
dans  ces  triangles  sont  les  sommets  d'un  rectangle. 

233.  Décrire  une  circonférence  qui  intercepte  sur  trois  droites  données  trois 
■segments  égaux  à  un  segment  donné. 

PROBLÈME  XIV 


182.  —  Sur  lin  seq^nerit  rcctiUgne  donné,  cotis/ruire  un  seg- 
:ment  de  cercle  capable  d'un  angle  donné 

Su|)i)nsons  le  proltièmo  résolu  (tig.  134)  et  soit  AHB  le  segment  de 

cercle  demamlé.  Tout  angle  AMB  inscrit 
dans   ce   segment   sera   égal    à    Taugle 
donné  0.   Le  centre  0  de  ce  segment  est 
sur  la  perpendiculaire  KH  menée  par  le 
milieu   G   du    segment    recti ligue   donné 
AB;  KH  est  un  premiei'  lieu  du  centre  0. 
Si  Ton  mène  la  tangente  BF  à  la  cir- 
conférence 0,  on  aura  (165)  : 
ABF  =  AMB  =  C. 
Un  second  lieu  du  centre  0  est  la  perpendiculaire  BO  à  la  tangente 
BF(149). 

La  solution  du  problème  esl  donc  la  suivante  :  par  le  milieu  (t  du 
■segment  rectiliguo  donné  AB,  on  mène  la  perpeudiculaii'e  KH  ;  on 
•cousti'uit  à  Tune  des  extrémités  B  du  segment  AB,  Tangle  ABF  =  C  et 
l'on  mène  BO  perpendiculaire  à  BF.  BO  rencontre  KH  au  centre  0 
du  segment  de  cercle  demandé,  dont  le  rayon  est  OB.  On  obtient  un 
second  segment  de  cercle  symétrique  du  premiei' (162,  Cor.  II)  en 
•construisant  l'angle  ABF'  égal  à  C  et  symétrique  de  ABF, 

Remarque.  —  8i,  avec  l'extrémité  H  du  diamètre  perpendiculaii'e 
à  AB,  comme  centre,  et  HA  comme  rayon,  nous  décrivons  un  arc  sur 
la  coide  AB,  l'arc  sera  capable  de  l'angle  |  C. 

Si  on  prend  l'autre  extrémité  K  comme  centre,  l'arc  décrit  sur  la 
•.corde  AB,  avec  KA  pour  rayon,  sera  capable  de  l'angle  l£)  +  |  C. 
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Applications.  —  2i4.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle- 
au  sommet  et  1^  la  somme,  2°  la  différence  des  côtés  qui  comprennent  cet 
angle,  3"  la  hauteur  correspondante,  4°  le  rayon  du  cercle  inscrit,  5"  le  seg- 
ment perpendiculaire  mené  d'une  des  extrémités  de  la  base  au  côté  opposé. 

235.  De  tous  les  triangles  de  même  base  et  de  même  angle  au  sommet,  le 
triangle  isoscèle  est  celui  qui  a  le  jjlus  grand  périmètre. 

236.  Si  l'on  mène  par  A  (flg.  134)  une  sécante  dans  les  circonférences  (A,  AH) 
et  (A,  AK),  la  partie  de  cette  sécante  comprise  entre  ces  circonférences  sera, 
divisée  en  deux  parties  égales  par  l'arc  (AMB). 

237.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  l'hypoténuse  et  la  hau- 
teur correspondante 

238.  Construire  un  triangle  équiangle  à  un  triangle  donné  et  dont  les 
sommets  soient  sur  trois  parallèles  données. 

239.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  un  côté  de  l'angle  droit 
et  la  somme  des  deux  autres  côtés. 

240.  Dans  un  triangle  inscrit  AMB,  si  du  milieu  K  de  l'arc  fAB)  on  mène- 
une  perpendiculaire  à  MB,  elle  divise  cette  corde  en  deux  segments  respecti- 
vement égaux  à  la  demi-somme  et  à  la  demi -différence  de  MB  et  MA((1g.  134). 

DÉFINITION.  —  On  appelle  angle  d'une  droite  et  d'une  circonférence  l'angle 
que  la  droite  fait  avec  la  tangente  à  la  circonférence  au  point  d'intersection. 

241.  Par  un  point  donné  mener  une  droite  qui  coupe  une  circonférence 
donnée  sous  un  angle  donné. 

242.  Mener  une  droite  qui  coupe  deux  circonférences  données  sous  deux. 
angles  donnés. 

Théorèmes  et  problèmes  relatifs  aux  deux  premiers  livres 

243.  Si,  avec  le  sommet  A  d'un  triangle  inscrit  ABC,  comme  centre,  et  AC 
comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence  rencontrant  BC  en  D  et  la  circon- 
férence circonscrite  en  E.  on  aura  . 

BD  =  BE. 

244.  Chaque  côté  d'un  triangle  inscrit  divise  en  deux  parties  égales  la 
portion  de  la  hauteur  correspondante  prolongée,  comprise  entre  la  circonfé- 
rence et  l'orthocentre. 

24.5.  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle,  connaissant  un  sommet  et  le  point 
de  rencontre  des  hauteurs. 

246.  E  et  Fêtant  les  centres  des  circonférences  ex-inscrites  tangentes  aux 
côtés  AC  et  BC,  et  I  le  centre  du  cercle  inscrit,  si  l'on  mène  par  E  une  perpen- 
diculaire à  BC,  par  F  une  perpendiculaire  à  AC,  et  par  1,  une  perpendiculaire 
à  AB,  ces  trois  perpendiculaires  se  couperont  en  un  même  point  qui  sera  le 
centre  de  la  circonférence  passant  par  E,  F  et  I  ;  le  rayon  de  cette  circonférence- 
est  égal  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

247.  Si,  d'un  point,  on  mène  des  perpendiculaires  aux  deux  côtés  d'un 
angle  et  à  la  bissectrice,  le  pied  de  cette  dernière  perpendiculaire  est  égale- 
ment distant  des  deux  autres. 

248.  Si,  d'un  point  A,  on  mène  des  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  angle  0, 
démontrer  que  les  symétriques  de  A  par  rapport  aux  ileux  côtés  de  l'angle, 
les  points  de  rencontre  de  chaque  perpendiculaire  avec  l'autre  côté  et  le  point 
0,  sont  les  sommets  d'un  pentagone  inscriptible. 
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249.  Si,  par  ies  «ommets  A,  B,  C  d'un  triangle  inscrit,  on  mène  des  parallèles 
aux  côtés  opposés,  qui  rencontrent  la  circonférence  en  A',  B',  C,  les  côtés  du 
triangle  A'B'C  seront  parallèles  aux  tangentes  menées  par  A,  B,  C. 

250.  Si  D,  E,  F  sont  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC  et  si  D',  E',  F'  sont 
les  points  où  ces  côtés  snnt  coupés  par  la  circonférence  DEF,  l'un  des  arcs 
(DD'),  (EE'),  (FF'),  sera  égale  à  la  sc^nme  des  deux  autres,  ou  la  somme  algé- 
brique de  ces  trois  arcs  sera  nulle. 

251.  Si.  d'un  point  A  d'une  tangente  BA,  on  mène  le  diamètre  ACODet  si  on 
mène  BE  perpendiculaire  à  ce  diamètre,  les  angles  ABC,  CBF  et  DBO,  sont 
égaux. 

2n2.  Si,  par  un  point  de  la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes,  on  mène 
une  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  ce  point,  la  partie  de  cette  perpen- 
diculaire comprise  entre  les  deux  tangentes  sera  divisée  par  le  point  en 
deux  parties  égales. 

253.  Si,  d'un  point  H  de  la  hauteur  AD  d'un  triangle  ABC,  on  mène  les 
perpendiculaires  HB'  et  HC  à  AB  et  AC  les  qnalre  points  B,  B',  C,  C  sont  sur 
une  même  circonférence. 

25 1.  Dans  un  triangle  inscrit  ABC,  l'angle  que  la  bissectrice  de  l'angie  C  fait 
avec  le  diamètre  qui  passe  par  le  milieu  de  AB,  est  la  demi-différence  des 
angles  A  et  B. 

255.  Dans  un  triangle  inscrit  ABC.  si,  du  milieu  M  de  l'arc  (AB).  on  mène 
.MD  perpendiculaire  à  AC,  la  distance  CD  sera  la  demi-somme  des  côtés 
ACelCB. 

256.  Dans  un  trapèze  inscrit,  la  circonférence  qui  passe  par  le  centre 
■et  deux  sommets  opposés  passe  aussi  par  le  point  de  rencontre  des  côtés  non 
parallèles. 

257.  Si,  par  l'une  des  extrémité-!  B,  de  la  base  BC  d'un  triangle  isoscèle  ABC, 
on  ftiit  (lasser  une  circonférence  tangente  en  D  au  côté  AC  et  rencontrant  BC 
en  E  et  AB  en  F,  l'arc  (BF)  sera  double  de  l'arc  (DE). 

258.  On  décrit  une  circonférence  passant  par  deux  sommets  B  et  C  d'un 
rtriangle  .'\BC  et  tangente  au  côté  AC;  par  C,  on  mène  la  corde  CD  parallèle  à 
AB  Démontrer  que  l'angle  B.AD  est  égal  à  l'angle  ACE.  E  étant  le  point  où 
AD  rencontre  la  circonférence. 

259.  La  tangente  au  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  inscrit 
divise  en  deux  parties  égales  la  portion  du  diamètre  perpendiculaire  à  l'hypo- 
ténuse, comprise  entre  un  côté  de  l'angle  droit  et  le  prolongement  de  l'autre. 

260.  Si,  par  le  sommet  B  d'un  triangle  isoscèle  inscrit  ABC,  on  mène  une 
droite  qui  rencontre  AC  en  D  et  la  circonférence  en  E,  la  circonférence  qui 
passe  par  A,  D,  E  est  tangente  à  AB. 

261.  Si,  par  le  sommet  B  d'un  triangle  isoscèle  inscrit  ABC.  on  mène  à  la 
tangente  en  A,  une  parallèle  BD  rencontrant  AC  en  D,  la  circonférence 
passant  par  B,  C,  D  passera  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  et 
sera  tangente  à  AB. 

262.  Si  l'on  Joint  les  extrémités  A  et  B  d'un  diamètre  AB  aux  points  de 
contact  de  deux  tangentes  CD  et  CE  par  des  cordes  qui  se  coupent  en  F,  le  seg- 
ment CF  sera  égal  à  CD  et  perpendiculaire  à  AB. 

263.  Si,  par  le  sommet  A  d'un  triangle  inscrit,  on  mène  une  perpendiculaire 
au  côté  opposé  BC,  et  si,  du  point  D  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  cir- 
conférence, on  mène  une  perpendiculaire  à  AC,  AC  divisera  en  deux  parties 
égales  la  portion  de  cette  perpendiculaire  comprise  entre  BC  et  la  circon" 
îérenco. 
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264.  Si  une  droite  QP  rencontre  en  P  le  prolongement  de' la  base  BC  d'um 
triangle  isoscèle  inscrit,  en  M  et  N  la  circonférence,  en  R  le  côté  AC,  on  aura  : 

CPQ  +  CMQ  +  CNQ  =  2CRQ. 

265.  Si,  d'un  point  D  extérieur  à  une  circonférence,  on  mène  une  tangente 
DE  et  une  sécante  DAB,  et  si  l'on  prend  sur  la  sécante  une  longueur  DC  =  DE, 
la  droite  EC  sera  la  bissectrice  de  l'angle  AEB. 

266.  Construire  un  triangle  connaissant  l'angle  au  sommet,  la  hauteur  et  la^ 
différence  des  segments  qu'elle  détermine  sur  la  base. 

267.  Si,  par  le  milieu  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle,  on  mène  une 
perpendiculaire,  la  partie  de  cette  perpendiculaire  comprise  entre  les  bissec- 
trices de  l'angle  droit  et  de  son  supplément  est  égale  à  l'hypoténuse. 

268.  Si  E  et  F  sont  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  AD  et  BC,  AB- 
et  CD,  d'un  quadrilatère  circonscrit  ABCD,  quelle  relation  existera-t-il  entre 
les  côtés  de  l'un  ou  de  l'autre  des  quadrilatères  EAFC  et  EDFB. 

269.  Les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  sont  vus  du  centre  sous- 
des  angles  supplémentaires. 

270.  Si  A',  H',  C  sont  les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle  ABC  avec- 
la  circonférence  inscrite,  démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  pieds  des- 
hauteurs du  triangle  A'B'C  sont  parallèles  aux  côtés  du  triangle  ABC. 

271.  Si  deux  triangles  équilatéraux  sont  circonscrits  à  un  cercle,  leurs  côtés- 
formeront  par  leurs  intersections  un  hexagone  équilatéral. 

272.  Si  1,  A',  B',  C  sont  les  centres  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle- 
ABC,  les  circonférences  décrites  sur  H'C  et  1  A' comme  diamètres  passent  par 
B  et  C  et  interceptent  sur  AB  et  AC  des  segments  respectivement  égaux  à  la 
la  somme  ou  à  la  différence  des  côtés  AB  et  AC.  Les  centres  des  circonférences- 
sont  les  milieux  des  arcs  interceptés  par  BC  sur  la  circonférence  ABC. 

Conclure  de  là  que  la  somme  des  rayons  des  cercles  ex-inscrits  est  égale  àj 
quatre  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit  plus  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  que 
la  somme  des  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  côtés  du  triangle- 
est  égale  à  la  somme  des  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 

273.  Si,  par  le  sommet  C  du  triangle  ABC,  on  mène  aux  côtés  CA  et  CB  des 
perpendiculaires  CD  et  CE  respectivement  égales  à  ces  côtés,  la  perpendicu- 
laire menée  par  C  à  AB  passera  par  le  milieu  de  DE. 

274.  ABC  est  un  triangle  inscrit,  CD  la  bissectrice  de  l'angle  C,  Ele  point  de 
rencontre  de  AB  avec  la  tangente  en  C  ;  démontrer  que  EC  =  ED. 

27.5.  Si,  de  l'extrémité  A  d'un  diamètre  AB,  on  mène  AD  perpendiculaire  à 
la  tangente  CD,  AC  sera  la  bissectrice  de  l'angle  DAB. 

276.  D'un  point  A  d'une  circonférence,  on  décrit  un  arc  de  circonférence- 
qui  coupe  la  circonférence  en  C  et  le  diamètre  AB  en  D;  démontrer  que,  si 
DC  coupe  la  circonférence  en  E,  l'arc  (CB)  =  2  (BE). 

277.  Si,  par  un  point  de  la  base  d'un  triangle  isoscèle,  on  mène  une  droite 
telle  que  la  partie  comprise  entre  les  côtés  soit  divisée  par  ce  point  en  deux 
parties  égales,  la  somme  des  distances  du  sommet  aux  points  d'intersectioui 
avec  les  côtés  sera  constante. 

278.  Construire  un  triangle  isoscèle  dont  la  base  soit  sur  une  droite  donnée,, 
dont  les  côtés  passent  par  deux  points  donnés  et  dont  la  hauteur  soit  égale  à  un^ 
segment  donné. 

279.  Les  symétriques  du  centre  d'un  cercle  par  rapport  aux  côtés  d'un  tri- 
angle inscrit  déterminent  un  triangle  égal  au  triangle  donné. 
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Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  second  triangle  est  Porthocentre  du  tri- 
:angle  donné.  Les  droites  qui  joignent  les  sonamets  homologues  des  deux 
triangles  passent  par  le  milieu  du  segment  qui  joint  le  centre  du  cercle  cir- 
•conscrit  à  l'orthocentre  du  triangle. 

280.  Si,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit  extérieurement  des 
triangles  équilatéraux  ABC,  BCA',  CAB',  les  segments  CC,  AA',  BB'  seront 
-égaux  et  se  couperont  au  point  M  d'intersection  des  circonférences  circon- 
scrites aux  triarigles  équilatéraux.  Les  perpendiculaires  menées  par  A,  B,  C, 
aux  droites  AM,  BM,  CM,  formeront  un  triangle  équilatéraL  Le  point  M  d'où 
l'on  voit  les  trois  côtés  sous  le  u'.ême  angle  est  le  point  dont  la  somme  des 
distances  aux  trois  sommets  du  triangle  est  la  plus  petite.  Ce  pdint  s'appelle  le 
point  de  Steiner  du  triangle. 

281.  M  étant  un  point  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC, 
1^1  les  seconds  points  d'intersection  des  circonférences  décrites  avec  AM,  BM, 
•CM  pour  rayons,  seront  sur  une  ligne  droite  qui  passe  par  l'orthocentre  H  du 
triangle.  Conclure  de  là  que  les  pieds  des  perpendiculaires  menées  de  M  aux 
•côtés  du  triangle  sont  S'ir  une  même  droite  qui  passe  par  le  milieu  de  HM. 
•Cette  droite  s'appelle  la  droite  de  Simson  du  point  M  par  rapport  au  triangle. 

2°  Les  circonférences  décrites  sur  AM,  BM,  CM  comme  diamètres  se  coupent 
•deux  à  deux  en  trois  points  en  ligne  droite. 

3°  Si  A',  B',  C,  sont  les  points  ou  les  perpendiculaires  menées  de  M  à  BC, 
CA  et  AB,  rencontrent  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC,  les 
•droites  AA',  BB'  et  CC,  seront  parallèles  à  la  droite  de  Simson  du  point  M  et  le 
■triangle  A'B'C  est  égal  au  triangle  ABC. 

282.  Si  du  pied  A'  de  la  hauteur  A  A' on  mène  des  perpendiculaires  aux  côtés 
AB  et  AC.  et  aux  hauteurs  BB'  et  CC,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont 
f:ur  une  même  droite  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  A'B'  et  A'Cdu  tri- 
angle orthique. 

283.  Dans  le  quadrilatère  ABCD,  on  trace  les  bissectrices  des  angles  ABD  et 
ACD  qui  se  coupent  en  F;  démontrer  que  l'angle  BFC  est  la  demi-somme  des 
angles  BAC  et  BDC. 

284.  Si,  d'un  point  P  d'une  circonférence,  on  mène  une  perpendiculaire  PM 
au  diamètre  ABet  si  t.ur  AM  et  MB  on  décrit  des  demi-circonférences  qui  sont 
coupées  en  R  et  S  par  les  droites  .AP  et  BP,  la  droite  RS  passera  par  le  milieu 
de  PM  et  sera  tangente  aux  demi-circonférences. 

285.  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  cordes  égales  forme  avec  ces 
coii  es  un  triangle  isoscèle. 

286.  Si  trois  circonférences  égales  ont  un  point  commun,  la  droite  qui  joint 
deux  des  points  d'intersection  est  perpendiculaire  à  celle  qui  joint  les  deux 
autres 

287.  Si,  par  les  extrémités  A  et  B  du  diamètre  AOB,  on  mène  deux  cordes 
AC,  BD  qui  se  coupent  en  E,  DO  sera  tangente  à  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  BEC. 

288.  AD  est  la  bissectrice  de  l'angle  A,  lE  la  perpendiculaire  menée  à  BC  du 
centre  du  cercle  inscrit;  démontrer  que  l'angle  BID  =  EIC. 

280.  Si  deux  cordes  AC  et  BD  se  coupent  à  angle  droit  et  si  on  mène  une 
corde  AP  qui  coupe  BD  en  Q,  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  PQD 
se  trouve  sur  CD. 

29U.  Si  deux  cordes  ADB  et  CDE  sont  perpendiculaires  et  si  on  mène  AF 
perpendiculaire  à  la  tangente  en  C,  les  triangles  ADF  et  ACE  seront  équiangles. 
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291.  Si  un  polygone  équilatéral  d'un  nombre  impair  de  côtés  est  ci'conscrit 
à  un  cercle,  il  est  aussi  équiangle.  Quand  le  nombre  de  côtés  est  pair,  lésa:  gles 
de  rang  pair  sont  égaux  entre  eux,  de  même  que  les  angles  de  rang  impair 

292.  Si.  d'un  point,  on  mène  des  perpendiculaires  aux  hauteurs  d'un  tri- 
angle, les  pieds  de  ces  perpendiculaires  déterminent  un  triangle  équiangle  au 
triangle  donné. 

29-!.  Les  hauteurs  d'un  triangle  sont  les  bissectrices  des  angles  du  triangle 
orthi(iue  et  au>si  du  triangle  qu'on  forme  en  joignant  les  points  où  ces  bau-^ 
teurs  rencontrent  la  circonférence  circonscrite. 

294.  Le  périmètre  du  triangle  orthique  est  le  minimirm  des  périmètres  des 
triangles  inscrits  dans  un  triangle  donné. 

295.  Con-truireun  triangle  connaissant  les  pieds  des  trois  hauteurs. 

296.  Quand  l'un  des  angles  d'un  triangle  vaut  un  demi-drtit.  lesdroites  qui 
joignent  les  pieds  des  hauteurs  corresjjondant  à  ses  côtés,  an  milieu  du  côté 
opp'>^é  sont  perpendiculaires  l'une  â  l'autre. 

297.  Si  B'  et  C  sont  les  symétriques  de  B  et  C,  par  rapport  aux  côtés  AG  et 
AB  et  si  A''  est  le  point  de  reuf^ontre  des  droites  CB'  et  BC.  AA"&era  la  bissec- 
trice de  l'angle  BA"C  et  passera  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle ABC. 

298.  Si  une  corde  CD  passe  par  le  milieu  M  d'une  corde  AB,  les  tangentes  en 
C  et  D  rencontrent  AB  prolongé  à  des  distances  égales  du  point  M. 

299.  Si.  par  le  sommet  C  du  plus  grand  des  deux  angles  à  la  base  BC  d'un  tri- 
angle inscrit  ABC,  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  en  A,  qui  coupe  lacir- 
conîéreuce  en  D,  la  corde  BD  sera  égale  à  la  différence  des  se^-ments  que  la 
hauteur  AH  détermine  sur  la  base. 

3t)U.  Lesdroites  qui  Joignent  les  centres  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  cir- 
conscrit à  un  des  sommets  du  triangle  font  entre  elles  un  angle  égal  à  la 
demi-différence  des  deux  autres  angles  du  triangle. 

301.  Les  côtés  d'un  triangle  circonscrit  sont  parallèles  aux  côtés  du  triangle 
orthique  du  triangle  qu'on  forme  en  joignant  les  points  de  contact. 

302.  H  étant  l'orthocentre  du  triangle  ABC,  si  les  circonférences  circon- 
scrites aux  triangles  AHC  et  BHC  rencontrent  AB,  ou  son  prolongement,  en 
A'  et  B',  démontrer  que  AA'  =  BB'. 

303.  Si,  d'un  point  A  extérieur  à  une  circonférence,  on  mène  deux  tangentes- 
AB  et  AC,  et  si  D  est  le  militu  de  l'arc  (HC),  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ADC  se  trouvera  sur  le  prolongement  de  BD. 

304.  Si,  des  sommets  B  et  C  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des  perpendicu- 
laires à  la  bissectrice  de  Tangle  A  et  si.  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires^ 
on  mène  des  parallèles  aux  côtés  AB  et  AC,  on  formera  deux  triangles  dont 
l'un  des  sommets  sera  le  milieu  de  BC  et  l'autre  se  trouvera  sur  la  symédiane 
partant  de  A. 

305.  Dans  un  triangle  ABC,  les  deux  hauteurs  BB' et  CC  forment  avec  la 
bissectrice  de  l'angle  A  un  triangle  i>oscèle  et  si  on  mène  CP  perpendiculaire 
à  B'C,  l'angle  B'CP  =  BCC. 

303.  Si  on  prolonge  les  hauteurs  BB'et  CC'd'un  triangle,  au  delà  du  sommet, 
de  longueurs  BB"  et  CC"  respectivement  égales  à  AC  et  AB,  1°  les  se/ments 
AB"  et  AC"  seront  égaux  et  perpendiculaires  l'un  à  l'autre;  2°  la  somme  des 
distances  des  points  B"  et  C"  à  BC  est  égale  au  côté  BC 

307.  Si,  sur  les  hauteurs  du  triangle  ABC,  on  prend  des  longueurs  AA'"  et 
CC"  respectivement  égales  à  AC  et  AB,  les  segments  .\B"'  et  AC"'  seront 
égaux  et  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 
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308.  Les  points  B"  et  H"',  C"  et  C",  étant  ceux  des  deux  exercices  précédents, 
les  segments  B"  C"  et  B'"  C"  seront  égaux  et  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 

3U9.  Si,  sur  les  côtés  AB  et  CD  d'un  parallélogramme  ABCD,  on  construit, 
extérieurement,  deux  triangles  équilatéraux  ABE  et  CDF  et  sur  BC,  intérieu- 
rement, le  triangle  équilatéral  BCG,  les  distances  GE  et  GF  seront  respecti- 
vement égales  aux  diagonales  du  parallélogramme. 

310.  0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  M  le  milieu  de 
BC:  l' le  pied  delà  hauteur  AD,  les  circonférences  décrites  sur  BO  et  CO  comme 
diamètres,  rencontrent  AO  en  deux  points  distants  de  M  d'une  longueur  égale 
àMD. 

31  i.  Si  AA',  BB'  et  ce  sont  les  trois  hauteurs  d'un  triangle,  H  leur  point  de 
■rencontre,  0  le  centre  du  cercle  circonscrit,  démontrer  que  les  droites  qui 
Joignent  le  point  C  aux  milieux  de  AH  et  de  BC,  sont  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre;  le  segment  qui  joint  le  milieu  de  AH  au  milieu  de  BC,  passe  par  le 
milieu  de  OH,  est  égal  AO  et  est  perpendiculaire  à  B'C;  conclure  de  là  que 
les  milieux  des  côtés  d'un  triangle,  les  pieds  des  hauteurs  et  les  milieux  des 
portions  des  hauteurs  comprises  entre  les  sommets  et  l'orthocentre,  sont  sur 
une  circonférence  de  cercle  qu'on  appelle  le  cercle  des  neufs  points  du  tri- 
angle. Son  centre  se  trouve  au  milieu  du  segment  qui  joint  l'orthocentre  au 
centre  du  cercle  circonscrit  et  son  rayon  est  la  moitié  du  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

312.  Si  d'un  point  de  la  circonférence  du  cercle  des  neufs  points  d'un  tri- 
angle, on  mène  des  perpendiculaires  aux  hauteurs  et  aux  côtés  du  triangle, 
les  droites  qui  joindront  les  pieds  des  premières  perpendiculaires  seront  paral- 
lèles à  celles  qui  joindront  les  pieds  des  secondes. 

313.  Le  cercle  circonscrit  a  un  triangle  ABC  est  le  cercle  des  neufs  points  du 
triangle  A'B'C  quia  pour  sommets  les  centres  des  cercles  ex-inscrits.  Les  per- 
pendiculaires menées  des  centres  de  ces  cercles  aux  côtés  du  triangle  se 
coupent-en  un  même  point,  qui  est  le  centre  du  cercle  circon.scrit  au  triangle 
A'  B'  C 

Si  de  A'  et  de  C  on  mène  des  perpendiculaires  aux  prolongements  des  côtés 
de  r;Hngle  C,  et  de  1,  centre  du  cercle  inscrit,  une  perpendiculaire  à  AB,  les 
trois  perpendiculaires  se  couperont  en  un  même  point  distant  de  A' B' et  1, 
d'une  longueur  égale  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

314.  D'un  point  Ppris  à  l'intérieur  d'un  triangle  ABC,  on  mène  aux  côtés  les 
perpendiculaires  PA',  PB'  et  PC  Si  la  circonférence  0'  circonscrite  au  tri- 
angle A'  B'  C  iencontre  les  côtés  de  ABC  en  A,,  B,,  Cj,  les  perpendiculaires 
menées  de  A,,  Bj  et  Cj,  aux  côtés  du  triangle  ABC,  se  couperont  en  un  même 
point  Q,  qui  sera  sur  PO';  les  droites  AQ,  BQ,  CQ  sont  perpendiculaires  aux 
■côtés  du  triangle  A)  Bi  Cj. 

315.  Si,  d'un  point  P  de  l'arc  intercepté  entre  les  côtés  de  l'angle  au  centre 
BOC.  on  mène  les  perpendiculaires  PC  et  PB'  aux  rayons  OC  et  OB.  la  distance 
B'C  sera  constante.  Si  on  joint  les  points  C  et  B'  aux  milieux  des  cordes  PC  et 
PB,  ces  droites  feront  entre  elles  un  angle  constant;  elles  seront  parallèles  si 

l'angle  BOC  =  !Î  ©. 

316.  .Si.  par  les  sommets  A  et  C  d'un  triangle  ifoscèle  ABC,  on  fait  passer 
une  circonférence  tangente  au  côté  BC,  elle  passera  aussi  par  l'orthocentre  du 
triangle. 

317.  Si,  par  les  extrémités  A  et  B  d'un  quadrant  (AB)  on  mène  deux  cordes 
perpendiculaires  l'une  s  l'autre,  ces  deux  cordes  seront  égales. 
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318.  Par  les  sommets  B  et  C  d'un  triangle  inscrit,  ont  fait  passer  une  circon- 
îérence  qui  coupe  AC  en  D;  par  B  et  A,  une  circonférence  qui  coupe  en  K  la 
tangente  AE  à  la  circonférence  circonscrite;  démontrer  que  le  second  point 
d'intersection  de  ces  circonférences  se  trouve  sur  la  droite  DE. 

319.  Si,  par  les  sommets  A  et  B,  puis  par  les  sommets  B  et  C  d'un  quadrila- 
tère inscrit  ABCD.  on  îait  passer  des  circonférences  qui  se  rencontrent  en  E 
et  coupent  respectivement  en  F  et  G  les  côtés  AU  et  C[),  les  trois  points  E,  F,  G,, 
sont  en  lif^ne  droite. 

Si  les  droites  BF  et  BG  coupent  en  H  et  K  la  circonférence  circonscrite,  la 
circonférence  passant  par  A,  E,  C  passera  par  le  point  L  d'intersection  de 
CH  et  de  AK  et  de  plus  le  point  L  se  trouvera  sur  la  droite  EFG. 

De  là  résulte  que  dans  l'hexagone  inscrit  .\DCHBK  les  points  d'intersection 
des  côtés  opposés  AD  et  HB,  DC  et  BK,  CH  et  KA,  sont  en  ligne  droite. 
(Théorème  de  Pascal). 

32U.  Si  un  qualrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  (juelle  relation  existe-t-il 
entre  les  angles  de  ce  quadrilatère  et  ceux  du  quadrilatère  inscrit  qu'on  forme 
en  joignant  les  points  de  contact  deux  à  deux?  Si  l'une  des  diagonales  passe 
par  le  centre  du  cercle,  elle  est  perjjendiculaire  à  l'autre. 

321.  Par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  circonférences,  mener  dan& 
l'une  d'elle  une  corde  qui  soit  divisée  par  l'autre  en  deux  parties  égales. 

322.  Si,  par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  circonférences,  on  mène 
deux  diamètres,  la  bissectrice  de  l'angle  de  ces  diamètres  déterminera  dans  les 
deux  cercles  des  segments  capables  du  même  angle. 

323.  Deux  circonférences  0  et  O'  se  coupent  en  A  et  B  ;  par  A  et  H  on  mène 
à  la  circonférence  0  des  tangentes  qui  se  coupent  en  T.  Si  A'  est  le  jioint 
où  AT  coupe  la  circonférence  0',  démontrer  que  le  quadrilatère  A'O'TB  est 
inscriptible. 

324.  Si,  par  les  points  d'intersection.  A  et  B-de  deux  circonférences  0  et  O' 
on  mène  deux  sécantes  EAF/  et  FBF',  démontrer  que  : 

lo  l'angle  EBE'  =  FAF'  ; 

2°  la  corde  EFest  parallèle  à  E'F'; 

3'  Si  H  et  K  sont  les  points  d'intersection  de  BE  et  AF',  BE'  et  AF,  la  droite 
HK  est  parallèle  à  EF; 

4°  Si  BE  et  BE'  rencontrent  en  M  et  M',  les  circonîéi^ences  0  et  0',  EM  et  E'M'' 
sont  parallèles  aux  tangentes  menées  en  E'et  E; 

5°  Si  T  est  le  point  de  rencontre  de  ces  tangentes  et  P  le  point  de  rencontre 
de  EM  et  E'M',  les  deux  quadrilatères  ÏEBE'  et  PMBiM'  sont  inscriptibles, 

6"  Si  la  circonférence  0",  circonscrite  au  triangle  EBE',  rencontre  FF'  on 
R,  les  droites  ER  et  E'R  sont  parallèles  à  AF'  et  AF  et  le  quadrilatère  ()"030' 
est  inscriptiole; 

70  Si  FF' est  perpendiculaire  a  A  B,  EF  et  E'F'  s^nnt  perpendiculaires  à  EE'^ 
et  si  S  est  le  point  où  .AB  rencontrée  la  circonféi'ence  0",  les  droites  SE  et  SE'' 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  AF'  et  AF. 

De  là  on  peut  conclure  les  théorèmes  suivants  : 

a]  Si,  par  les  sommets  B  et  C  d'un  triangle  AHC,  on  mène  deux  pai-allèles  (jui 
rencontrent  en  I)  et  E  une  dr'oile  passant  par  A,  le.>  ciieonfèrences  circon- 
scrites aux  triangles  BAD  et  CAE  se  cou]>eront  sur  BC,  de  nicme  que  les  par';.l- 
lèles  menées  par  D  et  E  à  AG  et  AH; 

b)  Si,  dans  un  .trapèze  ABOI),  dont  les  base.>  snnt  AD  et  BC,  on  jujnt  les 
sommets  A  et  Dà  un  point  de  BC,  les  parallèles»  ces  droites  menées  par  C  et  D 
se  c  'uperont  sur  AB  ; 
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c)  Si,  par  le  sommet  A  d'un  parallélogramme  ABCD,  on  mène  une  droite  qui 
coupe  en  E  et  E'  les  côtés  de  l'angle  C,  et  si,  par  E  et  E',  on  mène  deux  parallèles 
quelconques  qui  coupent  en  F  et  F'  les  côtés  de  l'angle  A,  les  trois  points  F,  C 
et  F'  sont  en  ligne  droite; 

dJ'Si,  des  sommets  B  et  C  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des  perpendiculaires 
BD  et  CE  à  une  droite  passant  par  A,  les  perpendiculaires  menées  de  D  et  E  à 
AC  et  AB,  se  couperont  sur  la  perpendiculaire  menée  de  A  à  BC; 

e)  Si,  des  sommets  d'un  triangle  ABC.  on  mène  les  perpendiculaires  AA', 
BB'  et  ce  à  une  droite  DE,  et  des  points  A',  B'et  C,  les  perpendiculaires  à  BC, 
CA  et  AB,  ces  perpendiculaires  se  couperont  en  un  même  point  P.  Quand  la 
droite  DE  se  déplace  parallèlement  à  elle  même,  le  point  P  se  meut  sur  une 
perpendiculaire  à  DE. 

325.  Trois  circonférences  de  centre  Cj,  C^,  C3  ont  un  point  commun  Det  se 
coupent  :  Cj  et  Cg  en  Al.  Cg  et  C,  en  K.>,  C,  et  Ci  eu  A3;  démontrer  que  : 

1"  Si  Di,  Dg  et  Dg  sont  les  points  où  AiD,  A^D  et  A3D  rencontrent  les  cir- 
conférences C,,  C,  et  C3,  les  triangles  DiA^Ag,  AiD^Ag  et  A,A2D3  sont  équi- 
angles; 

2"  Si,  par  D.  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  coupe  les  circonférences 
en  Bi,  B,  et  B3.  les  triangles  B,r),Ao,  B^AïC,  etB3A,A.2  seront  équiangles  ; 

3»  Si  Ml,  M.,  et  M3  sont  les  extrémités  des  diamètres  DC,,  DC^  et  DC3,  les 
côtés  du  triangle  jM,M.M3  seront  parallèles  aux  côtés  du  triangle  C1C2C3  et 
passeront  par  les  points  A,,  A^  et  A3  ;  les  hauteurs  de  ce  triangle  sont  égales 
aux  segments  AiD,.  AjD^  et  A3D3. 

.3,^6.  D'un  point  T  d'une  tangente  AT,  mener  une  sécante  TBC  telle  que 
l'angle  ABC  =  2ACB. 

327.  Etant  données  deux  circonférences  égales,  trouver  sur  l'une  d'elles 
un  point  tel  qu'en  menant  par  ce  point  des  tangentes  à  l'autre,  la  corde  des 
contacts  soit  égale  à  la  corde  de  l'arc  intercepté  dans  la  première  circonfé- 
rence par  les  tangentes. 

328.  Si,  sur  le  prolongement  du  diamètre  AB,  on  prend  AP  égal  au  rayon,  et 
si  on  mène  la  tangente  PC  qui  rencontre  en  E  la  tangente  menée  par  le  point  A. 

l'angle  AEP=^£)  et  si  BC  rencontre  AE  en  F,  le  triangle  FEC  est  équiangle. 

329.  Si.  du  sommet  C  d'un  triangle  inscrit  ABC,  on  mène  au  diamètre  qui 
passe  par  .\,  une  perpeiidiciilairc  qui  rencontre  AB  ou  son  prolongement  en 
D,  le  triangle  ADC  sera  équiangle  au  triangle  ABC. 

330.  ABCD  est  un  quadrilatère  inscrit;  on  mène  les  bissectrices  des  angles 
ACH  et  ADB,  qui  rencontrent  respectivement  DB  en  F  et  AC  en  G  ;  démontrer 
que  le  quadrilatère  DCFG  est  inscriptible. 

331.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  l'un  des  côtés  de  l'angle 
droit  et  la  différence  entre  l'hypoténuse  et  la  somme  des  deux  côtés  de 
l'angle  droit. 

332.  Par  deux  sommets  opposés  A  et  C  du  quadrilatère  inscrit  ABCD,  on  fait 
passer  une  circonférence  tangente  à  AB  et  rencontrant  en  E,  F  et  G  les  pro- 
longements de  BC,  CD  et  DA;  démontrer  que  (EF)  =r(AG). 

333.  Si,  à  deux  circonférences  tangentes  extérieurement,  on  mètie  une 
tangente  commune,  les  droites  qui  Joindront  les  extrémités  de  la  ligne  des 
centres  aux  points  de  contact  seront  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 

3.34.  Si  E  et  F  sont  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  AD  et  BC.  AB  et 
CD.  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  0  : 
Jo  les  angles  EGA  et  FOC  sont  égaux  ou  supplémentaires; 
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2°  les  angles  EOF.  BOD  et  AOC  ont  la  même  bissectrice. 

335.  Si  on  projette  les  extrémités  d'une  corde  sur  un  diamètre  et  les  extré- 
mités du  diamètre  sur  la  corde,  les  quatre  projections  sont  à  la  même  distance 
du  milieu  de  la  corde. 

336.  AA'  et  BB'  sont  deux  cordes  parallèles;  on  juint  A  et  B  à  un  p<nnt  C  de 
la  circonférence,  les  points  A'  et  B' à  un  autre  point  C;  démontrer  que  les 
points  E  et  F  d'intersection  de  CA  et  B'C,  et  de  BC  et  A'C,  se  trouvent  sur  une 
parallèle  à  AA'. 

337.  Si,  par  les  sommets  opposés  A  et  C  d'un  trapèze  inscrit  ABCD,  on  mène 
des  tangentes  à  la  circonférence,  l'angle  de  ces  tangentes  sera  égal  à  l'angle 
des  côtés  non  parallèles  et  leur  point  d'intersection  se  trouvera  sur  la  parallèle 
aux  bases  menées  par  le  point  de  rencontre  des  côtés  non  parallèles. 

338.  Le  théorème  précédent  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  suivant 
que  l'on  peut  déduire  du  théorème  de  F'ascal  (319)  : 

Les  points  d'intersection  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  et  des 
côtés  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  formé  par  les  tangentes  menées  par 
les  sommets  du  quadrilatère  inscrit,  sont  quatre  points  en  ligne  droite. 

339.  Les  tangentes  menées  par  les  sommets  d'un  triangle  inscrit  sont  paral- 
lèles aux  droites  qui  joignent  les  points  d'intersection  des  hauteurs  prolon- 
gées avec  la  circonférence  circonscrite.  Exprimer  les  angles  du  triangle 
circonscrit  en  fonction  des  angles  du  triangle  inscrit.  Démontrer  que  les  cir- 
conférences circonscrites  aux  triangles  formés  par  deux  tangentes  et  leur 
corde  des  contacts  passent  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

340.  Dans  un  triangle  ABC,  l'angle  B  =  2C:  avec  A  comme  centre  et  AB 
comme  rayon,  on  décrit  un  arc  qui  coupent  BC  en  D;  démontrer  que  DC  ^ 
AB. 

341.  Si  A',  B'  et  C  sont  les  points  où  les  hauteurs  du  triangle  ABC  prolon- 
gées rencontrent  la  circonférence  circonscrite,  le>  diagonales  qui  joignent  les 
sommets  opposés  de  l'hexagone  formé  par  les  côtés  des  deux  triangles  ABC  et 
A'B'C,  sont  parallèles  aux  côtés  de  A'B'C  et  passent  par  l'orthocentrede  ABC. 
■  342.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement,  les  portions 
d'une  corde  comprises  entre  les  deux  circonférences  sont  vues  sous  le  même 
angle  du  point  de  contact.  Comment  se  moditiera  l'énoncé  si  la  corde  est  tan- 
gente à  la  circonférence  intérieure  ? 

343.  Des  sommets  B  et  C  d'un  triangle  ABC,  on  mène  les  hauteurs  BE  et  CF; 
démontrer  que  les  triangles  ABC  et  AFE  sont  équiangles  et  que  si  l'on  joint 
les  points  E  et  F  au  milieu  de  BC,  ces  droites  sont  tangentes  à  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  AEF. 

344.  Si  les  deux  symédianes  BB'  et  CC  sont  rectangulaires,  les  médianes  BG 
et  CG  font  avec  AB  et  AC  des  angles  complémentaires. 

345.  Si  on  joint  un  point  AI  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC, 
au  sommet  B  et  au  milieu  de  l'arc  (BC),  par  des  droites  qui  coupent  respective- 
ment la  bissectrice  de  l'angle  A  au  point  E  et  le  côté  AC  au  point  F,  EF  sera 
parallèle  à  BC 

346.  Par  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  on  mène  une 
parallèle  à  AB  qui  rencontre  AC  en  E,  puis  une  perpendiculaire  à  AB  qui 
rencontre  en  F  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  le  point  A  ;  démontrer  que 
EF  est  parallèle  à  BC. 

347.  Si  trois  côtés  non  consécutifs  d'un  hexagone  inscrit  sont  égaux,  les 
triangles  qu'on  forme  en  joignant  les  sommets  de  rang  pair  et  les  sommets 
de  rang  impair  sont  égaux.  Il  en  est  de  même  des  triangles  qu'on  forme  en 
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prolongeant  les  côtés  de  rang  pair  et  les  côtés  de  rang  impair.  Ces  quatre  tri- 
angles sont  équiangles.  Les  triangles  formés  par  un  côté  de  l'hexagone  et  les 
prolongements  des  côtés  qui  y  aboutissent  sont  aussi  équiangles  entre  eux. 

'M8.  Si,  dans  un  hexagone  inscrit  ABCDEF  les  côtés  opposés  sont  parallèles, 

1»  les  diagonales  AD.  BE  etCF  sont  égales; 

2°  les  triangles  ACE  et  BDF  sont  égaux  ; 

3°  les  triangles  formés  par  les  côtés  AB,  CD  et  EF,  BC,  DE  et  FA,  sont  équi- 
angles au  triangle  ACE; 

4^  les  angles  de  ces  triangles  sont  égaux  aux  compléments  des  moitiés  des 
angles  du  triangle  formé  par  les  diagonales  AD,  BE  et  CF,  s'ils  sont  tous  aigus  ; 
si  l'un  est  obtus,  il  sera  égal  à  un  droit  plus  la  moitié  de  l'angle  correspondant. 

349.  Si  on  prolonge  au  delà  des  sommets 

les  côtés  ABet  AC  de  longueurs        A  A'  =  AA"  =  BC, 
»        BC  et  BA  »  »  BB'  =  BB"  =  CA. 

»        CAetCB  »  »  ce  =-  CC"  =  AB. 

l'hexagone  A'A"B'B"C'C''  aura  ses  côtés  opposés  parallèles  et  sera  inscriptible 
dans  un  cercle  dont  le  centre  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC. 
35U.  Si,  par  les  sommets  d'un  triangle,  on  mène  des  droites  faisant  des  angles 
égaux  avec  h  s  côtés  parcourus  dans  le  même  sens,  le  triangle  qu'elles  forme- 
ront sera  équiangle  im  triangle  donné. 

351 .  Démontrer  qu'il  existe  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  deux  points  0  et 
0'  tels  que  l'angle  (  'AC  =  OCB  =  OBA  et  OC  A  =  O'AB  =  O'BC.  Le  premier  de 
ces  points,  qu'on  appelle  points  de  Brocart  du  triangle,  se  trouve  à  l'inter- 
section de  deux  circonférences,  l'une  tangente  en  B  au  côté  BC  et  passant  par 
A,  l'autre  tangente  en  C  au  côté  AC  et  passant  par  B.  Comment  détermine-t-on 
la  position  du  second  point  ? 

352.  Démontrer  que  si.  sur  AB,  BC  et  CA  on  décrit  des  segments  cajjables 
des  angles  B.  ('  et  A.  les  arcs  de  ces  segments  se  couperont  en  un  même  point 
qui  sera  l'un  des  points  de  Brocart  du  triangle  ABC.  Comment  obtiendra-t un 
le  second  point  de  Brocart? 

353.  Par  les  deux  sommets  A  et  B  d'un  triangle  inscrit  ABC,  on  fait  passer 
une  circonférence  tangente  à  AC,  par  A  et  C  une  circonférence  tangente  à 
AB  ;  si  0  vjst  le  second  point  d'intersection  de  ces  deux  circonférences  et  1)  le 
point  de  rencontre  de  AO  avec  la  circonférence  circonscrite,  on  aura  :  AO  = 
()D.  Si  par  A  on  mène  une  parallèle  à  BC,  qui  rencontre  en  F  la  circonférence 
.'\0C.  le  point  de  rencontre  de  HF  avec  la  circonférence  AOC  sera  l'un  dt  s 
points  de  Brocart  du  triangle  ABC  et  aussi  du  triangle  AGB,  G  étant  le  second 
point  de  rencontre  de  BC  avec  la  circonférence  AOC. 

.354.  Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  sont  perpendiculaires,  les  projec- 
jections  de  leur  point  d'intersection  sur  les  côtés  du  quadrilatère  sont  sur  une 
même  circonférence.  Quand  le  quadrilatère  est  inscriptible  cette  circonférence 
passe  pir  les  milieux  des  côtés  du  (juadrilatère. 

355.  Si,  par  les  sommets  d'un  triangle,  on  mène  trois  droites  parallèles,  les 
symétriques  des  hauteurs  par  rapport  a  ces  droites  se  coupent  en  un  même 
point  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 

35(1.  Si.  par  l'extrémité  D  du  diamètre  Al)  du  cercle  circonscrit  au  trianjile 
ABC,  on  mène  une  tangente  à  la  circonférence,  qui  rencontre  en  E  et  F  les 
côtés  AB  et  AC,  le  quadrilatère  EBCF  est  inscriptible. 

357.  D'un  point  E  de  la  hauteur  AD  du  triangle  ABC,  avec  EB  pour  rayon, 
on  décrit  une  circonférence  qui  coupent  B("  en  F  et  rencontre  en  G  la  perpen- 
diculaire à  AB  menée  par  B;  démontrer  que  FG  est  parallèle  à  la  droite  qui 


120  GÉOMETEIE 

joint  le  point  A  au  point  où  la  parallèle  à  BC,  menée  par  E,  rencontre  la 
droite  BG. 

358.  Si,  par  le  point  milieu  M  de  l'arc  (BC),  on  mène  les  perpendiculaires 
MD  et  ME  aux  côtés  de  l'angle  inscrit  BAC,  on  a  :  BD  =  CE. 

359.  Si,  sur  les  prolongements  d 'une  corde  AB.  on  prend  les  longueurs  égales 
AC  =  BD  et  si,  par  C  et  D,  on  mène,  de  côtés  différents  de  la  corde,  des  tan- 
gentes, la  droite  qui  joindra  les  points  de  contact  passera  par  le  milieu  de  AB. 

360.  Quand  deux  circonférences  0  et  C  sont  tangentes  extérieurement  en  A, 
si  B  et  D  sont  les  points  de  contact  de  l'une  des  tangentes  communes  exté- 
rieures : 

1°  la  circonférence  décrite  sur  OC  comme  diamètre  passe  par  le  milieu 
deBD; 

2»  A  est  le  milieu  de  la  projection  EF  de  BD  sur  OC; 

3o  le  segment  perpendiculaire  AP  mené  de  A  à  BD,  est  égal  à  la  moitié  de 
EF; 

4°  les  angles  EPF  et  BAD  sont  droits  et  leurs  côtés  sont  parallèles  deux  à 
deux 

361.  Si.  du  point  D  de  rencontre  des  tangentes  menées  en  B  et  C  à  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle  ABC,  on  mène  des  perpendiculaires  aux  côtés 
du  triangle,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  et  le  point  D  sont  les  sommets 
d'un  parallélogramme. 

362.  Si  deux  circonférences  0  et  0'  se  coupent  en  A  et  B,  et  si  D'  est  le  point 
où  OA  coupe  la  circonférence  0'.  D  le  point  où  O'A  coupe  la  circonférence  0,  le 
pentagone  BOD'DO'  est  inscriptible.  Si  on  mène  OC  parallèle  à  O'A  et  O'D 
parallèle  à  OA,  les  trois  points  C.  A,  D  sont  en  ligne  droite. 

363.  Parle  sommet  D  d'un  parallélogramme  ABCD,  on  mène  une  droite  DE; 
trouver  sur  cette  droite  un  point  P  tel  que  les  angles  APB  et  CPD  soient 
supplémentaires. 

364.  Sur  un  segment  donné  on  peui  construire  du  même  côté  six  triangles 
équiangles.  Les  sommets  de  ces  triangles  sont  une  même  circonférence. 

365.  Si,  par  un  point  I,  on  mène  des  segments  lA',  IB'et  IC,  respectivement 
égaux  et  parallèles  aux  côtés  BC,  CA  et  AB  du  triangle  ABC,  et  de  même  sens, 
le  triangle  A'B'C'sera  constant  quelle  que  soit  la  position  du  point  1. 

366.  Si,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit  des  triangles  A'BC, 
AB'C  et  ABC,  égaux  à  ABC,  les  circonférences  circonscrites  à  ces  triangles  se 
coupent  en  un  même  point  par  lequel  passent  les  droites  AA',  BB',  CC. 

Si  on  prolonge,  jusqu'à  leur  rencontre  en  C",  les  côtés  égaux  AB'  et  BA',  la 
droite  CC"  passe  par  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  divise 
en  deux  parties  égales  l'angle  AC'B  ;  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
AC"B  passe  par  le  point  0. 

367.  Dans  le  triangle  ABC  inscrit  dans  le  cercle  0,  si  A'  et  C  sont  les  milieux 
de  CB  et  de  BA,  la  droite  A'C'  passe  par  le  point  de  contact  de  la  tangente 
menée  de  A  à  la  circonférence  (0,  OA'). 

368.  B  étant  le  plus  grand  des  deux  angles  à  la  base  BC  d'un  triangle  ABC, 
si  on  mène  par  B  un  segment  BG  perpendiculaire  a  la  base  et  double  de  la 
hauteur  AD.  l'angle  GAG  sera  le  supplément  de  B  —  C. 

369.  Par  un  pomt  D  du  côté  AB  d'un  triangle  ABC,  on  mène  à  AB  une 
perpendiculaire  qui  rencontre  BC  en  E  et  CA  en  F;  par  E  et  F  on  mène  des 
perpendiculaires  à  CA  et  CB,  qui  se  coupent  en  H  et  rencontrent  AB  en  E'  et 
F';  démontrer  que  HC  est  parallèle  à  AB  et  que  E'F'  est  constant,  quelle  que 
soit  la  position  de  D  sur  AB. 
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370.  Si  on  prend  les  symétriques  du  pied  de  la  hauteur  A  A'  par  rapport  aux 
milieux  des  côtés  AB,  AC,  le  segment  qui  les  joint  passe  par  le  sommet  A  et  est 
égal  et  parallèle  à  BC. 

371.  Si,  dans  un  cercle,  quatre  cordes  AA',  BB',  CC  et  DD' sont  parallèles, 
les  six  points  d'intersection  de  AB  et  CD',  AC  et  B'C,  AD  et  B'C',...  sont  sur 
une  parallèle  à  A'A. 

Lieux  géométriques. 

372.  Touver  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  la  somme  de  leurs  dis- 
tances à  deux  droites  données  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

373.  On  t'ait  tourner  une  circonférence  autour  de  l'un  de  ses  points,  et,  dans 
chacune  de  ses  positions,  on  lui  mène  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée;  trouver  le  lieu  géométrique  du  point  de  contact. 

374.  Si,  des  différents  points  d'une  circonférence,  on  mène  des  segments 
parallèles  à  une  droite  donnée,  et  de  longueur  donnée,  quel  sera  le  lieu  des 
extrémités  de  ces  segments  ? 

375  D'un  point  d'une  circonférence,  on  mène  des  cordes  que  l'on  prolonge 
d'une  longueur  égale  à  elles-mêmes  ;  quel  est  le  lieu  des  extrémités  de  ces  cor- 
des? Si,  sur  ces  cordes,  on  décrit  des  triangles  équilatéraux,  quel  sera  le  lieu 
du  troisième  sommet  de  ces  triangles  ? 

376.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  segments  qui  joignent  un 
point  donné  aux  différents  points  d'une  circonférence,  et  celui  des  milieux  des 
cordes  interceptées  sur  les  sécantes  menées  par  ce  point? 

377.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  portions  des  parallèles  à 
1a  médiane  AD,  comprise  entre  ctiaque  côté  de  l'angle  droit  A  du  triangle  ABC 
et  le  prolongement  de  l'autre  ? 

378.  A  l'hypoténuse  BC  d'un  triangle  rectangle,  mi  mène  une  perpendi- 
culaire quelconque;  trouver  le  lieu  géométriqu»'  des  intersections  des  droites 
qui  joignent  B  et  C  aux  points  où  la  perpendiculaire  rencontre  les  côtés 
opposés  ou  leurs  prolongements. 

379.  On  donne  dans  un  cercle  deux  diamètres  rectangulaires  ;  par  l'une  des 
extrémités  de  l'un  d'eux,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la  circonférence 
en  Cet  l'autre  diamètre  en  1);  trouver  le  lieu  génmétriiiue  des  points  d'inter- 
section de  la  tangente  au  point  C,  avec  la  perpendiculaire  menée  en  I)  au 
diamètre. 

380.  Quel  est  le  lieu  géométrique  de  l'ortliocentre  des  triangles  de  même 
base  et  de  même  angle  au  sommet  ? 

381.  On  considère  la  série  des  triangles  de  même  base  BC  et  dont  la  somme  des 
côtés  AB  +  AC  est  constante;  trouver  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  per- 
pendiculaires menées  par  C,  aux  bissectrices  des  suppléments  de  l'angle  A. 

382.  Quel  serait  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires  menées 
par  C  à  la  bissectrice  de  l'angle  A,  si  AB  -  AC  était  constant  ? 

383.  D'un  point  quelconque  A  du  prolongement  du  diamètre  BD,  on  mène  la 
tangente  AC,  puis  la  bissectrice  de  l'angle  CAD;  trouver  le  lieu  géométrique 
du  pied  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre  à  cette  bissectrice. 

384.  Etant  donnés  deux  jiarallèles  et  un  point  A  sur  l'une  d'elles,  de  ce  point 
A  on  mène  une  sécante  quelconque  AB;  au  point  B  on  mène  la  perpendi- 
culaire BC  à  AB;  au  point  C,  on  forme  l'angle  ACM  =  2CAB,  puis  on  mène 
AM  perpendiculaire  à  CM;  trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M. 


122  GEOMETllIE 

385.  Si,  d'un  point  quelconque  d'un  arc  (AB),  on  mène  un  segment  perpen- 
diculaire à  la  corde  AB,  et  qu'avec  ce  segment  pour  rayon,  on  décrit  une 
circonférence,  quel  sera  le  lieu  géométrique  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  par  B  et  A  à  cette  circonférence? 

386.  Si,  l'on  joint  deux  points  fixes  A  et  B  d'une  circonférence  à  deux  autres 
points  C  et  D,  quel  sera  le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  R  des  droites 
AC  et  RD,  lorsque  les  points  C  et  D  se  déplacent  sur  la  circonférence,  la  lon- 
gueur de  l'arc  (CD)  restant  constante?  Quel  sera  le  lieu  géométrique  du  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  CRD  ? 

387.  Si,  par  l'un  des  points  A  d'intersection  de  deux  circonférences,  on  mène 
deux  sécantes  rencontrant  les  circonférences  en  C  et  B,  Cet  B',  quel  sera  le 
lieu  du  second  point  d'intersection  des  circonférences  circonscrites  aux  tri- 
angles CAB'  etC'AB? 

388.  On  trace  une  corde  MN  parallèle  au  diamètre  AB  tt  l'on  prend  sur  AN 
une  longueur  Al  =  MA;  quel  est  le  lieu  des  points  I  ? 

38y.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  des  tangentes  paral- 
lèles à  une  droite  donnée,  menées  aux  différentes  circonférences  tangentes  à 
une  droite  donnée  en  un  point  donné? 

390.  On  donne  le  sommet  A  et  l'orthocentre  H  d'un  triangle  ABC  ;  le  sommet 
B  est  mobi  le  sur  une  droite  donnée  AZ  ;  démontrer  que  : 

\o  le  centre  du  cercle  circonscrit  décrit  une  droite; 
2°  le  centre  du  cercle  des  neufs  points  décrit  aussi  une  droite  ; 
3"  la  droite  qui  joint  les  pieds  dos  hauteurs  AA'etBB',  passe  par  un  point  fixe; 
4°  le  point  P  d'intersection  des  tangentes  menées  par  A  et  C  à  la  circonfé- 
rence circonscrite  décrit  une  droite 

391.  Deux  cordes  AC  et  BD  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  par  A,  on 
mène  une  corde  AP  qui  coupe  BD  en  Q;  quel  est  le  lieu  géométrique  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  DPQ? 

392.  Si  un  carré  se  meut  de  manière  que  les  extrémités  de  l'une  des  diago- 
nales s'appuient  sur  deux  droites  rectangulaires,  qu.l  sera  le  lieu  des  extré- 
mités de  l'autre  diagonale  ? 

.393.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  droites  qui 
joignent  les  extrémités  d'un  diamètre  fixe  AB  aux  extrémités  de  deux  rayons 
mobiles  et  perpendiculaires  l'un  à  Pautre. 

394.  Deux  circonférences  se  coupent  en  A  et  B;  sur  l'une  d'elles  on  prend  un 
point  P  et  sur  l'autre  un  point  Q  ;  démontrer  que  le  point  d'intersection  des 
bissectrices  des  angles  PAQ,  PBQ  décrit  une  circonférence  passant  par  A  et  B. 

395.  Si  des  triangles  ont  un  angle  C  commun  et  des  bases  égales,  les  ortho- 
centres  de  ces  triangles  se  trouvent  sur  une  circonférence  dont  le  centre 
est  C. 

396.  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  de  deux  circonférences 
tangentes  extérieurement  et  tangentes  à  deux  droites  données  en  deux  points 
donnés. 


LIVRE  III 


LES  PROPORTIONS  DES  FIGURES 
MESURE  DES  SEGMENTS  RECTILIGNES 

183.  Segments  commensurables.  —  Multiplier  un  segment 

rectiligne  A  par  un  nombre  entier  m,  c'est  faire  la  somme  (36,  III) 

de  m  segments  consécutifs  égaux  au  segment  A.  Si  M  est  le  segment 

obtenu  on  écrit  ; 

M  =  mA. 

m 
Multiplier  un  segment  A  pai-  une  fraction  —,  c'est  faire  la  somme 

■de  »?  segments  égaux  à  la  partie  aliquote —A  ilu  segment   A   (93). 


■Ou  éciit 


M  =  —  A. 

Il 


Dans  les  deux  cas,  il  existe  un  segment  compiis  un  nombre  entier 
de  fois  dans  les  segments  A  et  M.  Ainsi,  dans  le  premier  cas,  le 
segment  A  est  contenu  exactement  m  fois  dans  M  et  1  fois  dans  A  ; 

dans  le  second,  le  segment— A  est  comi)ris  m  fois  dans  M  et  ii  fois 

dans  A.  On  dit  que  les  segments  M  et  A  sont  coinniensu.rables  et 
le  segment  contenu  un  nombre  entier  de  fois  dans  les  segin<^nîs  M  et 
A  est  une  commune  mesure  de  ces  deux  segments. 

Toute  partie  aliquote  du  segment    -  A  est  comprise  un  nombre  entier  de 

fois  dans  les  segments  M  et  A  qui  sont  des  multiples  de  —  A;  cette  partie  ali- 
quote est  donc  aussi  une  commune  mesure  des  segments  M  et  A.  Ainsi,  deux 
segments  qui  ont  une  commune  mesure,  en  ont  une  infinité. 

Si  les  deux  segments  n'ont  pas  de  commune  mesui-e,  ils  sont  dits 
incommensurables. 

PROBLÈME  I 

184.  —  Trouver  une  conunune  mesure  de  deux  segments, 
s'ils  en  ont  une. 

La  solution  est  la  même  que  celle  du  problème  n*^  132. 
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On  démontre  aussi  comme  au  n°  132  que  : 

Si  deux  segments  sont  commensurables.  on  parvient  toujours  dans  la  suite 
des  constructions  nécessaires  à  la  recherche  d'une  commune  mesure,  à  un 
reste  contenu  un  nombre  entier  de  îois  dans  le  précédent  ;  si  les  segments  sont 
incommensurables,  les  restes  finissent  par  devenir  et  rester  moindres  que  tout 
segment  donné,  si  petit  qu'il  soit. 

185.  Rapport  de  deux  segments.  —  On  appelle  rapport  de 

deux  segments  A  et  B  et  l'on  désigne  par  l'écriture  p-,  le  nombre 

par  lequel  il   faut   multiplier  (183)  le  segment  B.   pour  obtenir  le 
segment  A.   Suivani   qu'on  obtient  le  segment  A  en  multipliant  le 

segment  B  par  l'entier  m  ou  par  la  fraction  —  ,  ou  a  : 

A  A        m 

^  =  m         ou  ^  =  — 

B  B        n 

1)1 
A  et  B  sont  les  deux  termes  du  rapport  et  m  ou  — en  est  la  valeur. 

n 

Dans  le  premier  cas,  le  segment  B  est  une  commune  mesure  entre 

les  segments  A  et  B  qui  la  contiennent  respectivement  m  et  I  fois; 

dans  le  second  cas,   le  segment  — B,  nai'tie  ali(iUote  de  B,  est  une 

n  ^ 

commune  mesure  entre  A  et  B  (jui  la  contiennent  respectivement 

m  et  n  fois.  Les  égalités 

A  w  k        m 

-  =  wi  =  —         et         ^  =  - 
B  1  B        w 

montrent  que  le  rapport  de  deux  segments  commensurables  a  pour 

valeur  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  les  nombres  de  fois 

que   ces   deux   segments    contiennent    respectirement   une   commune 

mesure. 

A 

On  peut  démontrer  que  la  valmir  du  rappoit  çr  est  indépendante 

du  choix  de  la  commune  mesure. 

186.  Segments  incommensurables.  —  On  peut  répéter  ici  sur  le  rapport 
de  deux  segments  incommensurables,  ce  qu'on  a  dit  du  rapport  de  deux  arcs 
incommensurables.  (Voir  n"^  1.34.) 

THÉORÈME  I 

187.  —  On  ne  change  pus  lu  valeur  dv.  rapport  de  deux  seg- 
ments A  et  B,  qunrid  on  remplace  les  termes  A  et  B  de  ce  rapport, 
par  les  rappot^ts  de  ces  segments  à  un  troisième  segment  C. 

La  démonstration  est  la  même  que  celle  du  théorème  ii°  135. 

188    Mesure  d'un  segment.  —  La  mesure  (136)  d'un  seg- 

A 

ment  A  est,  |)ar  définition,  la  valeur  du  rapport  y;  de  ce  seiiinent  à 


I 
1 
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un  autre  segment  U,  choisi  arbitrairement  comme  unité.  Il  en  résulte 
que  la  mesure  d'un   segment  A,  commensurable  avec   l'unité  \J,  est 

un  entier?»  ou  une  fraction—  (185).  Le  nombre  ainsi  obtenu  expri- 

me  la  longueur  du  segment  mesuré  avec  l'unité  U  (4). 

En  théorie,  quand  ou  parle  de  la  longueur  des  segments  qui 
entrent  dans  une  figure  géométrique,  on  sous-entend  en  général 
qu'ils  ont  été  mesurés  avec  une  unité  tout  à  fait  arbitraire,  qu'il  est 
inutile  de  spécifier,-  en  pratique,  on  emploie  les  unités  de  longueur 
du  système  métrique. 

189.  Remaeque.  —  En  vertu  du  Théorème  I  (187),  on  peut  écrire  : 

A_ 
A  U 

B  ~     B^' 

On  peut  donc  remplacer  le  rapjtort  de  deux  segments  j)ar  le  rapport 
de  leurs  mesures  prises  avec  la  même  unité. 

Cette  remarque  est  importante.  Si  l'on  a  pu  établir,  pai'  exemple, 
que  le  rapport  de  deux  segments  A  et  B  a  la  même  valeui-  numé- 
lique  que  celui  de  deux  autres  segments  C  et  D,  on  posera  l'égalité 

^-^-      o) 

Soient  A',  B',  C,  D' les  mesures  respectives  de  ces  quatre  segments 
avec  une  même  unité;  ces  lettres  accentuées  désignent  donc  des 
nombres.  En  vertu  de  la  remarque  ci-dessus,  nous  pouvons  déduire 
de  l'égalité  (l)la  suivante 

A'        C 

T?  -  ÎF •         (^» 

Celle-ci  est  une  proportion  numérique,  dans  le  sens  qu'on  a  vu 
en  arithmétique,  et  ou  peut  lui  faire  subir  les  transformations  con- 
nues et  notamment  la  suivante  : 

A'  X  D'=  B'  X  C.         (3) 

A  ces  transformations  correspondent  des  ti-ansformations  analo- 
gues que  Von  effectue  directement  sur  la  proportion  (l)  et  dont  nous^ 
préciserons  plus  loin  le  sens,  en  les  justifiant. 

AIRE  DES  POLYGONES 

DÉFINITIONS 

190.  —  I.  L'étendue  d'une  surface  limitée  est  appelée  l'aire  de 
cette  surface  (3). 

IL  Deux  figui'es  planes  dont  les  aires  sont  égales  sont  dites  équi- 
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valentes  (11,  2").  Deux  figures  égales  sont  nécessairement  équi- 
valentes. 

m.  Par  une  ligne  tracée  sur  une  surface  limitée  A,  on  peut  tou- 
jours diviser  cette  surface  en  deux  parties  B  et  C;  la  surface  totale 
est  appelée  la  somme  des  surfaces  partielles  et  on  écrit  (11)  : 

A  =  B  f  C. 

Cette  égalité  doit  s'entendre  aussi  des  aires  de  ces  surfaces;  on  peut 
alors  y  remplace!"  un  terme  quelconque  par  Taire  d'une  surface 
équivalente. 

Chacune  des  surfaces  partielles  est  appelée  l;i  différence  entre 
la  surface  totale  et  l'autre  surface  partielle.  On  écrit  : 

B  =  A-C        et        C  =  A  — B. 

Ces  égalités  doivent  s'entendre  aussi  des  aires  de  ces  surfaces. 

1\  .  Chacune  des  surfaces  B  et  C  est  une  portion  de  la  suiface 
totale  A.  On  dit  de  chacune  qu'elle  est  plus  petite  que  A  et  que 
A  est  plus  grande  que  chacune  d'elles,  et  l'on  écrit  : 

B  <  A        et         A  >  B. 

Ces  inégalités  iloivent  s'entendre  aussi  des  aires  de  ces  surfaces. 

V.  Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposons  qu'il  s'agit  de  surfaces 
limitées  planes  situées  dans  un  même  plan. 

Par  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  à  l'alinéa  III.  on  comprend  aisément 
ce  qu'il  faut  -'ntendre  par  i^omme  d<'  p.lusiours  surfaces  limitées 
planes  situées  dans  un  même  plan  (ou  de  plusieurs  aires). 

Si  une  suiface  M  est  la  somme  de  m  surfaces  A,  on  écrit 

M  =  m  A         et         A  =  —M. 

m 

M  est  un  multiple  de  A  et  i-éciproquenient  A  est  une  partie 
aliquote  de  M.  Ces  égalités  doivent  s'entendre  aussi  des  aires  de 
ces  surlaces. 

VI.  On  peut  répétei'  pour  deux  surfaces  planes  limitées  A  et  B,  ce 
qui  a  été  dit  au  cha|)itre  précédent  >ui'  deux  segments  et  établir 
ainsi  la  uotictn  de  rapport  de  deux  suifaces  ou  de  deux  aires 
et  celle  de  mesure  de  l'aire  d'une  surface  plane  limitée.  Les 
o|)érati()ns  graphiques  indiquées  au  n°  132  pour  deux  segments  ou 
deux  arcs  sont  commodes;  elles  deviennent  à  peu  près  imprati- 
cal)les  pour  deux  surfaces.  Aussi  ramène-t-on,  comme  nous  allons 
le  voii-,  la  mesure  de  Taiie  d'une  surface  limitée  plane  à  celle  de 
certains  segments  lectiligues: 

191.  —  La  hauteur  d'un  parallélogramme,  d'un  tra]ièze,  d'un 
rectangle,  est  le  segment  pei-))endiculaire  mené  entre  deux  côtés 
parallèles;  ces  côtés  sont  aloi's  appelés  bases. 
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192.  —  Le  rapport  des  aires  de  deux  rectangles  qui  ont  des 
hauteurs  égales,  est  égal  au  rapport  de  leurs  bases. 

Soit  (fig.  lH5):a  =  -CD  mie  ])ai'r-ie   aliquote  quelconque  de   la 

base  CD  du  rectangle  R.,  et  portons 
sur  la  l)ase  AB,  de  A  vers  B,  cette 
partie  aliquote.  La  base  AB  con- 
tiendra un  certain  nombre  m  de  fois 
cette  partie,  plus  un  reste  moin- 
die  que  a  et  qui  sera  nul  si  ABet  CD 
D  sont  commeusurables  et  si  le  seg- 
ment a  est  une  commune  mesui'e. 


I  I 

I  I 

1  I 

a  I  I 


A 

m. 

Fig. 

B        C 

135. 

a 

On 

aura  < 

lonc 

m 

n 

AB    ^  m  +  1 
-  CD  ^       n 


(1) 


A  chacun  des  segments  a  marqués  sur  les  deux  bases,  correspond 
un  rectangle  r  et  ces  rectangles  r  sont  égaux.  Le  rectangle  II-,  en  con- 
tiendra n  et  le  rectangle  Rj  en  contiendra  w,  plus  un  reste  moindre 
que  r  et  qui  pourra  être  nul.  On  aura  donc 

''' (2) 


-  R.  ^ 


n   ^  i\.,  n 

Des  relations  (1)  et  (2)  on  déduit  (  143)  : 

R,  _  AB 
R,  ^  CD' 

RemaRv^ue.  —  On  énonce  aussi  1p  théorème  plus  biièvement  en 
disant  :  deux  recta)igles  de  Jaiulciirs  (•gales  sont  entre  eux  eomme 
leurs  hases. 

Comme  ou  peut  prendre  comme  liases  doux  côtés  opposés  quel- 
conques, on  en  déduit  que  :  deux  recinngles  de  hases  égales,  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs. 
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193.  —  Le  rapport  des  aires  de  deux  rectangles  quelconques 
est  égal  au  produit  du  rapport  de  leurs  bases  par  le  rapport  de 
leurs  hauteurs. 


Considérons 
le  rectangle 


et  do  hauteur 


R.         de  base         J), 

V  R    ,  51  /'    ,  1t 

Construisons  le  rectani^lc  R"  de  base  //et  de  hauteur  Ji. 


h; 
h'. 
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On  aura  eu  vertu  du  théuièmc  précédent 

R"  ~  b'  ^^  K  ~  h' 

De  ces  pioportions  on  déduit  (189)  : 

.W~F  ^  1/ 
Remarque.    —    On  peut    encore  écrire    cette    dernièie    égalité 
-comme  suit  (189)  : 

^  _   hh_ 
R'  ~  h'h'' 
•et  l'on   peut  dire  que  deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux 
•comme  les  pro'luits  de  leurs  hases  par  leurs  hauteurs. 

194.  Aire  du  rectangle.  —  Le  théorème  précédent  conduit 
à  la  mesure  de  l'aire  du  rectangle. 


THEOREME  IV 

Laire  d'un  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa 
■hauteur. 

Considéions  deux  rectangles  R  et  R',  dont  les  bases  sont  respecti- 
vement h  1 1  &',  et  les  hauteuis  /;  et  h' ,  nous  aurons,  en  vertu  du 
théorème  III  : 

R__  _/>         h 
W  ~  h'  ^  7/ 

Prenons  comme  unité  d'aiie  celle  du  rectangle  R'  dont  la  base 
h'  et  la  hauteur  h'  sont  égales  à  l'unité  de  longueur  (ce  rectangle  sera 
-donc  un  caiié).  Les  tiois  rapports  de  l'égalité  précédente  sont  alors 
respectivement  les  mesures  du  i-ectangle  R,  de  sa  base  h  et  de  i^a. 
hauteur  ]t.  On  en  conclut  que  :' 

La  mesiirr.  de  Vaire  d'un  rectangle  est  égale  au  produit  de  la  mesure 
de  sa  base  par  la  mesure  de  sa  hauteur; 
ou,  sous  une  foi'me  abrégée  : 

Vaire  d''un  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  écrit  : 

}l  =  bh. 

196.  Remarques.  —  I.  C'est  pour  ce  motif  que  le  produit  AB  k 
'CD  s'appelle  parfois  le  rectangle  des  deux  segments  AB  et  CD;  ce 
produit  leprésente  l'aire  du  rectangle  con.^truit  sur  ces  segments, 
l'un  comme  base  et  l'autre  comme  hauteur. 

IL  Un  carré  étant  un  lectangle  dont  les  côtés  sont  égaux,  l'aire 
du  carré  construit  sur  un  segment  AB  s'indique  donc  par  AB  x  AB, 
•ce  qu'on  éci-it  :   AB'  ;  c'est  de  là  que  vient  l'expression  :  carré  d'un 
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nombre,  pour  désigner  la  seconde  puissance  de  ce  nombre.  On  dit  de- 
même  :  le  carré  du  segment  AB.  Si  AB  =  a,  la  formule  est  :  C  =  a'- . 
III.  La  base  et  la  hauteui'  d'un  rectangle  s'appellent  les  dimen- 
sions du  lectangle.  On  peut  donc  énoncer  encore  le  théorème  pré- 
cédent en  disant  :  Vaire  (Vun  rectangle  est  égal  au  produit  rie  ses  deux 
dimensions. 

Application.  —  397.  L'aire  d'un  rectangle  est  de  9  hectares,  15  ares,. 
20  centiares;  quels  sont  ses  côtés,  s'ils  sont  entre  eux  comme  3  est  à  5? 

THÉORÈME  V 

196.  —  Tout  parallélogramme  est  équivalent  au  rectangle  de- 
même  base  et  de  même  hauteur. 

Les  triangles  rectangles  BEC  et  AFD  (fîg.   136)  sont  égaux,  car 
on  a  (101)  : 

BC  =  AD  et  BE  =  AF. 
Il  en  résulte  qu'en  retranchaut  (190,  III)  du 
quadrilatère  ABCF  l'un  ou  l'autre  de  ces  trian- 
gles, ou  obtient  des  restes  équivalents.  Or,  ces 
restes  sont  respectivement  le  parallélogramme 
ABCD  et  le  rectangle  ABEF. 

CoROLLATRE.  —  Les  parallélogrammes  qui  ont  des  hases  égales  et 
des  hauteurs  égales  sont  équivalents. 

Car  ils  sont  équivalents  au  rectangle  de  même  base  et  de  même 
hauteur.  On  peut  démontrer  ce  corollaire  directement,  comme  on  l'a 
fait  du  théorème  V. 

197.  Aire  du  parallélogramme.  —  Le  corollaire  précédent 
conduit  à  la  mesure  de  l'aii'e  dn  parallélogiamme. 

THÉORÈME  VI 

Uaire  d'un  parallélogramme  est  égale  au  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

Le  parallélogramme  ABCD  (fig.  136)  est  équivalent  au  rectangle 
ABEF,  qui  a  même  base  AB  et  même  hauteur  BE  (196);  or,  l'aire 
de  celui-ci  a  pour  mesure  AB  x  BE  (194);  donc  AB  x  BE  mesure 
aussi  l'aire  du  parallélogramme  ABCD.  La  formule  est  :  P  =  hh. 

Corollaire.  —  Les  parallélogrammes  de  hases  égales  sont  entre 
eux  comme  IcAirs  hauteurs,  et  les  parallélogrammes  de  hauteurs  égales 
sont  entre  eux  comme  leurs  hases . 

Ce  corollaire  estune  conséquence  immédiate  des  théorèmes  II  et  V. 


130  GÉOMÉTRIE 

Applications.  —  398.  Si,  sur  deux  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle,  on  construit 
des  parallélogrammes  ABDE  et  ACFG,  qu'on  prolonge  les  côtés  DE  et  FG 
jusqu'à  leur  rencontre  en  H,  qu'on  joigne  AH.  puis  qu3  par  les  jioiiits  B  et  C 
on  niène  des  parallèles  BK  et  CL  à  AH  jusqu'à  leur  rencontre  avec  DE  et  FG, 
la  figure  BKLG  sera  un  parallélogramme  équivalent  à  la  somme  des  paral- 
lélogrammes ABEDet  ACF'G. 

399.  Diviser  un  parallélogramme  en  deux  parties  équivalentes  par  une 
droite  parallèle  à  une  droite  donnée. 

THÉORÈME  Vil 

198.  —  Tout  triangle  pst  ta  moitié  d'un  pnrallélogramnie 
de  même  base  et  de  'mêine  hauteur. 

Soit  le  triangle  ABC  (lig.  1.37).  Coustniisous  le  parallélogramme 
^  D     ABCD.  Les  triangles  ABC  et  ACD  sont  égaux; 

1       7^        ^       7      ^®  triangle  ABC  est  doue  la  moitié  (190,  V)  du 
I    /     :   \     '    /  parallélogramme  ABCD,  et  j)ar  suite  de  tous 

I  /      :  \/  ^^^    paralléli 'grammes  de   même    base   et   do 

B        H  C  mémo  hauleui- (  196,  CoE.) 

Fig.  137.  Corollaire  I.  —  Totd  triangle  ABC  est  la 

moitié  du  vpctanglc  qui  a  même  hase  et  mente 
hauteur;  car  ce  rectangle  est  équivalent  au  parallélogramme  ABCt) 
1196). 

Corollaire  11.  —  Tous  les  triangles  qni  ont  des  hases  t'gales  et 
des  hauteurs  égales,  sont  équivalents  :  et  si  des  triangles  ayant 
même  hase  ont  leurs  sommets  sur  une  parallèle  à  la  hase,  ils  sont 
équivalents.  Doue  : 

Le  lieu  géométrique  des  sommets  des  triangles  de  même  base  et  de 
même  aire,  est  formé  de  deuoc  peirallêles  à  la  base. 

Applications.  —  400.  Dans  un  parallélogramme  ABCD,  on  marque  E  quel- 
conque sur  le  côté  AD,  puis  F  quelconque  sur  le  segment  BE.  Démontrer  que 
les  triangles  AFDet  CFE  sont  équivalents  (E.  M.). 

401.  Si,  ])ar  un  point  E  de  la  diagonale  AC  d'un  parallélogramme  ABCD, 
on  mène  des  parallèles  aux  côtés  du  parallélogramme,  les  deux  parallélo- 
grammes formés  dans  les  angles  Bet  D  seront  équivalents. 

4U2.  L'aire  d'un  quadrilatère  est  la  moitié  de  celle  du  parallélogramme 
que  l'on  obtient  en  nienant  par  ses  sommets  des  parallèles  aux  diagonales,  et 
double  de  celle  du  parallélogramme  que  l'on  obtient  en  joignant  deux  à  deux 
les  milieux  de  ses  côtés. 

403.  Si,  par  deux  points  D  et  D' de  la  base  BC  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des 
parallèles  DE  et  DF.  D'E'et  D'F'  aux  côtés  AB  et  AC,  et  qu'on  prenne  un  point 
quelconque  M  de  la  base  BC,  la  somme  des  deux  triangles  ÂIEE',  MFF' sera 
équivalente  au  triangle  ADD'. 

404.  Si  l'on  mène  les  diagonales  d'un  trapèze,  les  deu.\  triangles  qu'elles 
forment  avec  les  côtés  non  parallèles  sont  équivalents. 

405.  Découper  un  triangle  de  manière  à  former  un  triangle  égal  à  un  triangle 
donné  de  même  base  et  de  même  hauteur. 
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406.  Si  l'on  joint  le  sommet,  A  du  triangle  ABC  à  un  point  quelconque  D  de' 
BC  et  que  par  A  et  D  on  mène  deux  parallèles  quelconques,  elles  formeront 
avec  les  parallèles  à  AD  menées  par  B  et  C  un  parallélogramme  double  du- 
triangle  ABC. 

199.  Aire  du  triangle.  —  Le  thérorème  précédent  conduit  à 
l'aire  du  triangle. 

THÉORÈME  VI 11 

L'aire  d'un  triangle  est  égale  au  demi-produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur. 

Car  le  triangle  ABC  (tig.  138)  est  la  moitié  du  parallélogramme 

ABCE,  oui  a  même  base  BC  et  même  hauteur 
A                      E 
/<;;- 7      AI)  (198)  ;  01',   l'aire  de  ce  parallélogivimnie 

/;     N^^  /       est  égale  à  BC  x  AI);  doue  celle  du  ti-iangle 

/    ;         \.     /         est  égale  à  jBC  X  AD.La  formule  est:T  =  ^  ?>/i. 

g       D  c  Corollaire.  —  Deux  triangles  de  hauteurs 

Fig.  138.  égales  sont  entre  eux  comme  leurs  hases,   et 

deux  triangles  de  hases  égales  sont  entre  eux 

comme  leurs  hauteurs. 

Applications.  —  407.  Démontrer  (ju'un  triangle  est  équivalent  à  un  rec- 
tangle de  môme  base  et  dont  la  hauteur  est  la  moitié  de  celle  du  triangle. 

408.  Si,  par  le  milieu  de  chaque  diagonale  d'un  qiiadrilatère,  on  mène  une 
parallèle  à  l'autre  diagonale,  et  si  l'on  joint  le  point  d'intersection  de  ces 
parallèles  aux  milieux  des  quatre  côtés  du  quadrilatère,  le  quadrilatère  sera 
partagé  en  quatre  parties  équivalentes. 

409.  Si,  par  les  sommets  A,  B  et  C  d'un  triangle  inscrit,  on  mène  des  dia- 
mètres qui  rencontrent  la  circonférence  en  A',  B',  C,  l'aire  de  l'hexagone 
AB'CA'BC  sera  double  de  celle  du  triangle  (le  centre  du  cercle  est  supposé  à 
l'intérieur  du  triangle). 

410.  P  étant  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  parallélogramme  ABCD,  démon- 
trer que  le  triangle  PBD  est  équivalent  à  la  somme  des  triangles  PAB  et  PBC 

411.  Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  inégaux  et  (^u'on  ajoute  à  chacun 
d'eax  la  hauteur  correspondante,  la  plus  grande  somme  correspondra  au  plus 
grand  côté. 

412.  Partager  un  parallélogramme  en  trois  parties  équivalentes  par  des  seg- 
ments menés  d'un  de  ses  sommets. 

413.  Etant  donné  un  rectangle  ABCD,  si,  sur  BC  et  CD,  on  prend  les  points 
E  et  F,  la  surface  du  rectangle  sera  équivalente  au  double  de  la  surface  du 
triangle  AEF  plus  le  rectangle  construit  sur  BEet  DF. 

414.  Si  on  prolonge  dans  un  même  sens  de  rotation  les  côtés  d'un  triangle 
ABC  de  longueurs  CA',  AB' et  BC  respectivement  égales  à  ces  côtés,  le  tri- 
angle A'B'C  sera  équivalent  à  7  fois  le  triangle  ABC  et  aura  même  centre  de 
gravité. 

En  général  si  CA',  AB'et  BC  valent  n  fois  les  côtés  du  triangle,  les  triangles 
B'CA',  CAB'  et  A'BC  seront  équivalents;  G  étant  le  centre  de  gravité  du  tri- 
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angle  ABC,  les  triangles  GBC,  GCA'  et  GAB'  sont  équivalents,  de  même  que 
les  triangles  GA'B',  GB'C  et  GCA'  et  G  est  aussi  le  centre  de  gravité  du  tri- 
angle A'B'C. 

200.  Aire  du  trapèze.  —  Ou  peut  rol)teuir  eu  décomposant 
le  trapèze  en  deux  triangles,  par  une  diagonale. 

THÉORÈME  IX 

l/aire  d'un  trapèze  est  égale  nu  p7^oduit  de  la  demi-sotnme 
■des  bases  par  la  hauteur. 

Menons  la  diagonale  AC  (fig.   139);  l'aire  du  trapèze  ABCD  est  la 

somme  (190,  III)  des  aires  des  triangles 
ABC  et  ADC  qui  out  pour  bases  respec- 
tives, les  bases  AB  et  DC  du  trapèze; 
ils  ont  des  hauteurs  égales,  la  distance 
CH  des  deux  bases.  Ou  a  doue  pour 
Taire  S  du  trapèze  : 

S  =  I  AB  X  CH  +  ^  DC  X  CH 
=  \  (AB  +  DC)  X  CH.  (1) 


D 

C 

./ 

\  G 

P" 

Fig. 


H 
139. 


La  formule  est  donc  :  S  ^= 


fh^h' 


Corollaire.  —  L'aire  (Tun  trapèze  est  égale  au  produit  du  seg- 
ment qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles,  par  la  hauteur. 

Menons,,  par  le  milieu  E  du  côté  Al),  une  parallèle  EG  aux  bases 
-du  trapèze;  elle  passe  par  le  milieu  F  de  AC  (108)  et  pur  suite  par 
le  milieu  G  de  BC.  On  a  donc  : 

EF  =  \  DC        et        FG  =  \  AB. 
Donc    EG  =  EF  4-  FG  =  I  DC  4-  ^  AB  ="1  (AB  +  DC). 
Par  suite,  S'égalité  (1)  devient  : 

S  =  EGxCH. 

Applications.  —  415.  Etablir  le  théorème  /X  en  transformant  le  trapèze 
1°  en  un  parallélogramme  équivalent;  2^  en  un  rectangle  équivalent;  3"  en 
un  triangle  équivalent. 

416.  Partager  un  trapèice  en  parties  équivalentes  par  des  droites  menées 
d'un  point  donné,  ou  perpendiculaires  aux  bases.  Discussion. 

417.  Démontrer  que  le  triangle  DGA,  qu'on  forme  en  joignant  le  milieu  d'un 
des  côtés  non  parallèles  d'un  trapèze  ABCD  aux  extrémités  de  l'autre  côté  vaut 
la  moitié  du  trapèze.  Conclure  de  là  que  l'aire  d'un  trapèze  est  égale  au 
produit  de  l'un  des  côtés  non  parallèles  par  sa  distance  au  milieu  de 
Vautre  côté. 

418.  La  différence  des  triangles  formés  par  les  diagonales  d'un  trapèze  et 
l'une  ou  l'autre  base  est  équivalente  au  produit  de  la  hauteur  du  trapèze  par 
le  segment  qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

4!9.  Le  segment  perpendiculaire  mené  du  milieu  d'un  segment  donné 
à  une  droite  est  la  demi-somme  algébrique  des  segments  perpendiculaires 
menés  des  extrémités  du  tiegment  donné.  (On  convient  de  donner  des  signes 
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contraires  aux  distances,  à  une  même  droite,  de  deux  points  situés  de  part  et 
d'autre  de  cette  droite). 

420.  Le  segment  perpendiculaire  mené  à  une  droite  quelconque,  du  milieu 
du  segment  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère,  est  égal  à 
la  moyenne  arithmétique  des  distances  des  sommets  du  quadrilatère  à  la  droite. 

421.  Mener,  par  le  point  d'intersection  de  deux  circonférences,  une  corde 
qui  soit  divisée  en  ce  point  en  deux  parties  égales. 

422.  La  somme  des  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  côtés 
d'un  triangle,  est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit  plus  le  rayon  du  cercle 
inscrit. 

201.  Aire  d'un  polygone.  —  On  obtient  l'aire  d'un  polygone 
en  décomposant  celui-ci  en  triangles.  L'aire  du  polygone  est  la 
somme  (190,  III)  de.-^  .lires  de  ces  triangles. 

On  peut  elïectuer  la  décomposition  en  ti'iangles  en  menant  toutes 
les  diagoi;ales  qui  aboutissent  à  un  même  sommet  ou  enjoignant  un 
point  intérieur  à  tous  les  sommets.  On  pourrait  aussi  mener  une 
seule  diagonale,  puis,  des  différents  sommets,  des  segments  perpen- 
diculaires à  cette  diagonale;  le  polygone  serait  ainsi  décompose  eu 
triangles  et  en  trapèzes  reciangles. 

THÉORÈME  X 

202.  —  Le  carfé  construit  sur  In  somme  de  deux  segments  est 
équivatent  à.  la  somme  des  carrés  construits  sur  ces  segments, 
plus  deux  fois  le  rectangle  coïistruit  avec  ces  deux  segments. 

Soit  (fig.  140)  un  segment  AC,  somme  des  segments  AB  et  BC. 
ç  H       D        Construisons  le  cairé  ACDE,  prenons  AF  =  AB 

et  menons  FG  parallèle  AC  et  BH  parallèle  à  AE. 
Le  carré  AEDC  est  divisé  en  quatre  parties. 
La  première  ABIF  est  le  cari-é  fait  sur  AB,  puis- 
que AF  =  AB.  La  seconde  IGDH  est  le  carié  fait 
sur  BC;  car  on  a  : 

^    ^.      ,''.     "^  AC=  AE     et     AB  =  AF; 

Fig    140.  ' 

d'où     AC- AB- AE— AFouBC  =  EF, 
mais  IG  =  BC     et     DG  =  EF, 

en  vertu  de  la  théoi'ie  des  parallèles;  donc  HIGD  est  égal  au  carré 
fait  sur  BC.  Ces  deux  parties  étant  retranchées  du  carré  total,  il 
reste  les  deux  rectangles  égaux  BCGI  et  EFIH,  dont  l'aire  a  pour 
mesure  AB  x  BC,  Ou  peut  donc  écrire  (190)  : 

(AB  +  BCj-  =  AB'  +  BC'  +  2AB  x  BC. 
Remarque.  —  Cette  égalité  correspond  à  la  formule  d'algèbio  : 

(a  +  },]■'=  a-  +  h^  -4-  2ah. 
Applications.  —  423.  Vérifier  géométriquement  la  formule  : 

(a  +  6  +  c)-  =  (r  -h  2ah  +  h^  +  2ac  +  2hc  +  c'-. 
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424.  Démontrer  l'égalité  des  rectangles  p]DGFet  HDCB  (flg-.  140)  et  faire  voir 
que  les  diagonales  du  premier  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  dia- 
gonales du  second. 

THÉORÈME  XI 

203.  —  Le  carré  construit  sur  la  difjérence  de  deux  segments^ 

est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  construits  sur  ces  segments,. 

moins  deux  fois  le  rectangle  construit  avec  ces  deux  segments. 

Ainsi  (fig.    141),   si  le  segment  AC  est   la  différence   des  deux 

segnaents  AB  et  BC,  on  aura  : 

ÂC-  =  (AB  —  BC)'  =ÂB'  +  BC'   -  2AB  x  BC. 
Constriiis(Mis    le   cai'ré   ABIF,    prenons  AE   =   AC,    menons   CG 
parallèle  à  Bl  et  HEK  parallèle  à  AB  et  achevons  le  carré  EFLK. 

L'aire  des  deux  rectangles  égaux  CBKi  et  GLKD  a  pour  mesure 
AB  X  BC  ;  si  ou  les  retranche  de  la  figure  entière  ABILKEA,  qui  est 
la  somme  AB'  -|-  BC  ,  il  est  clair  qu'il  res- 
tera le  cairé  ACDE.   La  relation  ci-dessus 
est  donc  démontrée. 

Remarque.  —  Cette  égalité  correspond  à 
la  formule  d'algèhi-e  : 

(a  —  h)''  =a-  +  h^  —  2ah. 

Applk  ATioN.  —  425.  A,  B,  C,  étant  trois  points  en 
ligne  droite  et  M  le  milieu  de  AB,  on  a.  quelle  que 


E 

D 

1 

-  H 


Fig.  141. 
soit  la  position  du  pointe 

lo 

2° 


AC.CB  +  CM^  =  AM^  ; 
ÂC'  +  CB'  ^  2ÂM'  -1-  2CM^ 

THÉORÈME  Xll 


204.  —  Le  rectangle  construit  sur  la  somme  et  la  différence 
de  deux  segments  est  équivalent  à  la  différence  des  ca'>  rés  de 
ces  segments. 

Soient  (fig.  142),  deux  segments  AB  et  CB.  Construisons  le 
rectangle  AKLE  dont  la  base  AK  =  AB  +  CB  et  la  hauteur 
AE  =^  AB  —  CB.  Consti'uisous  ensuite  sur  AB  le  cai'ré  ABIF,  dans 
lequel  EF  =  BC. 

r  Cl  ^ 

Si,  par  le  point  C,  nous  menons  la  perpen- 
diculaire CG  à  AB,  le  rectangle  FEDG  sera 
égal  au  rectangle  BKLH,  puisque 

EF  =  BC  =  BK  et  ED  =  AC  =  LK; 
de  plus,  GIHD  sera  égal  au  carré  fait  sur  BC. 
Or,  le  rectangle  AELK  est  composé  des, 
deux  parties  : 
ABHE  +  BHLK  ^  ABHE  +  FEDG. 


D 

H 

Fig.  142. 
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Ces  deux  parties  fonueut  le  carré  ABIF  inoins  le  carré  DHIG,  qui 
est  égal  au  carré  fait  sur  BC.  Ou  peut  donc  écrire  : 

(AB  +  BC)  X  (AB  — BC)  -  ÂB'  -  BC'. 
Remarque.  —  Cette  égalité  correspond  à  la  foj'mule  d'algèbre  : 

(a  -f  h)  {a  —  b)  =  a'~  —  b'-. 
AppDirATioN.  —  42(:i.  Démontrer  géométriquement  les  égalités  : 
lo(a  +  &)6+^'  =  (|+6)'; 
2»  a{b-\-  c)  n-  àc  =  6  (a  +  c)  -f  ac. 


THEOREME  Xlll  (de  Pythagore) 

205  —  Le  carré  fait  sur  V hypoténuse  d'un  triangte  rectan- 
gle est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  faits  sur  les  dei<x 
autres  côtés. 

Soit  (fig.  143)  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A.  Construisons  des 

cai'i  es  sur  les  trois  côtés  et  menons,  du 
sommet  de  l'angle  droit  à  l'hypoténuse, 
le  segment  pei'pendiculaire  AD  que  nous 
prolongeons  jusqu'en  E.  Nous  décompo- 
sons ainsi  le  carré  cousti'uit  sui'  l'hypoté- 
nuse eu  deux  rectangles  BDEF  etCDEG, 
qui  seront  l'espectivement  équivalents 
aux  carrés  ABHL  et  ACIK  construits 
sur  les  côtés  de  l'angle  droit. 

Pour  le  démontrer,  menons  AF  et  CH  ; 
les  deux  triangles  ABF  et  CBH  sont  égaux 
chacun  à  chacun  ;  car  : 

ABF  =  ABC  +  CBF  =  ABC  +  l£) 
et  CBH  =  ABC  +  ABH  ^  ABC  +  \B. 

Donc  ABF  =  CBH. 

D'autre  jiait,  : 

BA  =  BH        et        BC  =  BF, 
comme  côtés  d'un  carré.   Les  triangles  ABF  et  ABC  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  égaux  ;  ils  sont  égaux. 

Or,  le  triangle  ABF  vaut  la  moitié  du  rectangle  BDEF  (ou,  pour 
ab'-éger,  BE)  qui  a  même  base  BF  et  même  hauteur  BD  (198, 1).  Le 
triangle  HBC  vaut  pareillement  la  moitié  du  carré  AH;  car  l'angle 
BAC  étant  droit  ainsi  que  BAL,  AC  et  AL  sont  sur  une  même  droite 
parallèle  à  HB  ;  donc  le  tiiangle  HBC  et  le  carré  AH,  qui  ont  la 
base  commune  BH,  ont  aussi  même  hauteur  AB;  donc,  le  triangle 
vaut  la  moitié  du  carré. 
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De  ce  que  le  triangle  ABF  est  égal  au  triaugle  HBC,  on  conclut 
que  le  rectangle  BDEF,  double  du  triangle  ABF,  est  équivalent  au 
carré  AH,  double  du  triangle  HBC.  On  démontrera  de  même  que  le 
rectangle  CDEG  est  équivalent  au  carré  AI. 

Or,  BC'  =  BDEF  +  DCGE  ; 

donc  BC'  =  ÂB'+ÂC'. 

Corollaires.  I.  —  Le  carré  d'un  des  côtés  de  l'angle  droit  est 
équivalent  au  carré  de  Vhypoténuse  moins  le  carré  de  Vautre  côté,  ce 
qu  on  exprime  ainsi  : 

ÂB'  =BC'  —  ÂC'. 

n.  —  Le  carré  construit  sur  un  côté  de  V angle  dra-it  est  équivalent 
au  rectangle  construit  sur  Vhypoténuse  et  la  projection  de  ce  côté  stir 
VhypotJiénuse. 

On  a  : 

ÂB'  =  BDEF  =  BC  X  BD      et      Tc'  ==  DCGE  =  BC  x  DC. 

ni.  —  Le  carré  de  Vhypoténuse  est  au  carré  d^un  des  côtés  de 
Vanglc  droit  comme  Vhypoténuse  est  à  la  projection  de  ce  côté  sur 
Vhypotrnuse 

Ou  a  (192): 

BC'        BCGF       BC  ,        .  BC'       BC 

^=T.  =  i>,,T^,.  =  TTTv        et  de  même        =^  =■  rrr^- 
AB         BDEP        BD  AC        t)^ 

IV.  —  Les  carrés  des  deux  côtés  de  V angle  droit  sont  entre  eux 
comme  les  protections  de  ces  côtés  sur  Vhypoténuse. 

ÂB '  _  BDEF  _  BD 

'^"  ^  •  Âc'  "~  t><-'<^t:  ~  DC' 

V.  —  Le  carré  fait  sur  la  diagonale  d''un  carré  est  double  du  carre 
considéré. 

Soient  ABCD  un  carré  (fig.  144)  et  AC  une  diagonale.  Le  tiiungle 
ABC  étant  rectangle  et  isoscèle,  on  a  : 

ÂC'  --  ÂB'  4-  BC'  =  2ÂB'. 

On  peut  rendre  manifeste  cette  propriété  en  menant  par  les  point» 

A  et  C  des  parallèles  à  BD,  et  par  les  points  B  et  D  des  parallèles 

à  AC;  ou  formera  ainsi  le  caiié  de  AC.  Or,  on  voit   que   EFGH 

j^  0  g         contient  huit  triangles  égaux  à  ABE,  et  que 

j       y/'ST      '  ABCD  en  contient  quati-e;  donc,  le  carré  EFGH 

I  y^  :     \^'i  est  double  de  ABCD. 

^i\ "  —  "/!''  De  la  relation  précédente,  ou  tire  (190,  VI)  : 

l\   i  /    I  ÂC'       ^  ,,  .  AC       .  ,- 

E  B  F  AB  AD 

Fig.  144.  On  en  conclut  (186)  que  :  le  rapport  de  la  dia- 

gonale d'un  carré  à  son  côté  est  incommensurable. 
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Nous  établirons  plus  Unii  cette  propi'iété  par  une  auti'e  voie. 

VI.  —  Le  carré  de  la  hauteur  AD  est  équivalent  au  rectangle  des 
segments  BD  el  DC  qu'elle  détermine  sur  V hypoténuse. 

Car,  dans  le  ti'iangle  rectangle  ADB,  on  a 

ÂD'  =-  ÂB'  -  BD'  =  BDEF  —  BL)'. 

Or,  si  du  rectangle  BDEF,  nous  retranchons  le  cari'é  de  VA),  il  nous 
restera  un  rectangle  dont  les  côtés  seront  égaux  à  BD  et  DC  Donc, 

AD'  =  BD  X  DC. 

a\l  3 
Applications.   —  427.  Si  «  est  le  coté  d'un  triangle  équilatéral,    — L_    sera 

a''\l^ 
sa  hauteur  et     — ^ — -    son  aire. 
4 

428.  Si.  dans  un  cercle,  on  mène  deux  rayons  perpendiculaires,  la  somme 
des  carrés  de  leurs  projections  sur  un  diamètre  est  équivalente  au  carré  du 
rayon 

42'.t.  Si  deux  sécantes  sont  perpendiculaires  dans  un  cercle,  la  somme  des 
carrés  des  quatre  segments  est  équlvalenlp  an  carré  du  diamètre. 

430.  Si  dans  un  triangle  rectaii^'le  l'un  îles  angles  aigus  vaut  .30",  quel  sera 
le  rapport  des  carrés  construits  sur  les  deu.x  côtés  de  l'angle  droit? 

4.31.  Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  sont  perpendiculaires,  la  somme  des 
carrés  de  deux  côtés  opposés  est  équivalente  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés. 

4.32.  si,  dans  un  triangle  rectangle,  l'un  des  angles  aigus  vaut  gS), 
démontrer  directement  que  l'aire  dn  triangle  équilatéral  construit  sur  l'hypo- 
ténuse est  égale  à  la  somme  des  aires  des  triangles  équilatéraux  construits  sur 
les  deux  côtés  de  l'angle  droit. 

433.  Démontrer,  dans  la  tiguredu  théorème  XII 1,  que  : 
I"  les  trois  points  H,  A  et  I  sont  en  ligne  droite; 

2°  les  droites  H(^  et  AF  sont  perpendiculaires; 

3°  les  droites  AD,  AI:^  et  AC  jiassent  parles  milieux  de  LK,  HF  etGI. 

434.  L'aire  d'un  triangle  rectangle  est  égale  au  rectangle  des  segments 
déterminés  sur  l'hypoténuse  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit. 

THÉORÈME  XIV 

206.  —  l)(ins  un  iriongle,  le  carré  du  côté  opposé  à  un  angle 
aigu  est  équivalent  à  la  somme  d'-s  carrés  des  deux  autres  côtés, 
moins  deux  fois  le  rectangle  de  l'un  de  ces  côtés  et  de  la  projec- 
tion du  second  sur  te  pt  cmier. 

Soit  (fig.  145),  le  triangle  ABC,  dont  l'angle  C  est  aigu.  Menons 
f^         A^  le  segment  AD,  perpendiculaire  au 

côté  BC  et  distinguons  deux  cas  : 

1"  Le  [lied  de  la  perpendiculaire 
est  sur  le  côté  BC.  Le  triangle  l'ec- 
tangle  ABD  donne  : 

ÂB'  =Âr)'  4-  BD'.         (1) 
Mais  BD  =  BC  -  DC,  et  par  conséquent  (203)  : 

Cambier  et  Lambot.  —  Athénées.  o 
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BD'  =  BC'  -f  DC'  —  2BC  x  DC. 
Remplaçant  BD"  par  cette  valeur  dans  (l),  on  aura  : 
IB'  =  ÂD'  +  BC'  4- DC'  -  2BC  x  DC. 
Observant  enfin  que,  clans  le  triangle  ADC, 
ÂC'  =  rO'  -I-  DC', 
ou  aura  ;  ÂE'  =  ÂC'  +  BC'  —  2BC  x  DC. 

2°  Le  pied  de  la  perpendiculaire  AD  est  sur  le  prolongement  du 
côté  BC.  On  auia  encore  : 

AB'  =  .ÂD'  +  BT3'. 
Or,  BL)=CD— BC, 

d'où  Wf  =.  CD'  +  BC'  —  2BC  X  DC. 

En  remplaçant  et  observant  que  AD'  +  CD'  =  AC  on  en  con- 
clura de  même  : 

ÂB'  =11"  +  BC'  —  2BC  X  CD. 

Applications.  —435.  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC,  ai  DE  est  parallèle  à 
la  base  HC,  on  aura  la  relation  : 

BË'-'  ="ËC'  +  BC  X  DE. 

436.  Si  on  joint  les  deux  sommets  B  et  D  d'un  rectangle  ABCD,  à  un  point 
quelconque  E  de  la  diagonale  AC,  on  aura  : 

BË-  +  DE'  =  AË'  +~ËC'-'. 


437.  Les  côtés  d'un  triangle  sont  a,  b,  Sja-  -\-  b-  —  ab;  quelle  est  la  valeur 
de  l'angle  opposé  au  troisième  côté?  Même  question  si  les  côtés  valent  ; 
«2  +  a  + 1 ,  a-  —  ] ,  2a  +  1 . 

438.  Dans  un  triangle  ABC,  si  l'angle  B  vaut  45°,  le  carré  de  BC  sera  équi- 
valent r  2  fois  le  carré  de  la  moitié  de  AB  plus  2  fois  le  carré  de  la  distance  du 
milieu  de  AB  au  pied  du  segment  perpendiculaire  mené  de  C  à  AB. 

439.  Démontrer  (rig.  145j  que  Âb'  =ÂC''  +  BC  (BD  —  DC). 
44U.  M  étant  le  milieu  de  BC  (tig.  145),  si  MD  =  AC  —  AB,  on  a  : 

2BC  =  AC  4-  AB. 

THÉORÈME  XV 

207.  —  Dans  un  frinngle,  le  carré  dit  côté  opposé  à  un 
angle  obtus  est  équivalent  à  la  sormne  des  car)  es  des  deux 
autres  côtés,  plus  deujc  fuis  le  nclangle  île  l'un  de  ces  côtés 
et  de  la  projection  du  second  sur  le  pri-uiit^r. 

Soit  le  triangle  ABC  (fig.  146)  dont  l'angle  C  est  obtus.  Menons 
le  segment  AD  perpendiculaire  au  côté  BC  prolongé.  Le  pied 
de  la  perpendiculaire  ne  peut  pas  être  sur  le  côté  BC;  car  s'il 
était,  par  exemple,  en  E,  le  triaugie  ACE  aurait  à  la  fois  l'angle 
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(li-oit  E  et  Faugle  ol>tiis  C,  ce  qui  est  irapossilde  ;  doue  D  est  sur 
le  prolougeraeut  de  BC. 

Dans  le  triangle  rectangle  ADB,  on  a  : 

Jh'  ==Td'  +~Wf.  (i) 

BD  =  [)C  +  CB, 

BD'  =  DC'   f  "CB'  +  2CB  X  CD.  (202) 
Remplaçant  BD'   par   sa   valeur  dans  (1)   et 
observant  (pie.  dans  le  triangle  ACD,  AC^  =  AD    -\-  DC".  on  eu 
couclui-fi  : 

ÂB'  =  BC'  +  le:'  +  2CB  X  CD. 

IIemarqfe.  —  Il  résulte  des  trois  dernieis  théoièiues  que,  dans 
uu  tii  luglr  ABC,  suivant  qu'on  a 

A  <  \S)  on  aui'a  :  a~  <  h'^  -\-  C' , 

A -=  l£)  „  a^  =  b'^-{.c\ 

A  >  l£)  „  a'  >b--^c'. 

Applications.  —  441.  Les  côtés  d'un  triangle  sont  a,  b,  \J  a-  -4-  b-  +  o.b  ', 
quelle  est  la  valeur  de  l'angle  opposé  au  troisième  côté? 

442.  Quelle  est  la  nature  de  l'angle  opposé  au  plus  grand  côté  dans  les 
triangles  dont  les  côtés  sont  :  1"  3,  4,  5;  —  2o  4,  5,  6;  —  3°  4.  5.  7  ? 

443.  Une  échelle  est  placée  contre  un  mur  de  '.•  mètres  de  liauteur,  son  pied 
est  à  3  mètres  du  muret  la  distance  de  son  extrémité  au  faite  du  mur  est 
égale  à  sa  longueur;  quelle  est  cette  longueur? 

444.  Le  carré  d'une  médiane  d'un  triangle  est  équivalent  au  carré  de  la 
moitié  du  côté  correspondant  [ilus  le  rectangle  de  l'un  des  deux  autres  côtés 
et  de  la  projection  du  troisième  côté  sur  le  second. 

44.5.  Dans  un  quadrilatère,  la  différence  des  sommes  des  carrés  des  côtés 
opposés  est  équivalente  au  d(uible  rectangle  de  l'une  des  diagonales  et  de  la 
projection  de  l'autre  diagonale  sur  la  première. 

446.  Si,  dans  un  triangle,  k  s  trois  angles  sont  aigus,  la  somme  des  carrés 
des  trois  côtés  est  plus  grande  que  le  double  du  carré  du  diamètre  du  cercle 
circonscrit. 

THÉoRKMP:  XVI 

208,  —  Dans  un  triangle  ABC,  suivant  que  Von  a  : 

a^  <  b'  +  c\  a'  =  b'^  -[-  c\  a-  >  h^  +  c*, 

on  aura  aussi  .- 

A  <  l£).         A=  1£),         A  >  1£). 
Ce  theoieuie,   qui   coaiju'oud  les  réciproques   des   trois   derniers 
théorèmes,  s'établit  aiséiULnt  par  l'absurde. 

Ou  peut  donc,  connaissant  les  longueurs  des  trois  côtés  d'un 
triangle,  déterminer  la  u  iture  de  chacun  des  angles. 
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209.  —  Calculer  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  de  ses  trois  côtés. 

Désignons  par  a,  b,  c,  et  h  les  côtés  du  triangle  et  la  hauteur  correspondant 

^   au  côté  a  (fig.  147).  On  a,  pour 
l'aire  T  de  ce  triangle  { 1 99)  : 


-X  =  \ah. 


(1] 


donne 


CD 


Or,  h^  =  h-i  —  CD    et  l'on  est 
ramené  au  calcul  de  CD. 

l L_      Si    D  est  sur   BC,   la  relation 

C  D      (206): 

ci  =  ai  ^   b-  —  2a.  CD 

_  a^  +  ^~  —  c' 
"  20 


Si  D  est  le  prolongement  de  BC,  la  relation  (207)  : 
G^  =  a-  +  b'  +  2a.  CD 
donne  : 

c*  —  a-  —  b-  a-  4-  6"  —  c' 


CD 


2a  2a 

On  a  donc,  dans  les  deux  cas  : 

,2  _l-   b-   —  C2\2 


h-  =  b^-{ ^^ )   ={b  + 


a-  4-  b-  —  c~ 


2a 


){" 


a'~  +  b'^  —  c-' 
20 


d'où 


AD 


T  = 


=  ^^\ia  +  b)■'-c■^\\c^-{a-br[ 

par 
de  1 


=  T— ,  («  +  6  +  C)  fa  +  6  -  c)  (c  +  a  —  6)  (C  +  6  —  a)  ; 
4a" 


+  6  +  c)(a  +  6-c)(c+a  —  6)ic  +  6  — a). 


Remplaçons  h  par  cette  valeur  dans  la  formule  (1)  et  nous  obtiendrons, 
pour  l'expression  de  l'aire  du  triangle  en  fonction  des  trois  côtés  : 


(a  +  6  +  cj  (a  +  &  -  c)  fc  +  a  —  6)  (c  +  6  --  aj. 
a-{-  b  -^  c=2p. 


Posons  enfin  : 

On  en  déduit  :  b  -\-  c  —  a^2(p  —  a)  a  +  c  —  6  =  2  (p  —  6). 

a  +  &  —  c  =  2  (jj  —  c), 
et  la  formule  précédente  devient  : 

T  =Vp  iP  -  a){p  -  b)  {p  —  c). 

Applications,  —447.  Quelle  est  l'aire  d'un  triangle  dont  les  côtés  valent 
respectivement  .326m, 6;  592"», 8;  762", 4? 

448.  De  C,  comme  centre,  avec  CD  pour  rayon  (flg.  147),  on  décrit  une 
circonférence  qui  coupe  aC  et  son  prolongement  en  F  et  K  ;  calculer  AF 
et  AE  en  fonction  des  côtés. 

449.  Si  on  représente  par  ha,  h*,  hc  les  hauteurs  du  triangle,  on  aura  : 

■fV  \tr«'^h"fr+hT)  Vh;''^iû"~h;)  Vlïï/'^rr^Ffc/  Vh7,^hT~h;;*. 
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PROBLEME  III 


210.  —  Calculer  Vaire  d'un  trapèze  en  fonction  des  côtés. 

Désignons  les  longueurs  des  bases  AD  et  BC,  (flg.  148),  par  a  et  b,  celles  des 
côtés  non  parallèles  AB  et  CD,  par  c  et  d.  L'aire  de  ce 
trapèze  est  (200)  : 

Pour  déterminer  CF,  menons  CE  parallèle  à  AB  ; 
CF  sera  aussi  la  hauteur  du  triangle  CED  qui  a  pour 
base  a  —  6  et  dont  les  deux  autres  côtés  sont  c  et  d. 
En  appliquant  à  ce  triangle  la  formule  trouvée  au  n» 
précédent,  nous  aurons  : 


CF  = 


1 


V' 


{a—b  +  c^d)  {a-h-^c  -  0)  [a -b  +  d—c)  {d-\-c—  a+b) . 


2ia-b] 

Si  nous  désignons  par  2p  le  périmètre  du  trapèze  :  a  ^  b  -\-  c  -\-  d,  nous 
trouverons  que  les  facteurs  de  la  quantité  sous  le  radical  valent  respective- 
ment :  2(p  —  b),  2{p  —  b  —  d),  2{p  —  b  —  c),  2(p  -  a);  par  suite,  nous 
pourrons  écrire  : 


c)  (p  —  b  —  d) 


et  l'aire  du  trapèze  sera  exprimée  par  la  formule  : 

S  =  £±|  V   (p  -  a)  (p  -  b)  (p  -  b  - 
a  —  b    V 

Application.  —  450.   Démontrer  que    les  diagonales  BD  et  AC  du  trapèze 
ABCD  (fig.  148)  vérifient  la  relation 


c){p 


d). 


BD- 


AC' 


a  +  b 


d^ 


THEOREME  XVII 

211.  —  La  somme  des  car^^és  de  deux  côtés  d'un  triangle  est 
équivalente  à  deux  fois  le  carré  de  la  moitié  du  troisième  côté, 
plus  deux  fois  le  carré  de  la  médiane  correspondant  à  ce  côté. 

Menons  la  hauteur  AD  (fig.    149).    L'angle   AEC  étant  aigu,  le 
A         triangle  AEC  donnera  (206)  : 

ÂC'  =  ÂË'  +  ËC'  —  2CE  X  DE.'     (1) 
L'angle  AEB  étant  obtus,  le  triangle  ABE 
donnera  (207)  : 

ÂB'  =  ÂE'  +  ËB*  +  2EB  X  ED.      (2) 
Ajoutant  ces  deux  égalités  et  observant  que 
EB  =  EC.  on  aura  : 


AB'  +  AC^  =  2AE'  +  2EB^ 
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CoKOLLAiRE  I.   -    T)ans  tout  parallélogramme,  la  somme  des  carrés 
des  côtés  est  équivalente  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales. 

Les  diagonales  AC  et  BD  (fig.   150)  se  coupent,  mutuellement  en 

BK 7i  c  deux  parties  égales  au  point  E.  Du  triangle 

ABC  on  déduit  : 

ÂB'  +  BC'  =  2ÂË'  -f  2ËB' 
et  du  triangle  ACD  : 

ÂD'  -f  i5C'  =  2AË'  +  2DË'. 
Ajoutant     ces    deux     égalités     membre    à 
DE,  on  aura  : 


Fig.  150. 
membre,  en  observant  que  BE 


AB'  +  AD'  +  DC-  4-  BC  =  éAE'  +  4DE' 
=  (2AE)-  +  (2DE)-^  =  le'  -f  BD'. 

Corollaire  IL  —  La  différence  des  carrés  de  deux  côtés  d'un 
triangle  est  équivalente  à  deux  fois  le  rectangle  du  troisième  côté  et 
de  la  projection  de  la  médiane  correspondante  sur  le  troisième  côté. 

Des  égalités  (1)  et  (2)  ci-dessus,  on  déduit  par  soustraction,  en 
supposant  AB    >  AC  : 

ÂB'  —  ÂC'  =  2ED(EB  +  EC)  =  2ED  x  BC. 

Corollaire  III.  —  Connaissant   les  côtés   d'un   triangle,  calculer   les 
médianes ,  et  réciproquement. 
Soient  a,  b,  c,  les  longueurs  des  trois  côtés  et  l,  m,  n,  celles  des  trois  mé- 
A  frv  dianes  correspondantes  (flg.  I51i.  De  l'égalité 


62  -f  c^  = 


2z^ 


i^ 


on  tire  : 

2(62  +  c') 


d'où  /  ^iy2  (6=^ +  c^)  —  a2 


C  En  appliquant  le  théorème  ci-dessus  au  triangle 

BGC  dont  les  côtés  sont  respectivement  |  m,  |  n  et  a. 


4     .,    ,  4    „       a-    ,    2  ,„ 


On  en  déduit 


«2  =  ^(2m2  +  2n-  -  l:^)     d'où     a=  ^  \2{m'-  +  n-)  -  IK 

Applications.  —  451.  Le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances à  deux  points  fixes  est  constante,  est  une  cireoniérenee  qui  a  pour 
centre  le  milieu  du  segment  qui  joint  les  deux  points  fixes. 

452.  Le  lieu  des  points  dont  la  différence  des  carrés  des  distances  à  deux 
points  fixes  est  constante,  est  formé  de  deux  perpendiculaires  au  segment  qui 
joint  les  deux  points  fixes. 
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453.  Dans  un  triangle  rectangle,  la  somme  des  carrés  des  médianes  menées 
aux  milieux  des  côtés  de  l'angle  droit  est  équivalente  à  cinq  fois  le  carré  de  la 
médiane  aboutissant  à  l'hypoténuse,  et  réciproquement. 

454.  Les  deux  côtés  adjacents  d'un  parallélogramme  valent  a  et  6  et  l'une 
des  diagonales  vaut  d;  calculer  l'autre  diagonale? 

455.  La  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  triangle  est  équivalente  à  trois  l'ois 
la  somme  des  carrés  des  distances  des  sommets  au  centre  de  gravité. 

456.  Dans  un  quadrilatère,  lu  somme  des  carrés  des  côtés  est  équivalente  à 
■deux  fois  la  somme  des  carrés  des  segments  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés  plus  quatre  fois  le  carré  du  segment  qui  joint  les  milieux  des 
diagonales. 

457.  Dans  tout  quadrilatère  la  somme  des  carrés  des  côtés  est  équivalente  à 
la  somme  des  carrés  des  diagonales  plus  quatre  fois  le  carré  du  segment  qui 
Joint  les  milieux  de  celles-ci. 

458.  Si,  sur  un  diamètre  d'un  cercle,  on  prend  deux  points  à  égale  distance 
du  centre,  la  somme  des  carrés  des  distfin(:'es  de  cps  points  à  un  point  quel- 
conque de  la  circonférence  est  constante. 

45'.).  Cali,'uler  les  diagonales  d'un  trapèze  en  fonction  des  côtés. 

460.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  aux  sommets  d'un  tri- 
angle est  équivalente  à  trois  fois  le  carré  de  sa  distance  au  centre  de  gravitéf 
plus  la  somme  des  carrés  des  distances  des  sommets  au  centre  de  gravité. 

461.  Lieu  des  points  dont  la  somme  dos  carrés  des  distances  à  trois  points 
donnés  non  en  ligne  droite  est  une  constante  donnée  K-. 

462.  Tr(iuv(  r  la  distance  du  centre  de  gravité  d'un  triangle  au  centre  du 
cercle  circonscrit. 

463.  Si,  sur  les  côtés  d'un  triangle,  on  construit  extérieurement  des  carrés, 
la  somme  des  carrés  des  segments  qui  joignent  les  sommets  de  ces  carrés  est 
équivalente  à  trois  fois  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle. 

464.  Construire  un  triangle  connaissant  les  segments  qui  joignent  les 
sommets  des  carrés  construits  sur  les  trois  côtés. 

465.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  P  d'une  circonférence 
aux  extrémités  des  cordes  parallèles  au  rayon  OP  est  équivalente  au  carré  du 
diamètre. 

466.  Si,  dans  un  triangle  ABC,  2a''^  =  6^  -f  c^,  on  aura  entre  les  médianes 
A  A',  BB'  et  ce  la  relation  :  2ÂÂ''  =  BB''  +  CC'\ 


THEOREME  XVII I  (deStewart) 


212.  —  Si  l'on  joint  un  sommet  A  d'un  triangle  ABC,  à  un  point  quel- 
conque D  du  côté  opposé,  on  aura  la  relation  : 

b^.  BD  +  c2.  eu  =  a  (AD-  +  CD.BD). 

Menons  la  hauteur  AH  (tig.  152). 
Les  triangles  ACD  et  ADB  donnent 
respectivement  : 

b^  =  ÂD^  -f  CÏ3-  —  2CD  X  HD, 

„         D     B  D'  c'  =^'  +  ^'  +  2DB  X  HD. 

Fig.  152.  Multiplions  la  première  égalité  par 

DB  et  la  seconde  par  CD  et  ajoutons  ;  il  vient  : 
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6',BD+c*.CD=ÂD-  (BD+CD)  +  CD\BD  +  BD\CD 

=  ÂD\  a  +  CD.  BD  (CD  +  BD) 

=  ÂD-.  a  + CD.  BD.  a 

=  rt(ÂD^  +CD.  BD). 

Remarque.  —  Si  le  point  D  occupait  l'une  des  positions  D' ou  D",  sur  le  prolon- 
gement du  côté  BC,  on  trouverait  respectivement 

c2.  CD'-6-.  BD'  =  a(ÂD''- —  CD'.  BD'),  (2) 

6^  BD"  —  C-.  BD"  =  a  (ÂD"^  -  BD".  CD").  (3) 

On  déduit  ces  relations  de  la  première  en  changeant  le  signe  des  termes 

qui  contiennent  le  segment  de  BC,  dont  le  sens,  considéré  à  partir  du  sommet, 

a  été  renversé. 

Corollaire.  —  Calcul  du  segment  AD. 

Ce  segment  est  déterminé  si  l'on  connaît  les  segments  BD  et  CD  ou  simple- 
ment  leur  rappport  — .  Car  on  a  : 

BD       CD  a 


m        n        m  -\-  n 
On  en  conclut 

na 


BD  =  et  CD 


m  -\-  n  m-\-  n 

et  la  relation  (1)  devient 

-T-f^j      mb^  +  ne"  mna^ 

AD     =  ; — : -• 

m  -\-  n  (m  -j-  ^) 

On  calculerait  de  même  les  segments  AD'  et  AD",  au  moyen  des  relations 
(2)  et  (3). 

Applications.  —  467.  Prouver  que  le  carré  de  la  distance  du  centre  du  cer- 
cle circonscrit  au  centre  de  gravité  d'un  triangle  est  équivalent  à 

fl^  -f  62  +  c-3 
^ 9 

468.  On  divise  la  base  HC  d'un  triangle  en  n  parties  égales;  calculer,  en 
fonction  des  côtés,  les  longueurs  des  segments  qui  joignent  le  point  A  aux 
points  de  division. 

469.  Démontrer  que  dans  un  triangle  isoscèle  ABC  (6  =  c),  la  relation  de 
Stewart  se  réduit  à 

62  =  ÂD^  +  BD  X  CD. 

470.  Démontrer  que  si  dans  le  triangle  ARC  (fig.  152),.  on  a  -r—  =  -,  la  rela- 
tion  de  Stewart  devient  : 

bc  =  ÂD'  +  BD  X  BD. 

471.  A  et  B  sont  deux  points  fixes,  m  et  n  des  constantes  données.  Trouver 
le  lieu  des  points  tels  que 

1»    m.  MÂ^ -f- n.  MB- =  K^  ; 
2o    m.  MÂ^  -  n.  MB'^  =  K-. 


LIVRE   III  145 

SEGMENTS  PROPORTIONNELS 

213.  Segments  proportionnels.  —  Nou.s  avons  défini  (185) 
ce  qu'il  fallait  euteudie  jjar  rapport  de  deux  segments.  Si  quatre 
segments  A,  B,  C,  D.  sont  tels  que  l'on  a  : 

A  =  Ji 
B         D  ' 

ces  segments  sont  dits  en  proportion  ou  proportionnels. 
Nous  pouvons  (189)  remplacer,  dans  cette  égalité,  les  quatre  seg- 
ments par  leurs  mesures  a,  h,  c,  d,  obtenues  avec  une  unité  arbi- 
traire, et  écrire  : 

a   c 

Lorsque  quatre  segments  sont  en  proportion,  le  quatrième  est 
appelé  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  autres  ;  sa 
mesure  est  donnée  par  la  formule 

,        hc 
a 
Si  trois  segments  A,  B,  C  sont  tels  que  l'on  a  : 

B   ~  c' 

le  second  est  appelé  une  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  autres  et  le  troisième  est  appelé  une  troisième  propor- 
tionnelle aux  deux  piemiers.  On  a,  entre  leurs  mesures  (189)  : 

a  h 

d'oîi  Ton  déduit  : 

,=  - 

a 

214.  Rapport  de  section.  —  Atout  point  M,  marqué  sur  la  droite 

définie  par  deux  points  fixes  A  et  B  (fig.  153),  correspond  un  rapport 

MA 

:^rrr,^  appelé  le  rapport  de  section  du  point  M.  Lorsque  le  point 

M  D 

M  est  situé  entre  A  et  B,  le  point  M  divise  intérieurement  le 
segment  AC,  en  deux  segments  additifs;  dans  le  cas  contraire,  M 
divise  extérieurement  le  segment  AB,  en  deux  segments  sous- 
tractifs 

Variation  dxi  rapport  de  section.  -    Les  points  fixes  A  et  B  déterminent 

sur  la  droite  d  (fig'.  ]5.'^i  trois  régions.  Si  le  point  M  appartient  à  la  première, 

on  a  :  MA  <  MB  et  le  rapport  de  section  est  inférieur  à  l'unité.  De  l'égalité 

M.^_MB-  AB_         AB 

MB~        MB       "~  MB' 


et  h'  ==  ac         ou         h  =^  \(u 
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on  déduit  immédiatement  que  le  rapport  est  croissant  et  tend  vers  l'unité,. 
lorsque  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment  de  A  ;  il  décroit  quand  le  point  M. 
se  rapproche  de  A  et  devient  nul  si  le  point  M  est  en  A. 


0 


© 


Al 


M     0 


!B 


Fig.  153. 

Quand  le  point  M  parcourt  la  seconde  région,  de  A  fn  R,  le  rapport  de  section' 
croît  indétiniment  à  partir  de  zéro,  en  passant  par  la  valeur  1  lorsque  M  est 
au  milieu  0  de  AB  ;  il  devient  infini  qi.and  le  jioint  M  est  en  B. 

Enfin,  si  le  point  M  passe  dans  la  troisième  région,  on  a  MA  >  MB  et  le  rap- 
port est  supérieur  à  l'unité.  De  l'égalité  : 
MA  _  MB  +  AB 
MH  ~ 


MB 


=   1 


AR 
MB 


on  déduit  aisément  que  le  rapport  de  section  décroît  à  partir  d'une  valeur 
infinie,  vers  la  valeur  1,  quand  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment  de  B. 

En  résumé,  le  rapport  de  section  est  égal  à  l'unité  quand  le  point  M  est  au 
milieu  0  du  segment  AB;  quand  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment  dans  le 
sens  OB,  ce  rapport  croît  d'abord  et  devient  infini  (en  B),  puis  décroît  vers 
l'unité;  quand  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment  dans  le  sens  OA,  le  rapport 
décroît  jusqu'à  zéro  (en  A),  puis  coït  vers  l'unité. 

lien  résulte  que  si  l'on  post 

MA  _ 
MB*-^' 
il  existe  pour  le  point  M,  si  K  >  1,  deux  positions  et  deux  seulement,  l'une- 
entre  0  et  B.  l'autre  dans  la  région  III,  pour  lesquelles  le  rapport  de  section 
à  la  valeur  K;  si  K  <  1.  il  existe  pour  le  point  M.  deux  positions  et  deux  seu- 
lement, l'une  entre  O  et  A.  l'autre  dans  la  région  I,  pour  lesquelles  le  rapport 
de  section  vaut  K.  Tes  deux  positions  du  point  M  sont  des  points  qu'on  nomme 
des  conjugués  harmoniques;  ils  divisent  harmoniquement  le  segment  AB,. 
l'un  intérieurement,  l'autre  extérieurement. 

Pour  K  =  1,  il  n'y  a  qu'une  position  possible  du  point  M.  en  0;  mais  comme 
le  rapport  de  section  tend  vers  l'unité  lorsque  le  point  M  s'éloigne  indétini- 


Fi'g.   liïl. 

ment  sur  la  droite,  on  dit.  par  extensien,  (jue  le  conjugué  iiarmonique  dus 
point  0,  est  un  point  a  l'infini  sur  la  droite. 
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On  peut  représenter  graphiquement  la  variation  du  rapport  de  section  en 
portant  sa  valeur,  en  chaque  point  de  la  droite,  sur  une  perpendiculaire  en  ce 
point,  après  avoir  choisi  un  segment  arbitraire  pour  représenter  l'unité.  On 
obtient  ainsi  la  ligure  (154). 

215.  —  Lorsque  deux  sécantes  sont  coupées  par  des  droites 
pai-aiièles  (fig.  155)  les  ])oints  de  division  de  l'une  et  l'antre  sécante 
situés  sur  une  même  parallèle  sont  dits  homologues;  il  en  est  de 
même  de  deux  segments  dont  les  extrémités  sont  des  points  homo- 
logues. Lorsque  les  deux  sécantes  se  coupent  sur  l'une  des  parallèles 
deux  points  homologues  sont  confondus. 

Remarquons  que  les  points,  homologues  se  suivent  dans  le  m^me 
ordre  sur  les  deux  sécantes,  sinon  deux  au  moins  des  parallèles 
se  couperaient. 

THÉORÈME  XiX  (de  Thaïes) 

216.  —  Un  rystèïDe  de  parallèles  divise  deux  sécantes  quel- 
conques en  segments  homologues  proportionnels. 

P""  Cas.  —  Les  segments  de  l'une  des  sécantes  sont  égaux  (a  =  h). 


V 


Si  les  sécau 

tes 

sont  pai 

•allèles 

ou 

i  a  (92)  : 
a  =  a' 

et 

h  = 

h' 

et 

par  suite 

a 

1    . 

a' 
~  h'' 

^ 


Fig.  155. 


Si    les   sécantes   ne   sont   pas 
parallèles  (fig.  155),  menons  AE 
et  CF  parallèles  à  la  sécante  d' . 
Les  triangles  ABE  et  CDF  sont 
égaux  (44)  car  on  a  : 
pt  B  =^  D  (84). 

'U  déduit  iiniiK^'iliatement 
a  AE        a' 

h  ^  CF  ^  ¥' 

Cas.  —  Les   segments   <■'(    l'une   des   séentdes   sont   inégaux, 
(tiu.   156). 

Les  ^regmenls  AB  et  CD  étjmt  inégaux,  divisons  CI)  en  un  nombre 
quelconque  n  de  pa)'ties  égales  et  portons  l'une  de  ces  parties  ali- 
qnotes  sur  AB,  de  A  veis  B.  Le  segment  AB  contiendra  cette  partie 
u.n  certain  nombre  de  fois  w,  plus  un  l'este  moindre  qu'une  partie  et 
qui  pouna  être  nul.  On  aura  donc 


AB  =  CL).  A  =  C 

Par  suite  .AE  =  CF  et  l'oi 


IL 


m 
n 


AB       m  +  ] 
CD  ^       n 


(0 
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Par  les  points  de  division  de  la  sécaute  d.  menons  les  parallèles 

à   AA';   ces  droites  déter- 
<f/  \<<'  mineront  sur  la  sécante  d' 

des   segments    tiomologues 

_     à    ceux     de    la     première 

''A/  \A'  sécaute,    égaux   entre   eux 

(P'  Cas),  et  en.  même  nom- 
bre. On  aui-a  donc  aussi  sur 
~     la  seconde  sécante  : 

0/  \D-         Des  relations  (l)  et   (2), 

^     on  déduit  (143)  : 
Fig.  156.  AC  _  A/F 

CD  "  CD'' 
Corollaire.   —    Une  parallèle  à  Vun   des   côtés   d^un   triangle 
partage  les  deux  autres,  intérieurement  ou  extérieurement,  en  segments 
proportionnels. 

THÉORÈME  XX 

217.  —  Une  droite  qui  divise  en  parties  proportionnelles 
deux  segments  compris  entre  deux  droites  parallèles,  est 
parallèle  à  ces  deux  droites 

Ce  théorème  est  le  réciproque  du  précédent.  Si  l'ou  a  (lig.  157)  : 

A      ^       c  PA_QC 

PB       QD'  '^ 

menons  par  P  une  parallèle  aux  droites  d 

et  d' \  elle  rencontre  CD  eu  un  point  Q' et 

^.  ;  l'on  a  (216)  : 

B  D  PA_Q1J  .^ 

Fig.   157.  PB~Q'D'  '^' 

Les  relations  (1)  et  (2)  étant  vraies  simultrinéineut,  ou  en  déduit  : 

Q  C  _  Qx; 

QD       Q'D' 
et  par  suite  (189), 

QC     _      <./c  QC  __q;c 

QC  +  QD       Q'C  +  Q'D        ""        QD~Q'D' 
ce  qui  entraîne  :  QC  =  Q'C  les  points  Q  et  Q'  coïncident. 

Plus  brièvement  :  les  relations  (1)  et  (2)  montrent  que  Q  et  (/ déterminent 
sur  CD  le  même  rapport  de  section,  donc  Q  et  Q'  coïncident  (214). 
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CoEOLLAiRE.  —  Toute  droite  qui  divise  en  segments  2)roportion- 
neh  deux  côtés  d'un  triangle,  ou  leurs  prolongements,  est  parallèle 
au  troisième  côté. 

218.  Remarque.  —  Si  DE  est  parallèle  au  côté  BC,  dans  le  tri- 
A  angle  ABC  (tig.  158),  on  aura  (216,  Cor.)  : 

DA_  EA 
1)B~  EC" 
De  cette  proportion  on  déduit  (189)  : 

DA        EA      AD   AE 

ou 


et 


DA  f  DB   EA  -f  EC   AB  ~  AC 


DA  +  DB   EA  +  EC   AB   AC 

-         ou 


DB       EC     DB   EC 

Chacune  de  ces  proportions  entraine  les  deux  autres.  On  peut 
aussi  permuter,  dans  ces  diverses  proportions  les  moyens  ou  les 
extrêmes;  de  telles  transformations  sont  fréquentes  en  géométrie. 

Applications.  —  472.  Démontrer  (lig.  155)  que  si  les  segments  AB',  BC,  CD' 
sont  parallèles,  on  aura  : 

aa;  _  BB'  _  CÇ 
BB'"  ce  ~  DD'' 

473.  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  par  un  point  quelconque  D  du  côté  AB, 
le  segment  DE  parallèle  à  AC,  puis  EF  parallèle  à  AB,  FG  parallèle  à  BC,  GH 
parallèle  à  AC,  Hl  parallèle  à  AB.  Démontrer  que  Dl  est  parallèle  à  BC. 

474.  Si  une  droite  est  parallèle  à  la  médiane  AD  d'un  triangle,  les  segments 
qu'elle  détermine  sur  les  droites  AB  et  AC,  comptés  à  partir  du  point  A,  sont 
proportionnels  aux  côtés. 

475.  Si  l'on  mène  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère,  les  centres  de  gra- 
vité des  quatre  triangles  dans  lesquels  le  quadrilatère  sera  divisé,  seront  les 
sommets  d'un  parallélogramme;  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  ces  tri- 
angles et  les  orthocentres  jouissent  de  la  même  propriété. 

476.  Dans  un  trapèze  ABCD,  si  on  joint  les  extrémités  A  et  D  d'un  des  côtés 
non  parallèles  à  un  point  quelconque  de  CB,  les  parallèles  à  ces  droites  menées 
par  C  et  B  se  co'iperont  sur  AD. 

THÉORÈME  XXI 

219.  —  La  bissectrice  d'un  ayigle  d'un  triangle  divise  le  côté 
opposé  en  deux  segments  proportionnels  aux  côtés  de  l'angle; 
et  réciproquement. 

1°  Par  le  sommet  C,  menons  CE  parallèle  à  la  bissectrice  AD, 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  BA  prolongé  (fig.  159). 

Dans  le  triangle  BCE,  le  segment  AD  est  parallèle  au  côté  CE;  on 
a  doue  la  proportion  (216,  Cor.)  : 

BD  _  BA 
DC  ~  AE' 
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Or,  le  triangle  ACE  est  isoscèle;  car,  à  cause  des  parallèles  DA  et 
CE,  on  a  :  ACE  =  CAD,  comme  alternes-in- 
ternes, et  r>  =  DAB,  comme  correspondants. 
Mais,  par  hypothèse,  CAD  =  DAB.  Donc  ACE 
^  E,  et,  par  suite,  AE  =^  AC. 

Substituant  AC  à  AE  dans  la  proportion  pré- 
cédente, on  aura  : 

Bp_  AB 
DC  "~  AC" 

2"  Réciproquement,  le  segment  qui  joint  un  sommet  d\m  triangle 
au  point  qui  divise,  intérieurement,  le  côté  opposé  en  segments  propor- 
tionnels aux  deux  autres  côtés,  est  la  bissectrice  de  V angle  corres- 
pondant. 
Si  l'on  a  : 

DB_  AB 
DC~AC' 

comme  la  bissectrice  de  l'anglo  A  divise  .-uissiCB  dans  ce  rapport  (1"), 
le  segment  AD  coïncide  nécessairement  avec  la  bissectiice,  puisque 
deux  points  qui  divisent  BC  dans  le  même  rapport  doivent  coïncider 
(217i. 

Remakques.  —  I.  Si  le  triangle  est  isoscèle,  la  bissectrice  de 
l'angle  au  sommet  divise  la  base  en  deux  [)arties  égales  (  53  ). 

II.  —  On  peut  démontrer,  par  un  raisonnement  analogue,  que  : 

La  bissectrice  d'un  angle  extérieur  d'un  triangle  divise  le  côté 
opposé  prolongé  en  segments  proportionnels  aux  deux  autres  côtés;  et 
réciproquement . 

On  en  conclut  que  si  D  et  D'  sont  les  pieds  des  bissectrices  de 
l'angle  A  et  de  l'angle  extérieur  supplémentaire,  on  a  : 

DB_  d;b 

DC  ~^  D'C" 

Les  points  D  et  D'  divisent  harmoniquement  la  droite  BC  et 
sont  appelés  des  conjugués  harmoniques. 

APPLIC.A.TIONS.  —  477.  Si,  par  le  milieu  M  de  BC,  on  mène  une  parallèle  à  la 
bissectrice  de  l'angle  A  qui  rencontre  AB  en  N,  BN  sera  égal  à  la  demi-somme 
des  côtés  AB  et  AC.  Si  l'on  joint  M  au  pied  de  la  perpendiculaire  menée  par  B 
à  cette  bissectrice,  ce  segment  sera  parallèle  au  côté  AC. 

478.  Calculer,  en  ionction  des  côtés,  les  segments  déterminés  sur  le  côté 
opposé  par  la  bissectrice  d'un  angle.  Si  l'on  représente  par  a,  b,  e.  les  côtés  du 
triangle  opposés  aux  angles  A,  B,  C,  on  trouve  (tig.  159)  : 

CD  =,-4-  r)B=,-^. 

b  +  c  b  +  c 
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b  c 

Si  2rt  =  6  +  c,  on  trouve  :  CD  =  ^      et       DB  =  ^• 

479.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  l'angle  au  sommet  et  le 
rapport  des  deux  autres  côtés. 

480.  AD  étant  une  médiane  du  triangle  ABC,  les  bissectrices  des  angles 
ADB  et  ADC  couperont  AB  et  AC  en  deux  points  situés  sur  une  parallèle  à  BC. 

481.  0  étant  le  milieu  de  BC  (Rem.  11)  et  0' le  milieu  de  DD',  démontrer  que  : 

'"■    4  =  À)  +  4'  20.  ÔB^  =  ÔC-^  =  OD.  OD'  ; 

30.  ÔT)-^  =  CTD'"  =  O'B.  O'C  ;         4°-  ^B  ^  Sc  +  f4  +  D^  =  ^• 


PROBLEME  IV. 

220.  —  Dwiser  un  segment  donné  en  parties  proportion- 
nelles  à  des  longueurs  données. 

Pour  diviser  le  segment  AB  (fig.  160)  en  parties  proportionnelles 

A  I K      B        aux  longueurs  données  P,  Q,  R, 

/  /      /  menons,    pai'    Textrémité  A,   la 

C^x  /      /  demi -droite     A(t     et      pi-euons 

AC  =  P,  CD  ==  Q,  DE  =  R.  Joi- 

gnousEB,  et,  parles  pointsCetD, 

P' '  °"'-^'  menon.sCletDK,parallelebàEB; 

Ri '  ^  g,         le  segment  AB  sera  divisé  en  par- 

pj      ,gQ  ties  AI,  IK,  KB  proportionnelles 

aux  longueurs  données  P,  Q,  R. 
Car,  à  cause  des  parallèles  CI.  DK  et  PiB,  les  segments  AI,  IK,  KB 
sont  proportionnels  (216)  aux  segments  AC,  CD  et  DE,  et,  pai'  con- 
struction ceux-ci  sont  ég.iux  aux  longueurs  données  P,  Q,  R. 

Remarque.  —  Si  l'on  donnait  trois  nombies  2^,  g,  r,  on  commen- 
cerait, après  avoir  choisi  une  unité  de  longueur  arbitraire,  par  con- 
struire trois  segments  P,  Q,  R,  mesures  respectivement  pai- ces  ti'ois 
nombres. 

Applications.  —  482.  Trouver,  sur  le  fjrolongement  d'un  segment,  un  point 
tel  que  ses  distances  aux  extrémités  du  segment  soient  dans  un  rapport 
donné. 

48.3.  Mener  par  un  sommet  d'un  triangle  deux  droites  qui  le  divisent  en 
parties  proportionnelles  à  m,  n,p. 

484.  Trouver  à  l'intérieur  d'un  triangle  un  point  tel  que  si  on  le  Joint  aux 
trois  sommets,  le  triangle  soit  partagé  en  parties  proportionnelles  à  m,  7i,  j,. 

485.  Si  CK  et  DB  sont  parallèles  dans  la  tlg.  (160),  ID  et  KE  sont  aussi  paral- 
lèles. 


/ 
/ 
/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

f 

b 

a- 
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PROBLEME  V 


221.  —  Construire  une  quatrième  proporiionnelle  à  trois 
longueurs  données  A,  B,  C. 

Représeutons  par  X  cette  quatrième  longueur;  ou  a  doue  (S  13)  : 

A-  A 

B  ~   X' 

Construisous  (fig.   161)unaugle  quelconque  0  et  prenons  sur  le 

même   côté  OE,   deux   longueurs 

OA  et  OB,  respectivement  égales 

aux   deux  segments  connus  A  et 

B.     Sur     l'autre     côté,     prenons 

OC   =    C;    puis  joignons   AC   et, 

par    le    point    B,    menons    BX, 

parallèle  à  AC;  OX  sera  la  qua- 

pj      jg]  trième  proportionnelle  demandée. 

Car,   dans  le  triangle  OAC,   BX 

est  parallèle  à  AC;  on  a  donc  la  proportion  i218)  : 

0A_  OC 
0B~  OX' 
Or,  les  trois  premiers  termes  sont  respectivement  égaux  aux  trois 
longueurs    données  ;  donc    OX    est    la    quatrième    proportionnelle 
demandée. 

Corollaire.  —  On  trouvera  de  même  une  troisième  proportion- 
nelle (213)  aux  deux  longueurs  données  A  et  B;  car  elle  sera  la 
même  que  la  quatrième  proportionnelle  aux  trois  longueurs  A,  B 
etB. 

Applications.  —  486.  Mener  dans  un  triangle  ABC,  une  parallèle  au  côté 
BC,  telle  que  la  partie  intérieure  soit  double  de  sa  distance  à  BC. 

,Ac    r.      i.     ■      1      ,  abc     a»     a* 

448.  Construire  les  longueurs  ;  — .    r:^.    r^- 

*  pq      b-     b^ 


SIMILITUDE  DES  POLYGONES 


THEOREME  XXII 

222.  —  Toute  parallèle  à  l'im  des  côtés  d'un  triangle  déter- 
mine un  nouveau  triangle  dont  les  angles  sont  égaux  deux  à 
deux  à  ceux  du  premier  triangle  et  dont  les  côtés  sord  respec- 
tivement proportionnels  à  ceux  du  prcTuier  triangle. 
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Dans  le  triangle  ABC  (fig.  162),  la  parallèle  DE  au  côté  BC  ren- 
contre les  deux  autres  côtés  (ou  leurs  pi-o- 
longements)  et  détermine  ainsi  un  nouveau 
triangle  ADE. 

P.  —  Ou  a,  en  considérant  les  deux  tri- 
angles : 

l'angle  A  commun  ; 

ADE  =  ABC,  comme  correspondants; 

AED  =  ACB,  pour  la  même  raison. 

Les  angles  sont  donc  égaux  deux  à  deux. 

2°  —  A  cause  de  la  parallèle  DE,  on  a  ensuite  (218)  : 

AD_  AE 

AB~  AC  (1) 

•et  si  l'on  mène  la  parallèle  EP  au  côté  AB,  on  a  aussi  : 

AE  _  BP  AE       DE 

ÂC~BC  ^"  AC  "  BC'  (2) 

puisque  BP  =  DE,  dans  le  parallélogramme  BDEP. 
Des  proportions  (1)  et  (2)  on  conclut  : 

AD _  AjE  _  BE 
AB^ÀC~  BC" 

Les  côtés  sont  donc  respectivement  proportionnels. 

Remarque.  —  On  peut  remarquer  que  les  côtes  qui  entrent  dans 
un  même  rapport  sont  opposés  à  des  angles  égaux  ;  ils  sont  ;tussi 
adjacents  à  des  angles  égaux  deux  à  deux;  ces  côtés  sont  dits 
homologues  et  il  en  est  de  même  des  angles  égaux. 

223.  Triangles  semblables.  —  Deux  tiiangles  sont  dits  sem- 
blables lorsqu'ils  ont  leurs  angles  égaux  deux  à  deux  et  les  côtés 
opposés  à  ces  angles  i-ospectivoment  proportionnels.  Nous  venons 
de  démontrer  qu'il  existe  des  ti'iangles  semblables. 

Le  triangle  ADE  peut  être  déplacé  dans  le  plan  ou  être  retourné  (19)  sans 
perdre  ses  propriétés  de  triangle  semblable  au  triangle  ABC  (10).  Mais  quand 
il  est  retourné  l'ordre  des  éléments  homologues  est  renversé.  On  distingue 
parfois  le  cas  où  l'ordre  des  éléments  homologues  est  le  même  dans  les  deux 
triangles  pour  un  même  stns  de  rotation,  du  cas  ou  l'ordre  est  difl'érent,  en 
disant  que  les  triangles  sont  directement  ou  inversement  semblables. 

Les  conditions  de  similitude  pour  deux  triangles  semblables  ABC 
et  A'B'C,  sont  donc  : 


A  =  A', 


Ai; 

A'B' 


B  =  B', 
"  B'C  "" 


C  =  C'; 


CA 

C'A'' 
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Elles  soDt  au  nombre  de  ciuq,  mais  deux  des  premières  égalités 
entraînent  la  troisième  (94),  ce  qui  réduit  à  quatre  le  nombre  des 
conditions.  Les  théorèmes  suivants,  auxquels  on  donne  le  nom  de 
cas  de  similitude  des  triangles,  vont  encore  léduire  à  deux 
le  nombre  des  comlitious  nécessaires  et  sutîisantes. 

Le  rapport  de  deux  côtés  homologues  s'appelle  le  rapport  de 
similitude  des  deux  tiiangles  semblables. 

THÉORÈME  XXIII 

224.  —  Deux  trinvgles  dont  les  angles  sont  égaux  deux  à 
deux,  ont  leurs  côtés  homologues  proportionnels  et  sont  sem- 
blables 

Soient  (fig  163)  les  triangles  ABC  et  DEF.  qui  remplissent  le& 
conditions  : 

A  ^  D     .     B  =  E     .     C  =  F. 

Portons  sui'  le  côté  AB.  prolougé  s'il  est  nécessaire,  le  segment 
AG  =  DE  et  menons  la  parallèle  GH  à  BC. 
Le  triangle  AGH  ainsi  obtenu  est  semblable 
au  triangle  ABC  (222).  Le  théorème  sera 
donc  démontré  si  Ton  établit  que  le  triangle 
AGH  est  égal  au  triangle  DEF.  Or. 

AGH  ==  B.  comme  angles  correspondants  ; 
mais  B  =  E  ;  donc  AGH  =  E. 

D'autre  part,  AG  =  DE,   par  constiuction 
et  A  =  D,  par  hypothèse. 
Le  triangle  DEF  est  donc  ég;il  au  triangle  AGH  (44)  et  par  suite 
il  l'st  semblable  au  triangle  ABC. 

Rezmabque.  —  Pour  que  di-ux  triangles  soient  semblables  il  suffit 
qu'ils  aient  deux  augles  égaux  chacun  à  chacun,  car  alors  ils  sont 
équiangles  (94,  Rem.  II). 

Corollaire  L  —  Deux  triangles  isosrcles  sont  semblables,  s'ils 
ont  un  angle  rgal. 

Corollaire  H.  —  Deux  ttiangles  rectangles  sont  semblables, 
s'ils  ont  un  angle  aigu  égal. 

Corollaire  IIL  —  Deux  triangles  équilatéraux  sont  semblables. 
Corollaire  IV.  —  Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  respectivement 
parallèles,  sont  semblables . 

Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  paiullèles  chacun  à  chacun  sont 
égaux  ou  supplémentaires  (89);  par  conséquent,  si  les  côtés  du  tri- 
angle A'B'C  sont  respectivement  parallèles  à  ceux  du  triangle  ABC,. 
savoir  : 

A'B'àAB,     B'C'àBC,     C'A'àCA. 
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■on  aura  : 

A'  =  A,  ou  A  +  A'=  2£), 

B'  =  B,  ou  B  +  B'  =  2S), 

C  =  C,  ou  C  +  C  =  2S). 

Or,  les  angles  ne  peuvent  être  supplémentaires  deux  à  deux, 
puisque  leur  somme  serait  égale  à  six  droits,  ce  qui  est  impossible 
(94).  Deux  couples  d'angles  ne  peuvent  être  supplémentaires,  puis- 
que leur  somme  serait  égale  à  quatre  droits  et  qu'alors  les  deux 
autres  seraient  nuls.  Enfiu,  deux  angles  ne  peuvent  être  égaux  et  les 
troisièmes  supplémentaires,  puisque  quand  deux  triangles  ont  deux 
angles  égaux,  les  troisièmes  sont  aussi  égaux.  Donc  les  angles  sont 
■égaux  deux  à  deux  et  les  triangles  sont  semblables. 

CoEOLLAiRE  V.  —  Deu.v  iriangles  qui  ont  les  côtés  respectivement 
perpendiculaires  sont  senihlables. 

La  démonsti-atioti  est  identique  à  celle  du  corollaire  précèdent 
(90) 

Remarque.  —  Dans  le  cas  des  côtés  parallèles,  les  côtés  homo- 
logues sont  les  côtés  parallèles,  et  dans  celui  des  côtés  perpendicu- 
laires, ce  sont  les  côtés  perpendiculaires. 

Applications.  -  488.  Deux  cercles  étant  donnés,  les  droites  qui  joignent  les 
extrémités  de  deux  rayons  parallèles  pas^S'  nt  par  un  même  point  de  la  ligne 
des  centres  ;  ce  point  s'appelle  le  centre  de  similitude  interne  o\x  externe 
des  deux  cercles,  suivant  sa  position  par  rapport  aux  centres. 

Calculer  la  distance  de  ces  points  aux  centres  des  cercles. 

4b9.  Si,  par  le  centre  de  similitude  externe,  on  mène  deux  sécantes  quelcon- 
ques qui  coupent  respectivement  les  deux  circonférences  en  A,  B,  C,  D  et  en 
A',  B'.  C,  D',  on  aura  : 

SA  X  SI)'  =  SA'  X  '"^D- 

49U.  Si  une  circonférence,  est  tangente  à  deux  circonférences  données,  la 
droite  qui  passe  par  les  points  de  contact,  passe  aussi  par  un  point  de  simili- 
tude des  deux  circonférences  données.  Si,  par  les  points  de  contact,  on  mène 
des  tangentes  aux  deux  c-irconférences  données,  elles  se  couperont  sur  une 
même  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres;  cette  droite  s'appelle  l'axe 
radical  des  deux  circonférences, 

491.  Si,  par  le  point  de  rencontre  des  diagonales  d'un  trapèze,  on  mène  un 
segment  parallèle  aux  bases,  il  sera  divisé  en  deux  parties  égales;  chacune 
d'elles  sera  moj-enne  proportionnelle  entre  les  segments  déterminés  sur  les 
I  ases  par  une  parallèle  à  l'un  des  côtés,  menée  par  ce  point. 

492.  Si,  par  l'extrémité  de  la  base  BC  d'un  triangle  ABC.  on  mène  dans  le 
demi-plan  qui  ne  contient  pas  A,  un  segment  perpendiculaiie  Cf»  =  BC  et 
qu'on  joigne  AD  qui  rencontre  BC  en  E,  E  sera  l'un  des  sommets  du  carré 
inscrit  dans  le  triangle  ABC. 

493.  Si.  sur  la  base  BC  d'un  triangle  ABC,  on  prend  un  point  quelconque  D, 
le  rapport  des  rayons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  AB/)  et  ACD  sera 
constant. 

494.  Si,  des  sommets  B  et  C  d'un  triangle,  on  mène  des  segments  perpen- 
diculaires à  la  bissectrice  de  l'angle  A,  ils  diviseront  cette  bissectrice  liarmo- 
niquement. 
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495.  Deux  triangles  ABC  et  A'BC  ont  même  base  BC  et  même  hauteur.  On 
les  coupe  par  une  sécante  parallèle  à  la  base.  Démontrer  que  les  segments 
interceptés  par  les  triangles  sur  cette  sécante  sont  égaux. 

496.  Si  on  coupe  les  côtés  d'un  angle  par  différentes  droites  parallèles  et  si, 
sur  les  portions  de  ces  parallèles  comprises  entre  les  côtés  de  l'angle,  on  con- 
struit des  triangles  semblables  entre  eux,  les  troisièmes  sommets  de  ces  tri- 
angles se  trouveront  sur  une  droite  passant  par  le  sommet  de  l'angle. 

497.  Si,  par  un  point  E  du  côté  AD  d'un  trapèze  ABCD,  on  mène  une  paral- 
lèle aux  bases,  rencontrant  AC  en  F  et  BD  en  G,  on  aura  : 

AE _  AF  _  BG 
ED~FC  ~  GC 

498.  Si  l'on  joint  un  point  M  aux  sommets  d'un  triangle  et  que,  par  les 
milieux  des  côtés,  on  mène  des  parallèles  aux  droites  qui  passent  parles  som- 
mets opposés,  ces  droites  se  couperont  en  un  même  point  P;  la  droite  PM 
passera  par  le  centre  de  gravité  du  triangle.  Le  point  P  est  dit  le  point  com- 
plémentaire de  M  par  rapport  au  triangle  donné.  Quels  sont  les  points  com- 
plémentaires 1°  de  l'ortliocentre,  2°  du  centre  du  cercle  circonscrit? 

THÉORÈME   XXIV 

225.  —  Deuœ  triangles  dont  les  côtés  sont  proportionnels^ 
ont  leurs  angles  homologues  égaux  et  sont  seynblables. 

Soient  (fig.   164)  les  triangles  ABC  et  DEF,   qui  remplissent  la 
conditiou  : 

AB  _  AC_  BC 
DE  ~  DF~  EF"  ^   ' 

Portons  sur  le  côté  AB,  prolongé  s'il  est 
nécessaire,  le  segment  Ad  =  DE  et  menons 
la  paiallèle  GH  au  côté  BC.  Le  triangle  AGH 
ainsi  obtenu  est  semblable  au  triangle  ABC 
(222).  Le  théorème  sera  donc  démontré  si 
l'on  établit  que  le  triangle  AGH  est  égal  au 
triangle  DEF. 

Or,  les  triangles  semblables  ABC  et  AGH  donnent  : 
AB  _  AC  _  BC 

AG~AH~"GH"  ^^ 

Mais,  de  AG  =  DE,  ou  conclut  que  les  suites  de  rapports  (1)  et  (2) 
ont  le  premier  rapport  commun;  on  en  déduit  : 
AC  _    AC  _  BC  ^  BC 
DF  ""  AH  ~  EF  ■"  GH' 
ce  qui  entraîne  : 

DF=AH    et    EF  =  GH. 
Le  triangle  DEF  est  donc  égal  au  triangle  AGH  (45)  et,  par  suite, 
il  est  semblable  au  triangle  ABC, 

Remaeque.  —  On  voit  par  ces  deux  derniers  théorèmes,  que,  dans 
les  triangles,  l'égalité  des  angles  est  une  suite  de  la  proportionnalité 
des  côtés,  et  réciproquement;  de  sorte    qu'une  de   ces  conditions 
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suffit  pour  entraîner  la  similitude  des  tiiaugles.  Il  n'eu  est  pas  de- 
même  dans  les  polygones  de  plus  de  trois  côtés;  car,  dès  qu'il  s'agit 
seulement  des  quadi  iiatèi'es,  on  peut,  sans  changer  les  angles, altérer 
la  proportion  des  côtés  ou,  sans  altéi'er  les  côtés,  changer  les  angles. 
Par  suite,  la  proportionnalité  des  côtés  ne  peut  être 
alors  une  suite  de  l'égalité  des  angles,  ni  récipro- 
({uement.  Ou  voit,  paj- exemple,  (tig.  165),  que  si  l'on 
mène  EF  parallèle  à  BC,  les  angles  du  quadrilatèi'e 
AEFI)  sont  égaux  à  ceux  du  quadrilatère  ABCD, 
mais  la  pi-(^portion  des  côtés  est  différente;  de  même, 
sans  change!'  la  longueur  des  côtés  on  peut  l'ap- 
piochei'  ou  éloigne)-  les  sommets  B  et  D,  ce  qui  altérera  les  angles. 

Ai'i'LiCATioNs.  —  499.  Si  deux  triangles  rectangles  sont  semblables,  le  pro- 
duit de  leurs  hypoténuses  sera  équivalent  à  la  somme  des  produits  des  côtés 
homologues  de  l'angle  droit;  la  somme  des  produits  des  inverses  des  côtés 
homologues  de  l'angle  droit  sera  équivalente  au  produit  des  inverses  des  seg- 
ments perpendiculaires  menés  aux  hypoténuses. 

oUO.  Si,  par  le  point  de  rencontre  des  diagonales  d'un  trapèze,  on  mène  une 
parallèle  aux  bases,  la  somme  des  rapports  des  segments  de  cette  parallèle  aux 
bases  du  trapèze  est  égale  à  1 . 

501.  On  construit  un  triangle  DEF  ayant  pour  côtés  les  hauteurs  du  triangle 
ABC,  puis  le  triangle  A'B'C  ayant  pour  côtés  les  hauteurs  du  triangle  DEF; 
prouver  que  le  triangle  A'B'C  est  semblable  au  triangle  ABC.  Déduire  de  là  la 
construction  d'un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  hauteurs. 

502.  Dans  un  parallélogramme  ABCD  le  rectangle  des  distances  d'un  point 
de  la  diagonale  AC  aux  deux  côtés  de  l'angle  B  est  équivalent  au  rectangle  de 
ses  distances  aux  côtés  de  l'angle  D. 


THEOREME  XXV 


226    —  Deux  tfiunglcs,  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre^ 
côtés pi-oportionnels,  sont  semblables 

Soient  (tig.  166)  deux  triangles  ABC  et  DEF,  qui  remplissent  les 
^  P  conditions  suivantes  : 

^~^^'  DE  -  DF  ^^^ 

Portons  sur  le  côté  AB,  prolongé  s'il  est 
nécessaire,  le  segment  AG  =  DE  et  menons  la 
parallèle  GH  au  côté  BC.  Le  triangle  AGH 
ainsi  obtenu  est  semblable  au  triangle  ABC 
(222).  Le  théorème  sera  donc  démontré  si 
Ton  établit  que  le  triangle  AGH  est  égal  au 
triangle  DEF.  Or,  les  triangles  semblables  ABC  et  AGH  donnent  : 

AB  _  AC 
A(i  "  AH' 


(2) 
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Mais,  de  AG  =  DE,  on  conciut  que  les  proportions  (1)  et  (2)  ont 
trois  termes  communs.  Par  suite 

AH  ==  DF, 
et  comme  on  a  aussi,  par  hypothèse. 

A  -=D 
le  triangle  DEF  est  égal  au  triangle  AGH  (43)  et  par  suite  il  est 
semblable  au  ti'iangle  ABC. 

Applications.  —  5U3.  Si,  du  sommet  B  d'un  triangle  ABC,  on  mène  un 
segment  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  A.  la  distance  du  pied  de 
ce  segment  au  milieu  du  côté  BC  sera  égale  à  la  demi-différence  des  côtés 
ABet  AG. 

504.  Si  deux  triangles  directement  semblables  ABC  et  A'B'C  ont  un  sommet 
A  commun  et  si  l'on  joint  les  sommets  homologues  B  et  B',  C  et  C,  les  tri- 
angles BAB'  et  CAO'  sont  semblables.  Prouver  que  les  droites  BB',  OC  font 
entre  elles  un  angle  égal  à  l'angle  BAC.  En  déduire  la  solution  du  problème  : 

Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné,  connaissant  un  som- 
met et  deux  droites  sur  lesquelles  doivent  se  trouver  les  deux  autres. 

505.  Trouver  sur  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC,  un  point  D  tel  que.  si  l'on 
mène  DE  parallèle  à  AC,  on  ait  :  DE  =  2DC. 

5U6.  Dans  tout  triangle,  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  point  de  rencon- 
tre des  médianes  et  le  point  de  cencontre  des  hauteurs,  sont  trois  points  en 
ligne  droite. 

507.  Si  deux  côtés  d'un  parallélogramme  inscrit  dans  un  quadrilatère  sont 
parallèles  à  l'une  des  diagonales,  les  deux  autres  côtés  seront  parallèles  à 
l'autre  diagonale. 

THÉO  ŒME   XXVI 

221.  —  Le  rap'port  dea  aires  de  deux  triangles  semblables 
est  égid  au  rapport  des  carrés  de  deux  côtés  homologues. 

Faisons  Cdïucider  deux  augles  homologues  (223)  ;  les  triangles 
prendr<'nt  la  pusition  ABC  ci  ADE  (tig.  167);  meuons  BE. 

Ivos  triangles  ABE  et  ADE  ont  le  sommet 
commun  E  et  li  urs  bases  AB  et  AD  sur  une 
même  droite;  ils  ont  donc  même  hauteur  et, 
pai-  suite  (199).  «ui  a  : 

1r.  ABE       AB 
tr.  ADE  ^  AD' 
Les  tiianglesABCet  ABE  donnent  de  même: 
Fig.  167.  t'>"-  ABC       AC 

ir.  ADE  ^  ÂF/ 
T)t'  ces  deux  pi-opusiticus,  on  déiluit  pai-  muitiplicatiuu  (189)  : 
tr.  ABC  _  AB       .AC  _  AB  x  AC 
tr.  ADE  '~  AD  ^  AE  ""  AD  x  AE'  *^ 


LIVRE    III  159 

A  B        A  C 
Mais  les  triangles  sont  semblal)les.  donc  ^  =  —  et  l'égalité  (Ij-. 

devient  enfin 

/>•■  ABC  _  IB' 

t>:  ADE  ~  Âïr'  '^' 

Corollaire.  —  Les  côtés  liomologues  de  deux  triangles  semblables- 
sont  entre  eux  fomme  les  rarines  carrées  des  aires  de  ces  triangles. 

Remarque.  —  L'égalité  (1)  suppose  seulement  que  les  ti-iangles 
ont  un  aiigU'  égal.  On  en  conclut  que 

Les  aires  de  deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  sont  entre  elles 
coninie  les  rrctangles  des  côtés  qui  comprennent  Vangle  égal. 

Appf.iCAïioNs.  -  508.  Si,  dans  deux  triangles  ABC  et  DEF,  les  angles  A  et  D 
sont  supplémentaires,  les  triangles  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des 
côtés  qui  comprennent  ces  angle-. 

46'.i.  Si  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  ont  deux  angles  égaux  A  =  A'  et  deux 
angles  supplémentaires  B  -f  B'  =  2©,  on  aura  entre  les  côtés  de  ces  triangles, 
les  relations  : 

~ ,  =  — ,  et  00  =  aa  +  ce  . 

a        h' 

510.  Si  deux  triangles  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  de  deux  de  leurs 
côtés,  les  angles  compris  entre  ces  deux  côtés  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

511.  Si  par  un  point  0  de  la  bissectrice  d'un  angle  A  on  mène  une  sécante 
quelconque,  rencontrant  les  côtés  de  l'angle  A  en  B  et  en  C,  démontrer  que 

— -  +  — ^  est  une  quantité  constante. 
A  H       AO 

512.  Si,  par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC,  on  mène  deux  droites  isogo- 
nales  coupant  BC  en  D  et  E,  on  aura  : 

BÂ'  ^  BD.  BE 
CÂ'        <^D.  CE" 

Le  rectangle  des  distances  des  points  D  et  E  au  côté  AB  est  équivalent  au 
rectangle  de  leurs  distances  au  côté  AC. 

Quand  .AO  est  la  médiane,  AE  s'appelle  la  symédiane  ;  démontrer  qu'elle 
divise  BC  en  parties  proportionnelles  aux  carrés  des  côtés  du  triangle. 

513.  Démontrer,  (fi?.  167),  que  :  tr.  ABÈ"  =  tr.  ABC  X  tr.  ADE. 

514.  Par  un  point  pris  sur  l'un  des  côtés  d'un  triangle,  mener  une. droite 
lo  qui  divise  le  triangle  en  deux  parties  équivalentes.  2"  qui  détermine  un 
triangle  équivalent  à  un  triangle  donné. 

515.  Construire  im  triangle  semblableà  un  triangle  donné  et  ayant  une  aire 
double. 

516.  Partager  un  triangle  en  parties  équivalentes  par  des  segments  paral- 
lèles à  un  côté. 

517.  Les  aires  de  deux  trianjiles  semblables  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  et  circojiscrits,  des  hauteurs,  des 
médianes,  des  bissectrices  homologues 
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518.  Mener,  parallèlement  à  une  droite  donnée,  une  droite  qui  forme,  avec  " 
les  deux  côtés  de  l'angle  A,  un  triangle  équivalent  au  triangle  ABC. 

519.  Si  on  prolonge  au  delà  des  sommets  les  médianes  d'un  triangle,  de 
longueurs  égales  à  ces  médianes,  le  triangle  qu'on  forme  en  joignant  les 
•extrémités  de  ces  segments  sera  semblable  au  triangle  donné.  Quel  sera  le 
rapport  des  aires  de  ces  deux  triangles  ? 


PROBLEME  VI 

228.   —  Diviser  un  segment  donné  dans  un  rapport  donné  --. 

Soit  un  segment  AB  (fig.  168),  marqué  sur  la  droite  d  et  supposons 
m  >  n. 

Ma^^  Après  avoir  adopte  une  unité 


\ 

/  \ 


de  longueur,  menons,  par  l'extré- 

/  \  ^^  N  mité  A  du  segment,  une  demi- 

/^  "--^  droite  sur  laquelle  nous  portons 

^ / ^^      le  segment  AM   mesuré   par  le 

\  ,'tl  nombre  m.  Par  l'autre  extrémité 

^  B,  menons  une   parallèle  à  AM, 

Fig  168  sur  laquelle  nous   porterons,  de 

part  et  d'autre  de  B,  les  segments 
égaux  BN  =  BN'  mesurés  par  n.  Les  droites  MN'  et  MN  détermi- 
neront sur  AB  et  son  prolongement  deux  points  P  et  Q. 

Or,  NN'  étant  parallèle  à  AM,  on  a 

P_A  _  AM  _  W2  QA  _  AM  _  m 

PB~BN'~w       ^^      QB~BN~w' 

On  trouve  donc  deux  points  qui  i  épondent  à  la  question. 

Si  l'on  avait  m  <  m,  on  mènerait  par  B  la  demi-droite  BN  =  n  et 
le  point  extérieur  tomberait  à  gauche  de  A.  Si  m  =  w,  le  point  P  est 
le  milieu  de  AB  et  le  point  Q  n'existe  plus  (214). 

Remab(^(TE.  —  On  peut  aussi  appliquer  la  construction  du  pro- 
blème IV  (220).  On  obtient  alors  la  titiure  suivante  : 


Fig:  169. 

Application.  —-  52U.  Construire  un  triangle  connai.^sant  un  côté,  l'angle 
opposé  et  le  rapport  des  deux  autres  côtés. 
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THEOREME  XXVII 


229.  —  Si  quatre  segments  sont  en  proportion,  le  rectangle  des  extrê- 
mes est  équivalent  au  rectangle  des  moyens. 

Soit  -f  =  f  (1) 

la  proportion  ([ui  lie  les  mesures  de  quatre  segments.  Sur  deux  droites  perpen- 
diculaires (flg.  170),  portons  à  partir 
de  leur  point  d'intersection  0,  les  seg- 
ments OA,   OB,   OC  et  OD,   mesurés 
respectivement  par  a,  b,  c  et  d.  On 
aura  donc  aussi  (189)  : 
0A__  OC 
OB  ~  OU* 
R  C  lî  Construisons  sur  ces  segments  pris 

Fig.  170.  deux  à  deux,  les  quatre  rectangles 

dont  la  somme  est  le  rectangle  PHQE.. 
On  aura  (194)  : 

AODE  =  ad        et        BOCH  =  bc. 

Il  faut  démontrer  l'équivalence  de  ces  deux  rectangles. 

Or,  les  diagonales  OP  et  OQ  des  deux  autres  rectangles  sont  sur  une  même 
droite,  car  les  angles  AOP  et  BOQ  sont  homologues  dans  les  triangles  rectan- 
gles OAPet  OBQqui  sont  semblables,  puisque,  en  vertu  de  l'hypothèse  : 

OA  _  OC  _  AP 
OB  —  OD  ~  BQ  ■ 

Si  l'on  mène  alors  les  parallèles  DI  et  BR  au  segment  PQ,  on  aura  (196  et 
197): 

AODE  =  PODI  =  PO  X  DF 
et  BOCH  =  BOPR  =  PO  X  BG. 

Mais  de  l'égalité  des  triangles  rectangles  DOF  et  BGQ  (75)  on  conclut  que 
les  hauteurs  DF  et  BG  sont  égales.  On  a  donc  bien 

AODE  =  BOCH  ou  ad  =  bc.  (2) 

La  relation  (2)  qu'on  peut  déduire  de  la  relation  (1)  par  l'algèbre,  puisqu'il 
s'agit  de  mesures,  s'en  déduit  donc  aussi  dans  ce  sens  géométrique  :  une 
proportion  entre  quatre  segments  entraîne  une  équivalence  entre  deux 
rectangles  (189). 

Corollaire.  —  Si  un  segment  est  moyen  proportionnel  entre  deux 
autres,  le  carré  de  ce  segment  est  équivalent  au  rectangle  des  deux- 
autres. 

THÉORÈME  XXVIII 

230.  —  Si.  par  un  sommet  du  triangle,  on  mène  différentes 
droites,  elles  diviseront  le  côté  opposé  et  toute  parallèle  à  ce 
côté  en  segments  proportionnels. 

Le  côté  BC  (fig.   171)  et  la  parallèle  DE   déterminent  dans  1er 
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faisceau  des  droites  qui  parteut  du  sommet  A,  des  triaugles  ABF 
et  ADI,  AFG  et  AIK,  etc.,  deux  à  deux  sem- 
blables (222)  et  qui  ont  aussi  doux  à  deux  des 
côtés  communs  AF  et  AI,  AG  et  AK,  etc.  Ou 
peut  donc  écrire  la  suite  des  rapports  égaux  : 
BI  ■  _  AF  _  FG  _  AG  _  (tH  _  AH  _  HÇ 
Dl  ""  AI  ~  IK  ~  AK  ~  KL  ~  AL  ~  LE' 
d'où  Ton  lire  : 

Bf '  _  FG  _  GH  _  HC 
Dl  '~  IK  ~  KL  ~  LE' 
Remarque.  —  Les  segments  compris  entre  deux  mêmes  rayons  du  faisceau 
A  et  qui  entrent  dans  un  même  rapport  sont  dits  homologues;  deux  points 
situés  sur  un  même  rayon  sont  aussi  homologues. 

Corollaire.  —  Si  Von  diriseïin  côté  d'un  triangle  euparties  égales, 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  division  au  sommet  Gyposé,  déter- 
minent des  segments  égaux  sur  toute  parallèle  au  rôié  considéré. 


THEOREME   XXIX 


231.  —  Si  un  côté  d'un  triangle  et  une  parallèle  à  ce  côté  sont  dioisés 
en  segments  proportionnels,  les  droites  qui  joignent  les  couples  de  points 
homologues,  concourent  au  sommet  opposé  du  triayigle. 

Ce  théorème  est  le  réciproque  du  précédent.  La  droite  AF  rencontre  la 
parallèle  DE  en  un  certain  point  1'.  On  aura  simultanémput.  en  vertu  de 
l'hypothèse  et  du  théorème  précédent  : 


BF       Dl 

BF        Dl' 

FC  ~  lE 

et 

FC  ~  l'E 

On  en  conclut 

Dl     Dr 

Dl         Dl' 

lE  ~  l'E 

d'où 

DE  ~  DE 

ce  qui  exige  :  Dl  =  DL,  c.  à  d.  que  les  points  1  et  1'  sont  confondus  sur  AF. 

Applications.  —  521.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  passe  par 
le  point  où  se  couperaient  deux  segments  qu'on  ne  peut  prolonger. 

522.  Si,  dans  un  trapèze  ABCB^  on  mène  les  deux  parallèles  AE  et  CE  qui 
rencontrent  CB  en  E,  AD  en  F,  les  droites  DE  et  BF  seront  aussi  parallèles.  Les 
deux  triangles  ABF  et  EAC  seront  tels  que  les  parallèles  menées  de  A,  B  et  F 
aux  côtés  AC,  CE  et  EA  se  coupent  en  un  même  point,  de  même  que  les  paral- 
lèles menées  de  E,  A  et  C  aux  côtés  BF.  FA  et  AB;  de  là  on  peut  conclure  que, 
si  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  sont  tels,  que  les  parallèles  menées  de  A,  B  et 
C  aux  côtés  B'C  C'A' et  A'B' se  coupent  en  un  même  point  D,  les  parallèles 
menées  de  A',  B'  et  G'  aux  côtés  BC,  CA  et  AB  se  coupent  aussi  en  un  même 
point  D'.  Les  deux  triangles  sont  appelés  métaparallèles  et  D  et  D' leurs 
métapoles. 

523.  Si,  dans  un  parallélogramme  ABCD,  on  mené  la  diagonale  AC,  et  par 
D  une  sécante  quelconque,  rencontrant  la  diagonale  en  F  et  les  deux  autres 
côtés  en  E  et  G,  on  aura  : 

DF'  =  FE  X  FG. 

524.  Mener,  dans  un  cercle,  une  corde  qui  soit  divisée  en  trois  parties 
.égales  par  deux  rayons  donnés. 
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THEOREME  XXX 


232.  —  Si,  du  sommei  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectan- 
gle on  mène  la  hauteur  correspondant  à  Vhypoténuse, 

P  Les  deux  triangles  partiels  déterminés  par  cette  hauteur, 
sont  semblables  au  triangle  total  et  semblables  entre  eux  ; 

2°  Chaque  côté  de  l'angle  droit  est  moyen  proportionnel 
entre  l'hypoténuse  et  sa  projection  sur  l hypoténuse  ; 

3°  La  hauteur  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
segments  quelle  détermAne sur  l'hypoténuse. 

1".  Les  triangles  BAD  et  BAC  (fig.  172)  ont  l'angle  commun  B; 
ces  deux  triangles  sont  donc  semblables  (224, 
Cor.  II). 

On  démonti'era  de  même  que  le  triangle  DAC 
est  semblable  au  triangle  BAC;  donc,  les  trois 
triangles  sont  semblables  deux  à  deux.  On  peut 
d'ailleurs  démontrer  directement  la  similitude 
des  triangles  ABD  et  ADC. 

2".  De  la  similitude  des  triangles  ABD  et  ABC,  on  déduit,  entre 
les  côtés  homologues,  la  pro])ortion 

BD  _  AB 
AB  ~  BC 

Des  triangles  semblables  ADC  et  ABC,  on  déduirait  de  même  : 

DC_AC 
AC  ~  BC' 

Donc,  chacun  des  côtes  de  V angle  droit  est  moyen  proportionnel 
entre  Vhypoti'nuse  et  sa  projection  sur  Vhypoténuse. 

3°.  Enfin,  de  la  similitude  des  triangles  ABD  et  ADC,  qui  ont 
leurs  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun  (224,  Rem.),  on  déduit 
la  propoition  : 

BD_AD 
AD  ""  DC  ' 

donc,  la  hatdeur  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segments^ 
BD  et  DC  de  Vhypoténuse. 

Remarque.  —  De  la  proportion 

BD  _  AB 

AB  ~  BC' 


on  déduit  (189 1 


AB' 


BD  X  BC. 


On  a 


de  même 


AC'  =  DC  X  BC. 
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On  en  conclut  :  AB'  +  ÂC'  =  BD  x  BC  +  DC  x  BC. 

=  (BD  +  T)C)XBC 
=  BC  X  BC  =  BC'. 

Donc,  le  carré  fait  sur  llufpoténuse  est  équivalent  à  la  somme  des 
■carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés.  Nous  retrouvons  ainsi  la  propo- 
position  du  carré  de  l'hypoténuse  par  une  voie  très  différente  de 
celle  que  nous  avons  suivie;  on  voit  que  la  proposition  du  cari-é  de 
rhy|)oténuse  peut  être  regardée  comme  une  suite  de  la  proportion- 
nalité des  côtés  dans  les  triangles  équiangles. 

Corollaire  I.  —  Le  segment  j^erpendiculaire  mené  cVun  point 
d'une  circonférence  à  un  diamètre  est  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  segments  du 
diamclre. 

L'angle  BAC  (fig.  173),  inscrit  dans  une 
demi-circonférence,  est  droit;  dans  le  triangle 
rectangle  BAC,  on  a  donc  bien  : 

BD  _  AD 
AD  ~  DC" 

Toute  corde  est  moyenne  proportioïinelle  entre 
le  diamètre  qui  pto-sse par  l'une  de  ses  extrémités  et  sa  projection  sur 
■ce  diamètre. 

Corollaire  III.  —  Des  égalités 

ÂB'  =  BC  X  BD        et        ÂC'  =  BC  x  DC, 
■établies  dans  la  remarque  ci-dessus,  on  déduit 

IB'  _  Bp 
ÂC^  ~  DC 


Corollaire  IL 


Ou  a  aussi 


DC 

m 


AT  _  BD      ^^      AC; 
BC'^BC      ^       BC' 
Ces  rapports  des  carrés  des  côtés,  soit  entre  eux,    soit  avec  le 
carré  de  l'hypoténuse,  ont  été  déjà  donnés  (205). 

Applications.  —  .525.  Si  l'un  des  côtés  de  l'augle  droit  est  double  de  l'autre 
quel  sera  le  rapport  des  segments  déterminés  sur  l'hypoténuse  par  la 
hauteur? 

526.  Si,  R,  r,  r'  sont  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  ABC, 
ABDetCAD,  ona  :  R^  =  ?•- +  r'^ 

527.  Démontrer  que:  ^,  =  ^,+=5^.- 

528.  Si  un  rectangle  est  inscrit  dans  un  triangle  rectangle  de  manière  qu'un 
de  ses  côtés  coïncide  avec  l'hypoténuse,  l'autre  côté  sera  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  autres  segments  de  l'hypoténuse. 

529.  Si,  par  un  point  P  de  l'hypoténuse  BC  d'un  triangle  rectangle  ABC,  on 
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mène  une  perpendiculaire  qui  rencontre  en  E  la  circonférence  circonscrite  et 
en  D  et  F  les  côtés  de  l'angle  droit,  on  a  :  "ËP^  =  PD  X  PF- 

DC 

530.  Si,  dans  la  figure  du  corollaire,  on  prend  BE  =  -j-,  le  point  K  sera 

également  distant  de  A  et  du  milieu  de  DC. 

531.  Si  un  trapèze  isoscèle  est  circonscrit  à  un  cercle,  le  diamètre  de  ce 
cercle  est  moyen  proportionnel  entre  les  bases  du  trapèze. 

532.  Si,  du  pied  D  de  la  hauteur  AD  d'un  triangle  ABC.  on  mène  les  perpen- 
diculaires DM  et  DN  à  AB  et  AC.  le  triangle  AMN  sera  semblable  au  triangle 
ABC. 

533.  La  bissectrice  d'un  des  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle  divise  le 
côté  opposé  et  la  hauteur  menée  à  l'hypoténuse  en  parties  inversement  pro- 
portionnelles. 

534.  Le  rectangle  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  est 
double  du  rectangle  des  deux  segments  déterminés  sur  l'hypoténuse  par  le 
point  de  contact  du  cercle  inscrit 

535.  Si,  du  sommet  C  d'un  triangle  inscrit  ABC,  on  mène  au  rayon  BO  une 
perpendiculaire  qui  rencontre  BA  en  D,  BC  sera  moyen  proportionnel  entre 
BA  et  BD. 

.536.  Dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  on  mène  CD,  bissectrice  de 
l'angle  C  ;  démontrer  qu'on  a  la  proportion 

AB_  BC-  AC 
AC  ~        AD 

537.  Si,  par  le  sommet  B  du  plus  grand  angle  ai»u  d'un  triangle  rectangle 
AHC,  on  mène  une  droite  BE  formant  avec  BA  l'angle  EBA  =  C,  on  aura  : 

BÂ'-'  =  AC  X  AE. 

538.  Sur  un  segment  rectiligne  AB  =  2R  +  2r  on  marque  la  longueur 
AF  =  2R  et  l'on  trace  sur  les  diamètre  AF  et  FB  des  circonférences  auxquelles 
on  mène  la  tangente  commune  extérieure  CD.  On  mène  et  prolonge  les  cordes 
AC  et  BD  qui  se  coupent  en  E  et  les  cordes  FC  et  FD.  Démontrer  que  CEDF  est 
un  rectangle  et  calculer  l'aire  de  ce  rectangle  en  fonction  de  R  et  r. 

PROBLÈME  Vil 

233.  —  Construire  la  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
segments  donnés  a  et  b. 

P®  Solution.  —  Sur  une  droite  quelconque  d  (lig.  174)  marquons 
arbitiaireraeut  le  point  C  et  portons  de  part 
et  d'autre  les  segments  CA  =  a  et  CB  =  h. 
Sur  le  diamètre  AB  décrivons  une  demi-cir- 
conférence et  menons  eufiu  le  segment  CX 
perpendiculaire  au  diamètre. 

Ce  segment  est  la  moyenne  proportionnelle 
Fig.  174.  cherchée  (232.  Cor.  I) 

II®  Solution.  —  Sur  une  droite  quelconque  d  (fig.  175)  portons, 
du  même  côté  d'un  point  C,  les  segments  CA  =  a  et  CB  =  h 
(a  >  h).  Sur  le  diamètre  CA  décrivons  une  demi-circouférence  ; 
menons  la  perpendiculaire  BX  et  enfin  la  corde  CX. 
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B  A 

Fig.  175. 


Cette    corde   est   la   moyenne    proportion uelle    cherchée    (232, 
y  Cor.  II). 

Remarque.  —  Dans  la  figure  174,  le  segment 
CA  est  une  troisième  proportionnelle  aux  seg- 
ments CB  et  ex.  On  peut  donc  construire  une 
troisième  proportionnelle  (221)  à  deux  seg- 
ments donnés  CB  et  CX,  en  portant  sur  une 
droite  d  le  segment  CB  et  consti'uisant  le  segment  perpendiculaire 
CX  ;  ou  joint  BX  et  on  mène  la  perpendiculaire  XA  àXB;  cette 
perpendiculaire  coupe  la  droite  d  au  point  A  ;  CA  est  la  troisième 
propoitionnelle. 

Dans  la  figure  175,  CB  est  une  troisième  pi-opo!'tiouiielle  à  CA  et 
CX  et  CA  l'est  à  CB  et  CX.  La  figure  indique  donc  encore  un  procédé 
de  construction  d'une  troisième  proportionnelle. 

Application.  —  539.  Démontrer  que  la  moyenne  géométrique  de  deux 
quantités  est  moindre  que  leur  moyenne  arithmétique. 

THÉORÈME   XXXI 


234.  —  Fiant  donné  un  polygone,  on  peut  co)'St?-iure  un  autre 
polygone  dont  les  côtés  sont  respectivement  proportionnels  à 
ceux  du  premier  et  dont  les  angles  sont  respectivemeyit  égaux 
à  ceux  du  premier. 

Le  théorème  a  été  démon ti'é  pour  le  tri?mgle  (222). 

Soit  le  polygone  ABCDE  (fig.  176). 
Joignons  les  sommets  à  un  point  inté- 
rieur quelconque  0  et  par  un  point 
arhitraire  A'  de  OA,  menons  A'B'  paral- 
lèle à  AB.  puis  B'C  parallèle  à  B('  et 
ainsi  de  suite  jusque  D'E'  parallèle  à  DE. 
Joignons  enfin  E'A'. 

1"  Des  couples  de  triangles  semblables 
(222)  ainsi  déterminés,  on  déduit  la 
suite  des  rapports  égaux  : 

OA  _  AB  _  OB__BC  _0C  _  CD  _  OE 

OA'  ~  A'B'  "~  OB' ~~  B'C  ~  OC  ~~  i^'iV  -  ■■■  —  oE'" 

De  l'égalité  du  premiei-  et  du  dernier  lapport  de  cette  suite,  on 
conclut  que  E'A'  est  parallèle  à  E  A  (217  ). 

On  a  donc,  entre  les  côtés  des  deux  polygones  .\BCD  et 
A'B'CD'E',  la  relation 

AB        BC  _    CI)  _   DE        EA 
A'B'  '"  ^V  ~  CJV>'  ~  D'E'  ""  E'A'" 
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2"  D'autre  part,  les  angles  de  ces  polygones  sont  égaux  deux  à  deux 
comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  de  même  sens  (89). 

Le  théorème  est  donc  démontré  pour  un  polygone  d'un  nombre 
quelconque  de  côtés. 

235.  Polygones  semblables.  —  Deux  polygones  Jpuis.sant  de 
cette  double  propiiété,  proportionnalité  des  «ôtés  et  égalilé  des 
angles  deux  à  deux,  sont  dits  semblables;  les  côtés  qui  entieut 
dans  un  même  rapport,  sont  dits  homologues;  il  en  est  de  même 
de  deux  angles  égaux  et  aussi  des  sommets  de  ces  angles  ainsi  que 
•des  diagonales  joignant  deux  sommets  homologues.  Remai-quons  que 
deux  côtés  homologues  sont  adjacents  à  des  angles  homologues 
égaux. 

Le  rapport  de  deux  côtés  homologues  s'appelle  le  rapport  de 
similitude  des  deux  polygones. 

Le  théorème  précédent  établit  donc  l'existence  de  polygones 
semblables. 

Les  propriétés  précédent^^s  sont  conservées  (10),  si  l'on  déplace  dans  le  plan 
le  polygone  A'B'C'D'E'.  11  en  serait  encore  ainsi,  si  l'on  retournait  ensuite  ce 
polygone,  mais  l'ordre  des  éléments  homologues  serait  renversé.  On  distin- 
gue ces  deux  dispositions  de  figure  en  disant  que  dans  le  premier  cas  les  poly- 
gones pont  directement  semblables  et  qu'ils  le  sont  inversement,  dans  le 
second. 

THÉORÈME  XXXll 


236.  —  Deux  polygones  coTnposés  d'un  même  nombre  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun  et  disposés  dans  le  même 
ordre  relatif ,  sont  semblables. 

Soient  (tig.    177)   les  deux  polygones  ABCDE  et  FGHIK.   dans 

lesquels  nous  supposons  que  les 
triangles  ABC,  ACD  et  ADE  sont 
respectivement  semblables  aux 
triangles  FGA,  FHI  et  FIK  et 
I)lacés  dans  le  même  ordre  relatif. 
1".  —  De  la  similitude  des 
triangles  ABC  et  FGH,  on  dé- 
duit : 
et         C,  =  H^. 

De  la  similitude  des  tiiangles  ACD  et  FHI,  on  déduit  d'autre 
part  : 

C,  =  H,. 
On  en  conclut  que  les  angles  BCD  et  GHI  sont  égaux.  On  démon- 
trerait de  même  l'égalité  des  angles  CDE  et  HIK,  et  ainsi  de  suite. 
Ces  polygones  ont  donc  leurs  angles  égaux  deux  à  deux. 


Fig.   177 


B  =  C 
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2".  —  Ils  ont  de  plus  leurs  côtés  homologues  proportionnels.  Car, 
de  la  similitude  des  triangles,  on  peut  concluie  de  proche  en  proche  : 

AB_BC_AC_Cp_AD_DE_EA 
FG  ~  GH  "  FH  ~  HI  ~  FI  ~"  IK  ~  KF' 

Donc  (235)  les  polygones  sont  semblables. 

THÉORÈME  XXXIII 

237.  —  Deux  polygones  semblables  peuvent  être  décomposés 
en  un  même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à  chacun 
et  disposés  dans  le  m,êm,e  ordre  relatif. 

Soient  (fig.  177)  les  deux  polygones  semblables  ABCDE  et  FGHIK. 

Dans  le  polygone  ABCDE,  menons,  d'un  même  sommet  A,  les 
diagonales  AC  et  AI),  aux  autres  sommets.  Dans  l'autre  polygone 
FGHIK,  menons  aussi  du  sommet  F,  homologue  de  A,  les  diagonales 
homologues  FH  et  FI. 

Puisque  les  polygones  sont  semblables,  on  a 

^-''        ''        FG  =  GH- 

Il  suit  de  là  que  les  triangles  ABC  et  FGH  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés   proportionnels;  donc  ils  sont  semblables  (226)  et 

Si  l'on  retranche  respectivement  ces  angles  égaux  des  angles 
égaux  BCD  et  GHI,  il  reste  : 

C,  =H.,. 

Mais  puisque  les  triangles  ABC  et  FGH,  sont  semblables,  on  a,  eu 
tenant  compte  aussi  de  la  similitude  des  polygones  : 

AC  _  BC  _  CD 
FH  ~  GH~  HI' 

Les  triangles  ACD  et  FHI  ont  donc  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels  et  sont  seml)lables. 

On  continuerait  de  même  à  démoutrei'  hx  similitude  des  triangles 
suivants,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  des  polygones  proposés; 
donc,  deux  polygones  semblables  sont  coDqwsés  d'un  même  nombre  de 
triangles  semblables  disposés  dans  le  même  ordre  relatif. 

Remarque.  —  Il  faut  deux  conditions  pour  que  deux  triangles  soient  sem- 
blables (223);  comme  un  polygone  de  n  côtés  peut  être  décomposé,  par  des 
diagonales  menées  d'un  sommet,  en  (n  —  2)  triangles,  il  îaudra  2  (n  —  2)  = 
2«  —  4  conditions  pour  que  deux  polygones  soient  semblables,  11  en  faut 
2n  —  3  pour  qu'ils  soient  égaux. 


LIVEE   III  169 


PROBLEME  VIII 


238.  —  Sw  un  segment  donné  et  considéré  comme  Vhomo- 
logue  d'un  côté  d'un  polygone,  construire  un  polygone  semblable 
au  premier. 

Soit  (fig.  177)  un  polygone  ABCDE  et  soit  FG  un  segment  consi- 
déré comme  l'homologue  du  côté  AB,  F  étant  l'homologue  de  A  et  G 
l'homologue  de  B. 

Pour  construire  un  polygone  semblable  au  polygone  ABCDE, 
décomposons  ce  polygone  en  triangles  par  les  diagonales  AC  et  AD  ; 
au  point  F,  faisons  l'angle  GFH  =  BAC  et  au  point  G,  l'angle  G  =  B; 
H  étant  le  point  de  rencontre  de  FH  et  GH,  le  triangle  FGH  sera 
semblable  à  ABC  (224)  et  FH  sera  l'homologue  de  AC. 

On  construira  de  même,  sur  FH,  le  triangle  FHI  semblable  à  ACD; 
puis,  sur  FI,  homologue  de  Al),  le  triangle  FHv  semblable  à  ADE  et 
le  polygone  FGHIK  sei-a  le  polygone  demandé  (236). 

Remarque.  —  On  pourrait  aussi  joindre  un  point  arbitraire  0, 
intérieui"  au  polygone  donné,  aux  sommets  de  ce  polygone,  de 
manière  à  décomposer  celui-ci  en  autant  de  triangles  OAB,  OBC, 
etc.,  qu'il  y  a  de  côtés.  On  construira  ensuite  surFG,  homologue  de 
AB,  un  tiiaugle  FO'G  directement  semblable  au  triangle  AOB,  en 
faisant  en  F  et  G  des  angles  respectivement  égaux  aux  angles  AOB 
et  OBA.  A  ce  triangle  on  juxtaposera  un  triangle  O'GH  semblable  à 
OBC  et  ainsi  de  suite.  Le  polygone  obtenu  est  semblable  au  pre- 
mier. ' 

Deux  points  0  et  0'  du  plan  de  deux  polygones  semblables  sont  dit*  homo- 
logues, lorsqu'en  les  joignant  respectivement  aux  extrémités  de  deux  côtés 
homologues  AH  et  A'B' de  ces  polygones,  on  obtient  deux  triangles  directe- 
ment semblables  (223).  Deux  segments  sont  homologues,  lorsque  leurs 
extrémités  sont  des  points  homologues. 

Applications.  —  540.  Etîéetuer  cette  construction  en  prenant  sur  AH  une 
longueur  égale  à  FG,  et  divisant  le  polygone  ABCDE  en  triangles  par  des  seg- 
ments menés  d'un  point  intéiieur. 

541.  Circonscrire  ou  inscrire  à  un  quadrilatère  donné  un  quadrilatère  sem- 
blable à  un  quadrilatère  donné. 

542.  Etant  donnés  deux  polygones  semblables  ABCDE  et  FGHIK,  si  par  le 
sommet  A,  on  mène  un  segment  AO,  et  par  le  sommet  F,  un  segment  FP,  tel 
que  l'angle  GFP  =  BOA  et  qu'on  détermine  le  point  P  par  la  proportion 
AO  :  FP  =  AB  :  FG,  les  triangles  que  l'on  obtiendra  en  joignant  les  points  O 
et  P  aux  sommets  des  polygones,  seront  semblables  deux  à  deux. 

543.  Si  l'on  joint  les  centres  de  gravité  des  quatre  triangles  qui  forment 
deux  à  deux  un  quadrilatère,  on  obtiendra  un  nouveau  quadrilatère  semblable 
au  symétrique  du  quadrilatère  donné. 

Cambier  et  Lameot.    — Atln-iiées.  .  G. 
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239.  —  Les  périmètres  de  deux  polygones  semblables  sont 
entre  eux  comme  deux  côtés  homologues  :  les  aires  de  ces  poly- 
gones sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  côtés. 

l'*  Dans  les  deux  polygones  semblables  ABCDE  et  FGHIK 
(fig.  177),  on  a  : 

AB  _  BC  _  CD  _ 

fct~gh~  hi  ~  •■•  *^  ' 

On  en  déduit  (189)  : 

AB  +  BC4-CD  +  -.-       AB 
F(i  +  GH  +  Hl4-  ...  ~FCt" 

Or,  les  termes  du  premier  rapport  sont  respectivement  les  péri- 
mètres des  deux  polygones  et  les  termes  du  second  rapport  sont 
deux  côtés  homologues. 

2"  —  Décomposons  les  deux  polygones  en  triangles  semblables 
(237). 

En  considérant  les  couples  successifs  de  triangles  semblables,  on 
obtient  les  proportions  : 

tr.  ABC      IB'  tr.  ACD  _  CD'  fr.  ADE       DE' 

tr. FGH  ~"  FG''         f^-  FHl  ~"  Hî''         tr.  FIK    ~  "kÏ'' 
Or,  les  seconds  membres  de  ces  proportions  sont  égaux,  car  ils 
sont  les  carrés  de  rapports  égaux  de  la  suite  (1).   On  eu  conclut 
que  : 

fr.  ABC  _  fr.  ACD  _  fr.  ADE  ^  Ib; 
tr.  FOH  ~~  fr.  FHI  ~  tr.  FIK   ~~  YG' 

et  par  suite  (189)  : 

fr.  ABC  +  tr.  ACD  +  tr.  ADE  _  lÏÏ' 
tr.  F(^H  4-  fr.  FHI  +  tr.  FIK        pÏÏ' 
Les  termes  du  premier  rapport  sont  lespectivement  les  aires  des 
deux  polygones  et  les  termes  du  second  rapport  sont  les  carrés  de 
deux  côtés  homologues. 

Si  l'on  désigne  par  P  et  P'  les  périmètres  et  par  S  et  S'  les  aires 
des  deux  polygones,  les  deux  proportions  établies  peuvent  s'écrire  : 

^  _  jp^       ^^       j s;_ 

AB~F(;  ^  ÂB'""FÏÏ' 

Applk  ATiuN.  —  .544.  Partager  un  polygone  donné  en  parties  équivalentes 
par  des  polygones  semblables  et  semblablement  placés,  le  centre  de  similitude 
commun  à  ces  polygones  étant  un  point  quelconque  pris  â  l'intérieur  du 
polygone  donné  (236). 
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Îi40.  —  Si  Von  mène  par  un  point  deux  sécantes  quelconques 
à  une  circonférence,  celle-ci  détermine  sur  ces  sécantes  des 
segments  en  proportion  inverse. 

P'^Cas.  — Le  point  donné  est  intérieur  à  la  circonférence  (tig.  178). 
Joignons  AC  et  BD.  Dans  les  triangles  APC 
et  BPD,  on  a,  entre  les  angles  : 

APC=BrD     er     C  =  B. 

Ces  triangles  sont  donc  semblables  et  don- 
nent : 

PA  _  PC 
PI)  ~PB' 

IP*  Cas.  —  Le  point  donné  est  extérieur  à 
lu  circonférence  (tig.  179).  La  démonstration  est  analogue;  on  con- 
sidère les  triangles  semblables  APC  et 
BPD.  On  ;i  donc  encore  : 

PA_  PC 
PD  —  PB" 

Corollaire.   —   Le  produit   des   seg- 
ments déterminés  par  une  circonférence 
sur  toute  sécante  menée  par  un  point  du 
plan  est  constant. 
On  déduit  en  effet  de  la  proportion  ci-dessus,  pour  deux  sécantes 
quelconques  (229)  : 

PA.  PB  =-  PC.  PD. 
Ce  produit  constant  s'appelle  la  puissance  du  point  P,  relative- 
ment à  la  circonférence. 

Réciproquement.  —  Si  quatre  points  déterminent  sur  deux  droites 
sécantes,  départ  et  d'autre  de  leur  point  d'intersection  ou  d'un  même 
côté,  des  segments  en  piroportion  inverse,  ces  quatre  points  sont  sur 
une  même  circonférence. 

On  a,  par  bypothèse  (tig.  178  et  179)  : 

PA  _  PC 

PD  ""  PB' 

Il  en  résulte  (226)  que  les  triangles  APC  et  BPD  sont  semblables 

et  qne  le   segment  AD  est  vu  des   points  B  et  C  sous  des  angles 

homologues  égaux.  Ces  points  sont  donc  (162,  II)  sur  un  même  arc 

capable  de  l'angle  B  =  C,  décrit  sur  la  corde  AD. 

Applications.  -  545.  Dan.s  un  triangle  inscrit,  le  rectangle  des  distances  du 
centre  de  gravité  à  l'un  des  sommets  et  au  point  où  la  médiane  partant  de  ce 


Fig.    179. 
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sommet  rencontre  la  circonférence,  est  équivalent  au  neuvième  de  la  somme 
des  carrés  des  côtés. 

546.  Si,  du  milieu  d'un  côté  d'un  triangle  inscrit,  on  mène  une  perpendicu- 
laire au  diamètre  qui  passe  par  le  sommet  opposé,  la  somme  des  carrés  des 
deux  autres  côtés  est  équivalente  au  double  du  rectangle  construit  sur  le  dia- 
mètre et  la  distance  du  sommet  de  l'angle  au  pied  de  la  perpendiculaire. 

547.  Si  Ton  Joint  le  centre  d'un  cercle  à  un  point  d'une  corde,  le  carré  du 
segment  obtenu  plus  le  rectangle  des  segments  que  le  point  choisi  détermine 
sur  la  corde,  est  équivalent  au  carré  du  rayon. 

548.  A  quoi  est  équivalente  la  somme  des  carrés  de  deux  cordes  perpendi- 
culaires ? 

549.  Si  trois  circonférences  se  coupent  deux  à  deux,  les  cordes  d'intersection 
passent  par  un  même  point. 

550.  Si.  par  le  point  P,  on  mène  une  corde  quelconque  AB.  et  des  tangentes 
aux  extrémités  de  cette  corde,  la  somme  des  inverses,  des  distances  du  point  P 
à  ces  tangentes  sera  constante. 

551.  Si,  par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC,  on  mène  deux  droites  isogona- 
les  et  si  d'un  point  de  chacune  d'elles  on  mène  des  perpendiculaires  aux  côtés 
de  l'angle  A.  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  seront  sur  une  même  circonfé- 
rences, dont  le  centre  est  au  milieu  du  segment  qui  joint  les  deux  points. 

552.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base  a,  l'angle  au  sommet  A  et 
le  rectangle  b  b  -fo. 

553.  Construire  une  circonférence  passant  par  deux  points  donnés  et  1°  tan- 
gente à  une  circonférence  donnée:  2°  coupant  une  circonférence  donnée  en 
deux  parties  égales 

554.  Construire  un  triangle  connaissant  un  côté,  la  somme  ou  la  différence 
des  deux  autres  côtés,  et  une  droite  sur  laquelle  doit  se  trouver  le  troisième 
sommet. 

555.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  une  circonférence  donnée,  à  une 
droite  donnée  et  passant  par  un  point  donné. 

556.  Si,  par  deux  points,  on  fait  passer  différentes  circonférences  qui  coupent 
une  circonférence  donnée,  les  cordes  d'intersection  passeront  toutes  par  un 
même  point  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés. 

.557.  Etant  donnés  un  cercle  et  une  droite,  si,  par  l'une  des  extrémités  A  du 
diamètre  du  cercle  perpendiculaire  à  la  droite,  on  mène  une  sécante  quelcon- 
que, les  rectangles  des  distances  du  point  A  à  la  rirconférence  et  à  la  droite, 
comptées  sur  ces  différentes  sécantes,  seront  équivalents. 

558.  Décrire  une  circonférence  tangente  lo  à  deux  circonférences  données 
et  passant  par  un  point  donné,  2^  à  trois  circonférences  données. 

559.  Si,  par  un  point  A  d'une  circonférence,  on  mène  une  corde  AB  qui  ren- 
contre en  P  le  diamètre  perpendiculaire  à  OA.  on  a  : 

ABX  AP  =2R-. 

560.  Construirr  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  longueurs  données. 

561.  Si  H  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  ADet  BE  d'un  triangle  ABC, 
on  a  :  AD.  AH  -|-  BE.  BH  =  AÏÏ"  ;  et  si  H',  W"  sont  les  points  où  ces  hauteurs 
rencontrent  une  |ierpendiculaire  à  AB,  on  a  : 

ÂB'  =  AD,  AH'-f  HE.  BH". 
.^62,  On  marque  les  milieux  E  et  F  des  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle  et  l'on 
circonscrit  une  circonférence  au  triangle  AEF.  Démontrer  que  si  cette  circon- 
férence est  tangente,  en  D,  au  côté  BC,  AD  est  la  bissectrice  de  l'angle  A  et  est 
moyenne  proportionnelle  entre  BD  et  DC  iM). 
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241 .  —  Si,  d'un  point  extérieur  à  une  circonférence,  on  mène 
'une  tangente  et  une  sécante,  le  segment  tangent  sera  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  segments  de  la  sécante  comptés  à 
^partir  du  point  donné. 

Joignons  AD  et  AC  (fig.  180).  Les  triangles  OAD  et  OAC  ont 
l'angle  0  commun  ;  de  plus,  l'angle  OAD,  formé 
par  une  tangente  et  une  corde,  intercepte  l'arc 
(AD),  comme  l'angle  inscrit  C;  donc,  l'angle 
OAD  =  C.  Les  deux  triangles  sont  semblables,  et 
on  a  la  proportion  : 

0C_  OA 
OA  ~  OD 

dont  on  peut  tirer  (189)  : 
Fig-  160.  OÂ'  =  OCX  OD. 

Applications.  —  563.  Démontrer  que  (Fig.  180)  : 

qp  _  ÂD^ 
OC  -  ÂC''' 

564.  Décrire  une  circonférence  tangente  1"  à  une  droite  donnée  et  passant 
■par  deux  points  donnés,  2o  à  deux  droites  données  et  passant  par  un  point 
donné. 

565.  Quand  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement,  la  portion 
■de  la  tangente  commune  extérieure,  comprise  entre  ses  points  de  contact,  est 
■moyenne  proportionnelle  entre  les  diamètres  des  deux  circonférences. 

566.  Si  deux  circonférences  se  coupent,  les  segments  tangents  menés  à  ces 
•circonférences  d'un  point  du  prolongement  de  leur  corde  d'intersection  sont 
égaux. 

567.  Construire  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  longueurs  données. 
.568.  Si  l'on  mène  un  diamètre  d'une  circonférence  et  si  l'on  décrit  d'un 

même  côté  de  ce  diamètre  deux  circonférences  tangentes  entre  elles,  tangen- 
tes à  la  circonférence  donnée  et  au  diamètre,  la  tangente  commune  intérieure 
à  ces  deux  circonférences  passe  par  une  extrémité  du  diamètre  perpendiculaire 
au  premier  et  la  distance  de  cette  extrémité  au  point  de  contact  est  constante. 

569.  Si  la  droite  AB  est  divisée  harmoniquement  aux  points  C  et  D,  toute 
circonférence  passant  par  CD,  coupe  ortbogonalement  la  circonférence  décrite 
sur  AB  comme  diamètre. 

Inversement,  si  deux  circonférences  se  coupent  à  angle  droit,  elles  divisent 
harmoniquement  toute  sécante  qui  passe  par  le  centre  de  l'une  d'elles. 

570.  Sur  le  côté  BA  prolongé,  d'un  triangle  ABC,  on  marque  deux  points  D 
et  E  tels  que  BD.  BE  =  BC'",  puis  l'on  construit  le  symétrique  F  du  point  D 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  menée  par  C  au  côté  BC;  démontrer  que  : 
il»  les  triangles  BCD  et  BCE  sont  semblables,  2°  la  circonférence  DEF  est  tan- 
:gente  en  C  au  côté  BC,  3°  la  bissectrice  de  l'angle  DCE  est  fixe  (M). 
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571.  Si  un  quadrilatère  est  à  la  fois  inscriptible  et  circonscriptible,  la  puis- 
sance d'un  des  points  de  rencontre  des  côtés  opposés,  par  rapport  à  la  circon- 
férence circonscrite,  est  équivalente  au  carré  de  sa  distance  au  centre  du 
cercle  inscrit. 

572.  Si  deux  circonférences  se  coupent,  la  puissance  d'un  point  de  l'une 
d'elles  par  rapport  à  l'autre  est  équivalente  au  double  rectangle  de  sa  distance 
à  la  corde  d'intersection  et  de  la  distance  des  centres  des  deux  cercles. 

573.  Si  trois  circonférences  ont  une  corde  commune,  les  segments  tangents 
menés  d'un  point  quelconque  de  l'une  d'elles  aux  deux  autres  sont  dans  un 
rapport  constant. 

574  Si  l'on  a  deux  tangentes  à  une  circonférence  et  leur  corde  des  contacts 
et  que,  d'un  point  de  l'une,  on  mène  une  parallèle  à  Fautre,  le  segment  com- 
pris entre  ce  point  et  la  corde  des  contacts,  sera  moyen  proportionnel  entre  les- 
distances  du  point  à  la  courbe,  comptées  sur  cette  parallèle. 
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242.  —  Dans  un  triangle,  le  rectangle  de  deux  côtés  est  équi- 
valent au  carré  de  la  bissectrice  de  l'angle  qu'ils  comprennent, 
plus  le  rectangle  des  segments  que  cette  bissectrice  détermine 
sur  le  troisième  côté. 

Circonscrivons  une  circonférence  au  triangle  ABC  (lig.  181);  pro- 
longeons la  bissectrice  AD  jusqu'à  la  circonfé- 
rence en  E,  et  joignons  CE. 

Le  triangle  BAD  est  semblable  au  triangle 
EAC;  car,  par  hypothèse,  Aj  =  A.-,;  de  plus  : 

B  =  E, 
puisque  ces  angles  inscrits  interceptent  le  même 
arc  (AC);  donc,  ces  triangles  sont  semblables, 
et  les  côtés  homologues  donnent  la  proportion  : 

AB_  AD 
AE  ~  AC' 

On  en  déduit  successivement  (189)  : 

AB.  AC  =  AE.  AD 

=  (AD  +  DE)  AD 

=  ÂD'  +  AD.  DE 

=  AÏÏ*  -h  BD.  DC  (240). 

Calcul  de  la  bissectrice.  —  Ce  théorème,  qui  est  un  cas  particulier  du 
théorème  de  Stewart  (212),  permet  de  calculer  la  longueur  de  la  bissectrice 
en  fonction  des  côtés.  Désignons  par  a,  b,  c  les  longueurs  des  trois. côtés. 
Entre  les  segments  BD  et  DC,  on  a  les  relations  : 

BD-^DC  =  a  et  ^=.|-(219). 
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On  en  déduit  : 

BD        DC        BD  +  DC  a 


c  h  6+c  6+c 

et  par  suite  : 

m^r^  et  DC=     "^ 


6  +  c  ~  b-\-c 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'égalité  démontrée  au  théorème  précédent.  Il 
vient  : 


bc  =  AD'  + 


i    ,      a^bc 


(6  +  c)-^ 
On  en  tire  : 

bc  ibc 

^  (bTW  (^  +  ^  +  «)(*  +  «^  -  ^)  ^  (6+^^  p (p  -  «)• 

La  formule  ciierciiée  est  donc 


AD=  ^-p^  y  bcp  (p  -  a). 


Applications.  —  575.  Si  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  A  d'un  triangle 
ABC,  rencontre  en  E  le  prolongement  du  côté  BC,  on  aura  : 
AR.  AC  =  BE.  CE  -ÂË". 

576.  Si  un  triangle  isoscèle  est  inscrit  dans  un  cercle  et  qu'on  mène  par  son 
sommet  une  droite  qui  coupe  la  circonférence  et  la  base  du  triangle,  le  côté  du 
triangle  sera  moyen  proportionnel  entre  les  distances  du  sommet  aux  deux 
points  d'intersection.  _  ^^^^_^^ 

577.  Démontrer  que,  dans  la  ligure  181,  CE  est  moyen  proportionnel  entre 
EDetEA. 

578.  Dans  un  triangle,  de  deux  bissectrices  celle-là  est  la  plus  grande  qui 
correspond  au  plus  petit  angle. 

579.  Dans  un  triangle  rectangle,  si  b  et  c  sont  les  côtés  de  l'angle  droit  et  d 
la  bissectrice  de  cet  angle  on  a  : 

h~^  c         d  ' 

580.  Si  deux  triangles  rectangles  ont  la  même  bissectrice  de  l'angle  droit,  la 
somme  des  inverses  des  côtés  de  l'angle  droit  sera  la  même. 

581.  Démontrer  que  si  6  +  e  =  2a,  on  a,  pour  la  bissectrice  ; 

AD  =  9  V'Sftë". 
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243.  —  Dans  un  triangle,  le  rectangle  de  deux  côtés  est 
équivalent  au  rectangle  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  et  de 
la  hauteur  correspondant  au  troisième  côté. 

Soit  (fig.  182)  le  triangle  inscrit  ABC;  menons  le  diamètre  AE,  la 
liauteur  AD  correspondant  au  troisième  côté  BC,  et  joignons  BE. 
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Les  triangles  ABE  et  ADC  sont  rectangles,  l'un  en  B^  l'autre- 
en  D;  de  plus,  l'angle  C  =  E  (162,  I);  donc,, 
ces  triangles  sont  semblables  et  ils  donnent 
la  proportion  : 

AB  _  AE 
AD  ~"  AC' 
d'où  résulte  (189)  : 

AB  X  AC  =  AE  X  AD.        (1) 

Calcul  de  R.  —  Désignons  par  a,  b,  c  les- 

longueurs  respectives  des  trois  côtés,  par  h  celle  de  la  hauteur  et 

par  R,  celle  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

L'égalité  (1)  devient  (189)  : 

hc  =  2Rh. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  a,  on  obtient  si  l'on  désigne- 

par  T  Taire  du  triangle  : 

abc  =  •2ma  =  4RT 

car  aJi  =  2T  (199).  De  cette  égalité  on  déduit  les  deux  formules  n 

„        abc  r,        nbc  abc 

1  =  -rrr  et  K  = 


4R  -iT        ^\lp(p—a){p — b]{p—c) 

Applications.  —  582.  Si,  par  l'un  des  sommets  A  d'un  triangle  inscrit  ABC^ 
on  mène  deux  droites  isogonales  rencontrant  BC  en  M  et  M'  et  la  circonîé- 
rence  N  et  N',  on  a  :  

AN^    _  BM    MC 

ÂN"'^   ~  BM' .  M'C' 

583.  Si  ABC  est  un  triangle  équilatéral  inscrit,  le  carré  de  la  distance  d'un- 
point  de  l'arc  (AC)  au  sommet  B,  surpasse  la  somme  des  carrés  de  ses  distances 
aux  sommets  A  et  C,  de  quatre  fois  le  rectangle  du  rayon  et  de  la  distance  du» 
point  au  côté  AC. 

584.  Si,  par  A  et  chacun  des  sommets  B  et  C,  on  fait  passer  des  circon- 
férences qui  se  coupent  sur  BC,  les  diamètres  de  ces  circonférences  menés  par 

AB 
A  seront  entre  eux  dans  le  rapport  -— ,   et  feront  des  angles  égaux  avec  AB  et 

AC. 

585.  Si  dans  un  triangle  le  rectangle  de  deux  côtés  est  équivalent  au  rectan- 
gle du  troisième  côté  et  de  la  hauteur  correspondante,  le  triangle  est  rectangle.. 

THÉORÈME  XXXIX 

244.  —  Uaire  d'un  triangle  est  égaie  au  detni-produit  de  son 
périmètre  par  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Soit  I  (fig.  183)  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC.  Les- 
triangles  AIB,  AIC,  CIB  ont  un  sommet  commun  I;  leurs  bases 
respectives  sont  les  côtés  du  triangle  et  la  hauteur  de  chacuni 
d'eux  est  un  rayon  du  cercle  inscrit.  Si  l'on  désigne  par  r  la  longueur- 
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«de  ce  rayon,  la  somme  des  aires  de  ces  tiiaugles,  c.-à-d.  l'aire  T 
g  du  triangle  ABC,  aura  pour  expression 

T  =  -ar  +  ,-hr  +  .3  cr 


=  -  («  -|-  6  +  f)  r 


pr. 


Fig.  183. 


Calcul  de  r.  —  De  cette  égalité  on 
déduit  la  foiinule  : 


-l-sj' 


.-  =  1  =  *   (p  —  ")  (p  —  f'J  (p  -  <-) 


p 

Applications.  —  586.  Démontrer  les  formules 


Rr: 


abc 
4p"' 


R.  hahbh.  =2T2. 


ha  + 


hb       hc 


587  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit,  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les 
^hauteurs  et  les  biss-ectrices  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  59,  33  et  3U. 

588.  Si,  par  l'un  des  sommets  d'un  triangle  inscrit,  on  mène  deux  cordes 
isogonales,  le  rectangle  des  deux  côtés  est  équivalent  au  rectangle  de  l'une 
■des  cordes  et  de  la  partie  de  l'autre  comprise  entre  le  sommet  et  le  côté  opposé. 

589.  Si  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  circonscrite  à  un  quadri- 
latère, on  mène  des  segments  perpendiculaires  aux  quatre  côtés,  le  rectangle 
des  segments  menés  à  deux  côtés  opposés  est  équivalent  au  rectangle  des  deux 
autres. 

Que  devient  ce  théorème  lorsqu'ils  s'agit  d'un  polygone  inscrit  d'un  nom- 
bre pair  de  côtés? 

590.  Le  rectangle  des  distances  d'un  point  d'une  circonférence  à  deux  tan- 
gentes est  équivalent  au  carré  de  sa  distance  à  la  corde  des  contacts. 

591.  Le  produit  des  distances  d'un  point  d'une  circonférence  aux  côtés  d'un 
polygone  inscrit,  est  équivalent  au  produit  de  ses  distances  aux  tangentes 
menées  par  les  sommets  du  polygone. 

592.  Trouver,  sur  un  arc,  un  point  tel  que  le  rectangle  de  ses  distances  aux 
■extrémités  de  l'arc  soit  équivalent  à  un  carré  donné. 

593.  La  droite  qui  Joint  le  milieu  d'un  côté  d'un  triangle  au  centre  du  cercle 
inscrit,  passe  par  le  milieu  du  segment  qui  joint  le  sommet  opposé  au  point  de 
■contact  et  intercepte  sur  la  hauteur  correspondant  au  côté,  à  partir  du  som- 
met, un  segment  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit. 

594.  Si  l'on  mène  les  trois  médianes  d'un  triangle,  et  qu'on  représente  par 
R,  r,  r',  r'\  r'",  les  rayons  des  cercles  circonscrits  respectivement  au  triangle 
donné,  au  triangle  qui  aurait  pour  côtés  les  médianes,  et  aux  triangles  ayant 
pour  bases  les  côtés  du  triangle  et  pour  sommet  commun  le  centre  de  gravite, 
on  aura  : 

4Rr2  =  Sr'r'r'i'. 

595.  Si,  à  partir  de  l'extrémité  A  du  diamètre  AB,  on  prend  sur  la  circon- 
férence un  arc  (AD),  puisa  partir  d'un  point  quelconque  E,  un  arc  (EF)  =  (AD), 
■on  aura  entre  les  cordes  : 
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AB  X  BF  =  BD  X  BE  -  AD  X  AE. 
AB  X  AF  =  BD  X  AE  4-  AD  X  BE. 
596.  Démontrer  que  si  les  côtés  a,  b  et  c  d'un  triangle  sont  en  progression' 
arithmétique,  on  aura  :  6  Rr  =  ac. 


THEOREME  XL 

246.   —  Dans  un  quadrilatère  inscrit,  le  rectangle  des  diago- 
nales est  équivalent  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés. 
Construisons  l'angle  CBI  égal  à  l'angle  ABD  (fig.  184).  Le  segment 
BI  (léconi|)ose  le  triangle  ABC  en  deux  triangles  CBI  et  ABI  respec- 
tivement semblables  aux  triangles  ABD  et  BDC. 
Les  triangles  ABD  et  CBI  sont  semblables,  car 

CBI  =  ABD        et        BCI  =BDA  (162,  I) 
On  a  donc  la  proportion  : 

AD_  BD 
Ci  ~  BC  ' 

d'où  résulte  (189)  : 

AD  X  BC  =  Cl  X  BD.  (1) 

D'autre  part,  le  triangle  ABI  est  semblable  au 
triangle  BDC;  car, 

ABI  =  DBC, 

puisque  ces  angles  ont  une  partie  commune 
DBI  et  que  les  parties  non  communes  IBC  et  ABD  sont  égales; 
de  plus 

BAI  =  BDC  (162,  I). 

Ou  a  donc  la  proportion  : 

C D  _  BD 
Aï  ~  AB' 
d'où  résulte  :  AB  X  CD  =  AI  X  BD.  (2) 

Eu  ajoutant  entin  les  égalités  (  1  )  et  (2),  on  obtient  : 
AD.  BC  +  AB.  CD  =CI.  BD   f  AI.  BD 
=  (CH-AIUM;) 
=  AC  X  BD. 

RÉCIPROQUEMENT.  —  Si  clans  un  quadrilatère,   le  rectangle  des  diago- 
nales est  équivalent  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés,  le  qua- 
drilatère est  inscriptible. 
On  a.  par  hypothèse  (fig.  185)  : 

AB.  CD  +  BC.  AD=  AC.  BD.  (1) 

Construisons  les  angles  Bj  =  Bj  et  BCI  =  BDA  et  joignons  Al.  Le  triangle 
CBI  est  semblable  au  triangle  ABD  et  l'on  a 

BC  ^  ri_ 
BD~AD 
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et,  par  suite 
6 


Fig.  185. 


BC.  AD  =  CI.  BD.  (2) 

De  ces  triangles  on  déduit  aussi 

BC_  BI  .,   ,  BÇ_  BD 

BD  ~  BA  ^^  Bl  ~  BA 

et  comme  les  angles  CBD  et  IBA  sont  égaux,  à  cause 
de  la  partie  commune  DBI  et  des  angles  égaux  B2  et 
El,  on  en  conclut  que  les  triangles  CBD  et  IBA  sont 
semblables  et  que 

AB^  AI 
BD       CD 


et,  par  suite  : 

AB.  CD  =  A1.  BD.  (3) 

Des  égalités  (2)  et  (3)  on  tire  enfin 

AB.  CD  +  BC.  AD  =  (AI  +  IC)  BD 
•ce  qui  exige,  à  cause  de  l'hypothèse  (1)  : 

Al-t-IC=AC. 
Le  point  I  est  donc  sur  la  diagonale  AC  et  le  côté  AB  étant  vu  des  points  D 
et  C  sous  des  angles  égaux  ADB  =  ACB,  les  points  C  et  D  sont  sur  un  même 
arc  décrit  sur  la  corde  AB  (162). 
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246.  —  Les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit  sont 
entre  elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui  abou- 
tissent à  leurs  extrémités. 

Désignons  par  a,  h,  c,  d,  m  et  n  les  longueurs  respectives  des  côtés 
et  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit  ABCD 
(fig.  188)  et  par  R  celle  du  rayon  du  cercle 
circonscrit. 

La  diagonale  AC  décompose  le  quadrilatère 
en  deux  triangles  ABC  et  ADC  et  Pou  a 
(243)  : 


ABC  =    -^- 


et 


Fig.  186. 


mab 
iïî 

On  eu  déduit,  par  addition 

m  {ab  -|-  cd) 


ADC  = 


mcd 
4R' 


ABCD  = 


4R 


(1) 


De  la  considération  des  tiiangies  ABD  et  CBD,  déterminés  par 
l'autre  diagonale,  on  déduit  de  même  : 

n  {ad  -\-  bc) 


ABCD  = 


4R 


(2) 


Des  égalités  (1)  et  (2)  on  conclut  enfin  : 
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)u  (ah  +  cd) 11  {ad  -)-  hc) 

ÎR         ~         4R 
et  par  suite  : 

m  _  ad  -\-  hc 
n       ah  -\-  cd 

Applications.  —  597.  Calculer  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit,  en- 
fonction  des  côtés. 
598.  Si  les  diagonales  AC  et  BD  d'un  quadrilatère  inscrit  se  coupent  en  E, 

,,         ,  ,  AB  X  BC       BE 

démontrer  nu  on  a  :  .  r.  .     rvn  =  kô- 

^  AD  X  DC       DE 

5y9.  La  somme  des  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  côtés 
d'un  triangle  est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit  augmenté  du  rayon  du 
cercle  inscrit. 

600.  Si  une  circonférence,  passant  par  le  sommet  A  d'un  parallélogramme 
ABCD,  rencontre  AB,  AC,  AD.  en  B',  C,  D',  on  aura  : 

AB.  AB'  +  AD.  AD'=  AC.  AC. 

601.  Démontrer  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  quadrilatère  inscrip- 
tible  est  donné  par  la  formule 


4  YlP 


(ab  -r-  ca)  \ac  -j-  bd)  [ad  -\-  bc) 


a){p-b}(p~c)(p-  d) 
dans  laquelle  :  a  -\-  b  -\~  c  -\-  d  =  2p. 


PR(3BLEMES  RELATIFS  AU  LIVRE   III 


PROBLEME  I 

247.  —  Pa7'  un  point  donné  dans  un  angle,  mener  une  droite 
telle  que  les  segments  de  cette  droite,  compris  entre  le  point  et 
les  deux  côtés  de  Vangle,  soient  égaux. 

Par  le  point  donné  A  (fig.  187),  menons  AE 
parallèle  à  CD;  prenons  BE  =  EC,  et,  par  les 
points  B  et  A,  menons  BAD,  qui  sera  la  droite 
demandée. 

Car,  AE  étant  parallèle  à  CD,  ou  a  (216)  : 

BA_BE_ 
AD       EC~     ' 


Fig.  187. 


donc 


BA  =  AD. 


Applications.  —  602.  Résoudre  la  même  question  en  supposant  \°  que  les 


segments  doivent  être  dans  un  rapport  donné 
dehors  de  l'angle  (BD  =  DA). 


2°  que  le  point  A  soit  en 
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603.  Etant  donnés  deux  points  sur  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  ; 
inscrire  dans  ce  quadrilatère  un  parallélogramme  dont  ces  points  sont  deux 
sommets. 

(  04.  Si,  par  A,  on  mène  une  autre  sécante  B'AD'  (fig.  187),  faire  voir  que 
CB.  CD  <  (^B'.  CD'. 

PROBLÈME  II 


248.  —  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux 
points  donnés  sont  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 


m 


Soient  (fig.  188)  les  points  donnés  Q  et  P  et  le  rapport—  (m  >  u). 

1".  Divisons  (228)  le  segment  PQ,  en 

vu 
A  et  B,  dans  le  rapi)ort  donné  —  .    On 


a  donc 


AQ 
AP 


BQ 
PB 


m 
n 


(1) 


Fig.  188. 


Les  points  A  et  B  appartiennent  donc 
au  lieu  cherché.  Soit  M  un  autre  point 
quelconque  du  lieu;  on  a  donc  aussi 

MQ_m 

MP  ~  n'  (2) 

Des  égalités  (  1)  et  (2)  on  déduit  : 

AQ_BQ_  MQ 
AP  ~  BP  MP 
et  l'on  eu  conclut  (219)  que  MA  est  la  bissectrice  de  l'angle  M  du 
triangle  QMP  et  que  MB  est  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  PMC. 
L'angle  AMB  de  ces  deux  bissectrices  est  droit  et  pai-  suite  sou 
sommet  M  est  un  point  de  la  circonférence  0  décrite  sur  le  dia- 
mètre AB. 

Tous  les  points  du  lieu  sont  donc  sur  cette  circonférence. 
'  2°  Tout  point  N  de  cette  circonfé»*ence  jouit  de  la  propriété  pro- 
posée. Car,  des  égalités  (1)  qui  s'appliquent  aux  extrémités  du  dia- 
mètre AB,  on  déduit  : 

BQ  +  AQ  _  BQ  -  AQ      m 
""'"         '  '^        n 
20Q       20A       m  OQ       OA 

OP 


''"^    20A  ~  20P 


BP  +  AP       BP  —  AP 

m  OQ       UA       m 

—  1        ou  encoie        tt-. 

n  OA       ur       n 

Mais  OA  est  un  rayon,  donc  OA  =^  ON  et  ces  égalités  peuvent 

s'écrire  : 

0Q_  ON_m 

(yS~  OP  ~  n 
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Les  triangles  QON  et  PON  ont  donc  deux  côtés  proportionnels 
formant  l'angle  commun  0;  ils  sont  semblables  et  l'on  a  pour  les 
troisièmes  côtés  homologues,  comme  pour  les  deux  autres, 

NQ  _  m 
WF~  n' 
Le  point  N  possède  donc  la  propriété  énoncée  et  la  circonférence 
0  est  bien  le  lieu  cherché  (69). 

Applications.  —  605.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  le  rapport 
des  deux  autres  côtés  et  1°  la  hauteur,  2°  le  rayoL  du  cercle  circonscrit,  3°  la 
bissectrice,  4°  la  somme  ou  la  différence  des  angles  à  la  base. 

606.  Construire  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  la  longueur  de  la  bis- 
sectrice de  l'angle  qu'ils  comprennent  ou  de  Tangle  supplémentaire. 

607.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  deux  segments  consécutifs  d'une  droite 
sont  vus  sous  le  même  angle  ou  sous  des  angles  supplémentaires  (M). 

608.  Démontrer  que  (flg.  188) 

MP^  _  OP 

609.  Démontrer  que  si  l'on  pose  PQ  =  a,  on  aura  : 

,  „         2mna 
AB  =  — 7, s- 


PROBLEME  111 

249.  —  Construire  un  carré  équivalent  : 

1°  à  un  rectangle  donné.  —  Si  a  et  &  sont  les  dimensions  (195)  de 
ce  rectangle  et  x  le  côté  demandé,  on  doit  avoir  : 

x^  =  ah; 

X  est  donc  (213)  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  6  et  l'on 
construira  x  comme  au  Problème  n°  233. 

2°  à  un  -parallélogramme  donné.  —  Si  rt  et  h  sont  respectivement 
la  base  et  la  hauteur  de  ce  parallélogramme,  on  doit  avoir  : 

x^  =  ah. 
Le  côté  X  est  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  aeth  (233). 

3°  à  un  triangle  donné.  —  Si  a  et  h  sont  respectivement  la  base  et 
la  hauteur  de  ce  triangle,  on  doit  avoir  : 

.,  h       a       -, 

x^  =-  a  X  -  =  ^  X  II. 

Le  côté  X  est  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  ^  (ou 

entre  ^et  h). 
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4"  à  une  fraction  —  d''un  carré  donné.  —  Si  a  est  le  côté  dii  carré 
n 


donné,  on  doit  avoir 


x^  =  -  a^  =  —  a  X  a. 
n  n 


Le  côté  a  est  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  le 
segment  —  a  (228). 

Applications.  — 610.  Construire  les  segments  «V  2  ,  a\/ 3  ,  a\  | ,  a\5—\/8  , 
a  étant  un  segment  donné. 

611.  Transformer  un  triangle  quelconque  en  un  triangle  isoscèle  équivalent 
et  qui  ait  même  angle  au  sommet. 

612.  Sur  un  segment  donné,  comme  base,  construire  un  rectangle  équi- 
valente un  rectangle  donné. 

613.  Construire  un  triangle  équivalent  à  un  triangle  donné  et  dont  deux 
côtés  soient  égaux  à  deux  segments  donnés. 

PROBLÈME  IV 

250.  —  Trouver  deux  longueurs  dont  le  rapport  soit  égal  au 
rapport  de  deux  rectangles  donnés. 

Soient  a  et  6  les  dimensions  du  premier  rectangle,  c  ei  d  celles  du 
second.  On  a  (189)  : 

ah         a 
cd        cd 
~b 
et  l'on  voit  que,  si  x  désigne  la  quatrième  proportionnelle  (221)  aux 
longueurs  h,  c  et  d,  le  rapport  des  deux  rectangles  est  équivalent  au 
rapport  des  longueurs  a  et  x.  On  peut  alors  appliquer  à  ceux-ci,  s'il 
y  a  lieu,  la  solution  du  Pr.  n"  184  pour  obtenir  la  valeur  numérique 
du  rapport. 

Remarque.  —  Pour  avoir  le  rapport  de  deux  carrés  a"  et  h^,  on 
écrira  : 

a^        a 

¥^  ¥ 
a 
et  l'on  voit  que  si  x  désigne  une  troisième  proportionnelle  (233)  aux 

a 

côtés  a  et  b  des  deux  carrés,  le  rappoit,  cherché  est  -  • 

X 

PROBLÈME  V 

251.  —  Construire  un  carré  qui  soit  équivalent  à  la  somme 
ou  à  la  différence  de  deux  carrés  donnés. 

Si    a    et    h    sont  les  côtés  des  carrés  donnés,    pour    construire 
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un  carré  équivalent  à  a'  -j-  h^,  il  suffira  de  tracer  un  tri- 
angle rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  soient  a  et  6;  l'hypo- 
ténuse sera  le  côté  du  carré  cherché. 

S'il  faut  trouver  le  carré  équivalent  a^  —  h~,  on  construira  un  tri- 
angle rectangle  dont  l'hypoténuse  soit  a  et  un  côté  de  l'angle  droit  h  : 
le  second  côté  de  l'angle  droit  sera  le  côté  du  carré  demandé. 

Remaeqtje.  —  On  peut  trouver  ainsi  un  carré  équivalent  à  la 
somme  algébrique  de  tant  de  carrés  qu'on  voudra  ;  car  la  construc- 
tion qui  en  réduit  deux  à  un  seul,  en  réduira  trois  à  deux,  et  ces  deux- 
ci  à  un,  et  ainsi  des  autres. 


Applications.  —  614.  Construire  les  longueurs 

2°  \l.5a-  —  •^0'^; 


1°  Sja^ 


3b~ 


3» 


615.  Construire  un  triangle  connaissant  a,  6  +  c  =  K  et  sachant  que 
2a2  =  6=2  +  c"^- 

616.  Construire  un  carré  équivalent  à  la  somme  d'un  trapèze  et  d'un  tri- 
angle donnés. 

PROBLÈME  VI 


252.  —  Construire  un  carré  qui  soit  à  un  carré  donné,  dans 
le  rapport  de  deux  longueurs  données. 

I®  Sol.  —  Si,  (fig.  189)  AB  est  le  côté  du  carré  donné,  m  et  n  les 
deux  longueurs  données  et  a;  le  côté  du  carré  cherché  tel  que 


X 

AB' 

m 
n  ' 

(1) 

on  aura  : 

x^  = 

|ÂB'  = 

m  AB        .  Ti 
X  AB. 

n 

On  construira  d'abord  BE 

(220)  tel 

que  : 

BE 

m  AB 
= o 

BE 

m 

Fig.  189. 
proportionnelle  BF  entre  AB  et  BE  ;  BF  est  le  côté  x  cherché 


n  AB       n 

Puis  on  construira  (233)  la  moyenne 


Fig.  190. 


IP  SoL.  —  Sur  le  diamètre  CE  ^m  -\-n 
(fig.  190),  décrivons  une  demi-circonfé- 
rence et  menons  la  perpendiculaire  DA, 
Dans  le  triangle  rectangle  CAE.  on  aura  : 

ÂC'      m 

ÀE'  ~  ♦^ 


et  la  condition  (1)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante 
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x^  _  AC^  ,        X        AC 

On  portera  donc  AB  sur  AE  et  la  parallèle  BX  à  EC  déterminera 
■sur  AC  la  longueur  cherchée  AX  =  x  (216). 

Applications.  —  617.  Construire  un  carré  triple  d'un  carré  donné. 

618.  Mener,  par  un  des  sommets  d'un  triangle,  une  droite  qui  le  divise  en 
parties  proportionnelles  aux  carrés  des  deux  côtés  de  l'angle. 

619.  Construire  un  segment  qui  soit  à  un  segment  donné  dans  le  rapport  de 
deux  triangles  donnés, 

620.  Partager  un  segment  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rap- 
port de  deux  carrés  donnés,  ou  dont  les  carrés  soient  entre  eux  dans  le  rapport 
de  deux  longueurs  données. 

621.  Construire  un  rectangle  connaissant  son  aire  et  le  rapport  des  côtés. 

622.  Mener  une  parallèle  aux  bases  d'un  trapèze  de  manière  que  la  surface 
soit  divisée  en  deux  parties  dont  les  aires  soient  proportionnelles  aux  bases. 

PROBLÈME  VII 

253.  —  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné 
C.  et  dont  les  côtés  adjacents  fassent  une  somme  donnée  AB. 
Sur  AB  comme  diamètre  (fig.  191),  décrivons  une  demi-circonfé- 
rence; menons  le  segment 
AD  perpendiculaire  au  dia- 
mètre et  égal  au  côté  du 
carré  ;  puis  menons  paral- 
lèlement  au    diamètre,   la 
droite    DE.    De    l'un    des 
points  E,  où  cette  parallèle 
coupe     la      circonférence, 
menons     au     diamètre    la 
perpendiculaire  EF;  AF  et  BF  seront  les  deux  côtés  du  rectangle 
cherché. 

Car  leur  somme  est  égale  à  AB;  et  leur  i-ectangle  AF  x  FB  est 
équivalent  au  carré  de  EF  ou  de  AD  (232,  I);  donc,  le  rectangle 
est  équivalent  au  carré  C. 

Le  problème  n'est  possible  que  si  la  parallèle  rencontre  la  circon- 
férence, c.  à  d.  si  le  côté  du  carré  donné  est  moindre  que  la- moitié 
de  AB;  et  ainsi,  de  tous  les  rectangles  de  même  périmètre,  le  carré 
est  celui  dont  l'aire  est  la  plus  grande. 

Remarques.  —  I.  Désignons  parp  la  longueur  donnée  AB,  demi- 
périmètre  du  rectangle  demandé,  par  a*  l'aire  du  carré  donné.  Si  a? 
est  l'un  des  côtés  du  rectangle,  J9  —  x  sera  l'autre  et  l'on  devra  avoir 


Fig.  191. 


X  {p  —  x) 


ou 


x'^  —  px  -\-  a'^ 


On  peut  donc  construire  les  racines  d'un   équation   du   second 
degré  de  cette  forme,  en  les  considérant  comme  les  mesures  des 
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deux  dimensions  d'nn  rectangle  dont   l'équation  fournit  le   demi- 
périmètre^)  et  l'aire  «'.  Les  racines  ne  sont  réelles  que  si  l'on  a  : 

a^   p,  conclusion  conforine  à  celle  de  la  discussion  géométrique 

ci-dessus. 

II.  Si  le  rectangle  demandé  devait  être  équivalent  à  un  rectangle 
donné  h  X  c,  on  construirait  d'abord  un  carré  a"  équivalent  au 
rectangle  hc  (249)  et  l'on  serait  ramené  au  problème  précédent. 
(Voir  applications  n^'"  629  et  630). 

Applications.  —  623.  De  tous  les  rectangles  de  même  aire,  quel  est  celui 
qui  a  le  plus  petit  périmètre  ? 

624.  Partager  un  segment  donné  en  deux  parties  telles  que  la  somme  de 
leurs  carrés  soit  équivalente  à  un  carré  donné.  Que  faut-il  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible  ? 

625.  Diviser  un  segment  donné  en  deux  parties  telles  que  la  somme  de  leurs 
carrés  soit  la  plus  petite  possible. 

626.  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  triangle  et  de  même  périmètre. 

627.  Construire  les  racines  de  l'équation  x'^  —  abx^  -\-  c'-d^  =  0. 

628.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  rectangle  d'une  aire  donnée. 

629.  Démontrer  que  si  deux  sécantes  perpendiculaires  se  coupent  à  l'exté- 
rieur d'une  circonférence,  la  distance  du  centre  à  l'une  des  sécantes  est  la 
moyenne  arithmétique  des  segments  déterminés  sur  l'autre  à  partir  du  point 
d'intersection. 

En  déduire  la  solution  de  ce  problème  :  construire  un  rectangle  équivalent 
à  un  rectangle  donné  bc  et  dont  la  somme  des  dimensions  soit  une  longueur 
donnée  j3.  Discuter. 

630.  Démontrer  que  si,  par  les  extrémités  d'un  segment  BC  =p,  on  mène, 
d'un  même  côté  les  segments  perpendiculaires  BB'  =  6  et  CC  =  c,  la  circon- 
férence de  diamètre  B'C  rencontre  BC  en  un  point  M  tel  que  MB.  MC  =  bc. 
Discuter.  En  déduire  une  solution  du  problème  de  l'application  précédente. 

PROBLÈME  VI 11 

254.  Construire  un  rectangle  équivalent  à  nn  carré  donné 
et  dont  les  côtés  adjacents  diffèient dune  longueur  donnée. 

Sur  la  longueur  donnée  AB  comme  diamètre  (fig.  192),  décrivons 
une  circonférence;  à  l'extrémité  A  du  diamètre,  menons  le  segment 
tangent  AD,  égal  au  côté  du  carré  donné;  enfin, 
par  le  point  D  et  le  centre  0,  menons  la  sécante 
DEF  ;  les  segments  DE  et  DF  seront  les  côtés 
adjacents  du  rectangle  demandé. 

Car  la  difféi'ence  de  ces  côtés  est  égale  au 
diamètre  EF  ou  à  AB,  et  le  rectangle  DE  x  DF  est 

équivalent  à  AD"  (241);  donc,  ce  rectangle  est 
.  „  équivalent  au  carré  donné. 

Le  problème  est  toujours  possible. 
Remarques.   —  I.  La  solution  précédente  fournit  le  moyen  de 
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•construire  les  racines  des  équations  du  sec»tnd  degré  de  la  forme  : 

x'^  —  px  —  a'  =  0     ou     X  (x  —  2^)  =  (^'^ 
et  x'  -\-  px  —  a'^  ^=  0     ou     (X  -\-  p)  x  =  a'-. 

Ou  voit  que  x  est  la  longueur  d'un  côté  du  rectangle  dont  l'équation 
donne  le  demi-périmètre  p  et  l'aire  a\  Dans  la  première  équation,  x 
est  la  mesure  du  plus  grand  côté  :  dans  la  deuxième,  x  est  celle  du 
plus  petit. 

II.  Si  le  rectangle  demandé  devait  être  équivalent  à  un  rectangle 
donné  6  x  ç,  on  construirait  d'abord  un  carré  a^  équivalent  au  rec- 
tangle hc  et  Ton  serait  ramené  au  problème  précédent.  (Voir 
applications  n""*  593  et  594). 

Applications.  —  631.  Prolonger  un  segment  donné  de  manière  que  le  rec- 
tangle du  segment  donné  par  le  segment  total  soit  équivalent  à  un  carré  donné. 

632.  Par  le  sommet  A  du  triangle  ABC,  mener  une  droite  rencontrant  la 
base  en  D  de  manière  que  AD"  =  BC  X  BD. 

633.  Etant  donnés  deux  points  et  une  droite,  faire  passer  par  les  deux  points 
une  circonférence  qui  intercepte  sur  la  droite  un  segment  de  longueur  donnée. 

634.  Démontrer  que  si  deux  sécantes  perpendiculaires  se  coupent  à  l'intérieur 
d'une  circonférence,  la  distance  du  centre  à  l'une  des  sécantes  est  la  demi- 
différence  des  segments  déterminés  sur  l'autre  à  partir  du  point  d'intersection. 

En  déduire  la  solution  de  ce  problème  :  construire  un  rectangle  équivalent 
à  un  rectangle  donné  bc  et  dont  la  différence  des  dimensions  ait  une  longueur 
donnée  d.  Discuter. 

635.  Démontrer  que  si,  par  les  extrémités  d'un  segment  BC  =  d,  on  mène 
en  sens  contraire  les  segments  perpendiculaires  BB'=  6  et  CC'=:  c,  la  circon- 
férence de  diamètre  B'C  rencontre  BC  prolongé  en  un  point  M  tel  que  MB.MC 
=  bc.  Discuter.  En  déduire  une  solution  du  problème  de  l'application  pré- 
cédente. 

PROBLÈME  IX. 

255.  —  Détermine?'  sur  la  droite  qui  passe  par  deux  points 
donnés  A  et  B,  un  point  M  tel  que  sa  distance  à  l'un  des  points 
donnés  A  soit  moyenne  proportionnelle  entfe  sa  distance  à 
l'autre  point  B  et  le  segment  AB. 


/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
j 


A_\ 


M'  A  M         8 

Fig.  193. 

1°  Recherchons  un  tel  point  M  sur  le  segment  AB  (fig.  19.3).  On 
•doit  avoir  : 
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AB  _  AM 

AM  ""  MB'  ^^^ 

De  cette  relation  on  déduit 

AB  AM  ATIT.ATI*       ,         AO  > 

ÂM  -  ÎB^TÂM  ""  ^^  e^**  +  -^^^  =  AB-. 
Les  deux  longueurs  AM  et  (AM  -|-  AB)  diffèrent  de  la  longueur  AB 
et  leur  produit  est  équivalent  à  AB'  ;  on  peut  donc  les  obtenir  par  la 
solution  du  Problème  VllI  (254).  On  mène  BA'  égal  et  perpendicu- 
laire à  BA,  au  point  B,  puis  l'on  décrit  la  circonférence  0  de 
diamètre  BA'  ;  on  mène  enfin  la  sécante  AO  et  l'on  a  :  AM  =  AC. 
On  déduit  en  effet  de  la  figure  (240)  : 

AB  _  AC'  _  AC  —  AB  _        AC 
AC  ~"  AB  ~  AB  —  AC  ~  AB  -  AC 
c.-à-d. 

AB  _  AM 
AM  ~"  MB" 
ce  qui  est  la  relation  (1). 

On  dit  que  le  point  M  divise  le  segment  AB  en  moyenne  et  extrême- 
raison. 

2"  Portons  sur  la  droite  donnée,  du  côté  de  A,  AM'  =  AC.  De  la  figure,  on 
tire 

AC  ^  AB  ^  AC_4-_AB 
AB~  AC'~~  AB  +  ÂC 
c-à-d. 

^  _  am; 

AM'      M'B'  ^^'' 

Le  point  M'  répond  donc  aussi  à  la  question  ;  on  dit  qu'il  divise  extérieure- 
ment ABen  moyenne  et  extrême  raison. 

Remarques.  —  I.  Posons  AB  =  a.  Le  triangle  rectangle  ABO^ 
donne 


AO  =  \/aB'+BO'=  \j a*  4-^'  =  |V5 
On  en  conclut  : 

AM  =  AC  =  AO  -  OC  =.  I  (V^_  i). 

'  =  AC  =  AO  +  OC  =  I  (V5'+  l). 


AM 


IL  Si  l'on  pose  AB  =  a     et    AM  =  x,  la  relation  (1)  devient 

-  = ou      •  X''-  -\-  ax  —  a'  =  o.  (3) 

Ju  (A/     '       •// 

La  racine  positive  de  cette  équation  est  la  valeur  trouvée  ci-dessus.. 
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pour  AM  ;  la  raciue  négative  changée  de  signe  est  la  valeur  trouvée 
pour  AM'.  Si  l'on  convient  d'interpréter  le  signe  —  comme  indiquant 
que  la  valeur  absolue  de  la  i-acine  négative  doit  être  comptée  sur  la 
droite  AB,  dans  le  sens  opposé  à  celui  de  AM,  les  deux  racines  de 
l'équation  (3)  sont  les  valeurs  des  segments  AM  et  AM'  qui  répondent 
au  problème. 

Applications.  —  636.  Si  deux  segments  sont  partagés  en  moyenne  et  en 
extrême  raison,  ils  sont  divisés  en  parties  proportionnelles. 

637.  Si  une  longueur  est  partagée  en  moyenne  et  extrême  raison,  1°  le  carré 
du  plus  grand  segment  est  le  tiers  de  la  somme  du  carré  de  la  longueur  et  du 
carré  de  l'autre  segment;  2"  le  carré  du  plus  petit  segment  est  équivalent  au 
rectangle  du  plus  grand  segment  et  de  la  différence  des  deux  segments;  [i"  le 
rectangle  des  deux  segments  est  équivalent  au  rectangle  construit  sur  la  lon- 
gueur entière  et  la  différence  des  segments. 

638  D'un  point  donné,  mener  à  une  circonférence  une  sécante  qui  soit  divi- 
sée par  l'un  des  points  d'intersection  en  moyenne  et  extrême  raison  (deux  cas). 

639.  Diviser  la  surface  d'un  triangle  en  moyenne  et  extrême  raison  par  une 
droite  parallèle  à  l'un  des  côtés  du  triangle 

640.  Démontrer  (lig,  lyS)  que  si  l'on  trace  un  arc  avec  le  milieu  0  de  AB 
comme  centre  et  OA'  comme  rayon,  cette  arc  rencontre  la  droite  AB,  au-delà 
de  B,  en  un  point  P  tel  que  l'on  aura  :  BP  =  AM  et  AP  =  AM';  on  a  ainsi  un 
second  moyen  de  diviser  AB  en  moyenne  et  extrême  raison. 


PROBLEME  X 

266.  —  Construire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone 
donné. 

Menons  (tig.   194)  une  diagonale  AD  qui  sépare  le  quadrilatère 
A  ABCD  du  reste  du  polygone  et  menons 

par  B  la  parallèle  BP  à  la  diagonale  AC 
de  ce  quadrilatère.  BP  rencontre  le  côté 
DC  prolongé  en  P  ;  joignons  AP.  Les  tri- 
angles ACB  et  xACP  sont  équivalents 
(198,  II);  on  eu  conclut  que 

ABCD  =  tr  ADC  +  tr  ACB 

=-  tr  ADC  +  tr  ACP  =  tr  ADP. 

On  peut  donc  substituer  le  triangle  ADP  au  quadrilatère  ABCD 
sans  altérer  l'aire  du  polygone  donné;  le  polygone  ainsi  obtenu  aura 
un  côté  de  moins.  En  opérant  de  proche  en  proche,  on  réduira  ainsi 
le  nombre  des  côtés  à  trois. 

Remarque.  —  Comme  on  peut  transformer  un  triangle  en  un 
carré  équivalent  (249)  on  pourra  donc  toujoui-s  trouver  un  carré 
équivalent  à  un  polygone  donné. 


>' 
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Fig.  194. 
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PROBLEME  XI 


257.  —  Partager  un  polygone  en  parties  équivalentes  par 
des  droites  menées  par  Vun  des  sommets. 

Transformons  (fig.  195)  le  polygone  ABCD  en  un  triangle  équi- 
valent ABE  (256)  et  divisons  BE 
en  quatre  segments  égaux,  par 
exemple.  En  joignant  les  points 
de  division  au  sommet  A,  on 
obtient  quatre  triangles  équiva- 
lents (198,  II),  dont  chacun  vaut 
donc  le  quart  du  polygone  donné. 
Si  l'on  mène  ensuite  HK  paral- 
lèle à  AC  et  si  l'on  joint  AK,  on 
aura  pour  les  aires  des  différents 
triangles  : 

tr  ACK  =  tr  ACH. 


Fio:.  195. 


tr  ACD  =  tr  ACE         et 
On  en  déduit,  par  soustraction  : 

tr  AKD  =  tr  AHE 


1 


ABCD 


et 


1 


AGCK  =  ^/- AGC  -f  tr  ACK  =  tr  AGC  +  tr  ACH 

Les  droites  de  division  sont  donc  dirigées  suivant  AF,  AG  et  AK. 


^rAGH=^ABCD. 

4 


Application.  —  641.  Partager  un  polygone  donné  en  parties  équivalentes 
par  des  demi-droites  portant  d'un  point  intérieur  et  dont  la  première  est 
donnée. 

PROBLÈME  XII 

258.  —  Deux  polygones  semblables  étant  donnés,  construire 
un  polygone  semblable  qui  soit  équivalent  à  leur  somme  ou  à 
leur  différence . 

Soient  A  et  B  les  polygones  donnés  et  X  le  polygone  demandé  ; 
soient  a,  b,  x,  trois  côtés  homologues  respectifs. 
On  a (239) : 

A  _  A         B        A  +  B 
x"         a^        b'       a-  -\-  b'^ 
La  condition  X  =  A  +  B  entraîne  donc  la  suivante  : 
x''  =  n"^  +  h'. 
et  réciproquement.  Le  côté  x-  du  polygone  demandé  s'obtiendra 
donc  comme  au  Pr.  V  (251);  ce  côté  étant  déterminé,  on  sera 
ramené  au  problème  du  n"  238. 
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Applications.  —  642.  Par  un  point  P  du  côté  BCdu  parallélogramme  ABCD, 
mener  une  droite  EPF  telle  que  le  triangle  EAF  soit  équivalent  au  parallélo- 
gramme. 

643.  Par  un  point  donné  dans  un  triangle,  mener  une  droite  qui  divise  le 
triangle  dans  un  rapport  donné. 

PROBLÈME  XI II 

269.  —  Construire  un  polygone  semblable  à  un  polygone 
donné  et  qui  soit  à  ce  polygone  dans  un  rapport  donné 

Soient  :  A  le  polygone  donné  et  a  l'un  de  ses  côtés,  X  le  polygone 
demandé  et  x  le  côté  homologue  de  a.  Les  polygones  doivent  être 

semblables  et  dans  le  rapport On  a  donc  simultanément  : 

n 

X  x~  X  _  m 

A        as  An 

Ou  en  conclut  : 

x"^         m 

or  n 

Le  côté  X  s'obtiendra  donc  comme  au  Pr.  VI  (252)  et  Ton  sera^ 

ramené  alors  au  Problème  du  n^  238. 

PROBLÈME  XIV 

260  —  Construire  un  polygone  semblable  à  un  polygone 
donné  et  équivalent  à  un  second  polygone  donné. 

Soient  :  P,  le  premier  polygone  donné  et  a,  l'un  de  ses  côtés;  Q,  le 
second  polygone;  X,  le  polygone  demandé  et  x,  le  côté  homologue 
de  a. 

Les  polygones  X  et  P  doivent  être  semblables;  donc  : 

X  j:'- 

T^  ~^' 

Mais  on  doit  avoir  aussi  :  X  =  Q;  donc  : 

P  a' 

Construisons  (256,  Ptem.)  des  carrés  q''  et  p",   respectivement 

équivalents  aux  polygones  Q  et  P.  La  proposition  précédente  peut 

alors  s'écrire  : 

q^        x'^  ,,  .  o        X 

^  =  — r  d  ou  J-  =  _. 

p~        a-  p         n 

Le  côté  X  est  donc  une  quatrième  proportionnelle  aux  longueurs 
p,  q,  a.  Après  l'avoii'  construite  (221),  on  sera  ramené  au  Problème 
du  n^^  238. 
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Applications.  —  644.  Diviser  un  quadrilatère  ABCD  en  deux  parties  équi- 
valentes par  une  parallèle  à  la  diagonale  AC. 

645.  Construire  un  triangle  équilatéral  équivalent  à  un  triangle  donné. 

646.  Deux  triangles  étant  donnés,  mener  dans  le  plus  grand,  une  parallèle  à 
l'un  de  ses  côtés  de  manière  que  le  triangle  formé  soit  équivalent  au  plus  petit, 

647.  Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  intérieur  1,  mener  par  1  un 
segment  ID  vers  BC  de  telle  sorte  que  la  ligne  brisée  AID  divise  le  triangle 

ABC  dans  un  rapport  donné  — 

PROBLÈME  XV 

261.  —  Trouver  la  commune  tnesure,  s'il  y  en  a  une,  entre 
la  diagonale  et  le  côté  du  carré. 

Soient  ABCG  un  carré  quelconque  et  AC  sa  diagonale  (fig.  196). 

Portons  CB  sur  CA  (184)  autant  de  fois 
qu'il  peut  y  être  contenu,  et  pour  cela  décri- 
vons avec  le  centre  C  et  le  rayon  CB,  la  demi- 
circonféreuce  DBE.  On  voit  que  CB  est  contenu 
une  fois  dans  AC  avec  le  reste  AD;  le  résultat 
de  la  première  opération  est  donc  le  quotient  1 
avec  le  reste  AD,  qu'il  faut  comparer  avec  BC 
Fig.  196.  'Ju  son  égal  AB,  c'est-à-dire  que  l'on  est  ramené 

AB 

au  rapport -jy 

On  peut  prendre  AF  =  AD,  et  porter  réellement  AF  sur  AB;  on 
trouverait  qu'il  est  contenu  deux  fois,  avec  un  reste;  mais  comme  ce 
reste  et  les  suivants  vont  en  diminuant  et  que  bientôt  ils  échappe- 
raient par  leur  petitesse,  ce  ne  serait  là  qu'un  moyeu  mécanique 
imparfait,  d'où  l'on  ne  pourrait  rien  conclure  pour  décider  si  les  seg- 
,meuts  AB  et  CB,  ont  ou  n'ont  pas  une  commune  mesure;  or,  il  est 
un  moyen  ti-ès  simple  d'éviter  les  segments  décroissants. 

L'angle  ABC  étant  droit,  AB  est  une  tangente  et  AE  une  sécante 
menée  du  même  point;  on  a  donc  : 

AB_  AE 
AD  ~  AB' 

AB 

Ainsi,  dans  la  seconde  opération,  on  peut,  au  lieu  du  rapport  -r-fk' 

AE 

considérer  le  rapport  équivalent  ^-   Or,    AB  ou  son    égal  CD  est 

contenu  manifestement  deux  fois  dans  AE,  avec  le  reste  AD;  donc, 
le  résultat  de  la  seconde  opération  est  le  quotient  2  avec  le  reste  AD 
qu'il  faut  comparer  à  AB,  c'est-à-dire  que  l'on  est  encore  ramené  au 

AB 

rapport  ^- 
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D;ins    cette    troisième    opéiatiou,    on    pourra    eucore    une    fois 

AB  ,      .     ,       AE 

remplacer  le  rapport -j-p:  par  sou  équivalent  j^;  on  trouvera  donc 

encore  le  quotient  2,  avec  le  reste  AD.  On  voit  clairement  que  l'opé- 
ration ne  sera  jamais  terminée,  et  qu'ainsi,  il  n'y  a  pas  de  commune 
mesure  entre  la  diagonale  et  le  côté  du  carré. 

C'est  là  un  exemple  d'un  l'ajjport  incommensurable  de  deux  seg- 
ments (186).  Nous  avons  ti'ouvé  (205,  V)  pour  la  valeur  de  ce  rap- 
port, le  nombre  incommensurable  \/27 


Théorèmes  et  problèmes  relatifs  au  !lh  livre. 

648.  Sur  le  côté  AC  d'un  triangle  ABC,  on  prend  deux  points  E  et  D  égale- 
ment distants  du  milieu  de  AC;  par  D  on  mène  une  parallèle  à  AB  qui  ren- 
contre BC  en  F.  Démontrer  que  si  G  est  le  point  de  rencontre  de  AF  et  de  BE, 
le  triangle  ABG  est  équivalent  au  quadrilatère  CFGP]. 

649.  Par  les  sommets  B  et  C  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des  parallèles  qui 
forment  le  parallélogramme  BMCM';  démontrer  que  si  BM  rencontre  AC  en 
E  et  si  CM'  rencontre  AB  en  F,  les  triangles  EM'C  et  FMB  sont  équivalents. 

650.  Si  les  côtés  opposés  d'un  hexagone  ABCDEF  sont  parallèles,  les  tri- 
angles ACE  et  B[)F  sont  équivalents. 

651.  Par  chacun  des  sommets  d'un  quadrilatère,  on  mène  des  parallèles  à 
une  droite  donnée;  démontrer  que  le  quadrilatère  qui  a  pour  sommets  les 
points  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  les  diagonales  est  équivalent  au 
quadrilatère  donné. 

652.  D  étant  le  milieu  de  BC,  E  le  milieu  de  AD,  F  le  milieu  de  BE,  G  le 
milieu  de  CF,  faire  voir  que  le  triangle  EFG  vaut  le  huitième  du  triangle  ABC. 

653.  Des  sommets  B  et  C,  on  mène  BE  et  CF  perpendiculaires  à  la  bissec- 
trice de  l'angle  A;  démontrer  que  le  triangle  ABC  est  équivalent  au  rectangle 
construit  sur  BE  et  AF  et  aussi  au  rectangle  construit  sur  AE  et  CF. 

654.  Si,  par  deux  points  D  et  D'  de  la  base  BC  d'un  triangle  ABC,  on  mène 
des  parallèles  DE  et  DF,  D'E'  et  D'F'  aux  côtés  AB  et  AC  et  qu'on  prenne  un 
point  quelconque  M  de  la  base  BC,  la  somme  des  triangles  EE'M,  FF'M  sera 
équivalente  au  triangle  DD'A. 

655.  Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  inégaux  et  qu'on  ajoute  à  chacun  d'eux 
la  hauteur  correspondante,  la  plus  grande  somme  correspondra  au  plus  grand 
côté. 

656.  Si,  sur  les  côtés  BC  et  CD  d'un  rectangle  ABCD,  on  marque  les  points  E 
et  F,  l'aire  du  rectangle  sera  équivalente  au  double  de  l'aire  du  triangle  AEF 
plus  le  rectangle  construit  sur  BE  et  DF. 

657.  La  somme  algébrique  des  distances  d'un  point  aux  côtés  d'un  triangle 
équilatéral  est  égale  à  la  hauteur  du  triangle. 

658.  Le  segment  perpendiculaire  mené  à  une  droite  du  milieu  du  segment 
qui  joint  les  milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère  est  égal  à  la  moyenne 
arithmétique  des  segments  perpendiculaires  menés  des  sommets  du  quadri- 
latère à  cette  droite. 

659.  La  somme  des  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  côtés 
d'un  triangle  inscrit  est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit  plus  le  rayon  du. 
cercle  inscrit. 
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660.  Dans  un  triangle  rectangle  on  a  :  (&  +  c  —  a)'  =  2  (a  —  6)  (a  —  c), 
a  étant  l'hypoténuse. 

661.  Si,  du  milieu  d'un  des  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  on 
mène  une  perpendiculaire  à  l'hypoténuse,  la  différence  des  carrés  des 
segments  qu'elle  détermine  sur  l'hypoténuse  est  équivalente  au  carré  de 
l'autre  côté  de  l'angle  droit. 

662.  Si  une  circonférence  coupe  les  côtés  d'un  angle  droit,  la  somme  des 
carrés  des  distances  du  milieu  de  l'une  des  cordes  interceptées  au  centre  et 
au  sommet  de  l'angle  droit  est  équivalente  au  carré  du  rayon. 

663.  Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  sont  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre,  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  opposés  est  équivalente  à  la  somme 
des  carrés  des  deux  autres. 

664.  Démontrer  que  dans  la  figure  (143)  : 

1»  les  triangles  HCF,  ICG,  ABC  sont  équivalent; 

2"  le  milieu  de  AB,  le  milieu  de  Ci  et  les  centres  des  carrés  construits  sur 
BC  et  AC  sont  les  sommets  d'un  carré; 

3»HF"^  +  Ci'^  =  5BC'. 

665.  a  et  6  étant  deux  nombres  entiers  quelconques,  le  triangle  qui  a  pour 
côtés  a^  +  b-,  a-  —  6-,  tab  est  un  triangle  rectangle. 

666.  Les  perpendiculaires  menées  d'un  point  aux  côtés  d'un  triangle 
déterminent  sur  les  côtés  six  segments  tels  que  la  somme  des  carrés  de  trois 
d'entre  eux  qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune  est  équivalente  à  la  somme 
des  carrés  des  trois  autres  et  réciproquement. 

667.  Si  A',  B',  C  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  menées  d'un  point  0 
aux  côtés  du  triangle  ABC,  les  perpendiculaires  menées  de  A,  B.  C  aux 
côtés  B'C,  C'A',  A'B'  du  triangle  A'B'C  se  couperont  en  un  même  point  P. 
Le  milieu  de  PO  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  A'B'C. 

668.  Si  les  côtés  non  parallèles  d'un  trapèze  sont  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre,  la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  équivalente  à  la  somme  des 
carrés  de  bases. 

669.  Si.  dans  un  triangle  rectangle,  l'un  des  angles  aigus  est  double  de 
l'autre,  démontrer  directement  que  l'aire  du  triangle  équilatéral  construit  sur 
l'hypoténuse  est  équivalente  à  la  somme  des  aires  des  triangles  équilatéraux 
construits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit. 

670.  Dans  le  triangle  ABC,  si  BE  est  une  mé  liane  et  AD  une  hauteur,  on  aura  : 

CË^  =  BD- +  BC  X  BD. 
suivant  que  l'angle  B  est  aigu  ou  obtus. 

671.  Dans  le  triangle  ABC,  si,  de  A  comme  centre,  avec  AC  pour  rayon,  on 
décrit  une  circonférence  qui  rencontre  CB  en  F,  on  a 

ÂB'  -ÂC"  =  BCX  BF. 

672.  Dans  un  quadrilatère,  la  différence  des  sommes  des  carrés  des  côtés 
opposés  est  équivalente  au  double  rectangle  de  l'une  des  diagonalles  et  de  la 
projection  de  l'autre  sur  la  première. 

673.  Si  les  trois  angles  d'un  triangle  sont  aigus,  la  somme  des  carrés  des 
trois  côtés  est  plus  grande  que  le  double  du  carré  du  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit. 

674.  Si,  avec  un  point  quelconque  d'une  circonférence  comme  centre,  on 
décrit  une  circonférence  passant  par  un  point  fixe  C,  la  corde  d'intersection 
des  deux  circonférences  sera  à  une  distance  constante  de  (\ 
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675.  Si  une  demi-circonférence  est  divisée  en  trois  parties,  le  carré  du  dia- 
mètre est  plus  grand  que  la  somme  des  carrés  des  trois  cordes. 

676.  E  étant  un  point  quelconque  de  la  hase  BC  du  triangle  ABC  et  AD  la 
hauteur,  on  a  : 

ÂB'  +  ÂC'  =  2AË'  +  2BE  X  EC  +  (BD  -  CD)  (BE  -  CE). 

Comment  se  modifie  cette  égalité  quand  E  est  sur  le  prolongement  de  BC  ? 

DÉFINITION.  —  Quand  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  joints  deux  à  deux  de 
toutes  les  manières  possibles,  la  figure  ainsi  formée  s'appelle  un  quadrangle 
complet.  Elle  admet  trois  couples  de  côtés  opposés  (AB,  CD),  (AC,  BD),  (AD,  BC). 

677.  Dans  un  quadrangle  complet  la  somme  des  carrés  des  côtés  de  deux 
couples  de  côtés  opposés  est  équivalente  à  la  somme  des  carrés  des  autres 
côtés,  plus  quatre  fois  le  carré  du  segment  qui  joint  les  milieux  de  ces  côtés. 

678.  Trouver  le  point  d'une  droite  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  à 
deux  points  donnés  est  minimum. 

679.  Dans  un  trapèze  la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  équivalente  à  le 
somme  des  carrés  des  côtés  non  parallèles  plus  deux  fois  le  rectangle  d*  s  bases. 
Que  vaudrait  cette  somme  si  les  côtés  non  parallèles  étaient  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre? 

68u.  Si,  sur  un  diamètre  d'un  cercle,  on  prend  deux  points  à  égale  distance 
du  centre,  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  deux  points  à  un  point 
quelconque  de  la  circonférence  est  constante.  Que  vaut  cette  somme  quand  les 
deux  points  divisent  le  diamètre  en  trois  parties  égales? 

681.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  à  deux  sommets  opposés 
d'un  rectangle  est  la  même.  Conclure  de  là  que  le  centre  d'un  rectangle  est  le 
point  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  quatre  sommets  est  minimum. 

682.  Si  on  divise  les  côtés  d'un  quadrilatère  ABCD,  circonscrit  à  un  cercle  0, 
en  parties  proportionnelles  aux  côtés  adjacents,  c'est-à -dires  telles  que 

AM  ^  AD  BN  ^BA 

MB  ~  BC  '  NC  ~CD' 

les  points  M,  N,  P.  Q  se  trouveront  sur  une  circonférence  concentrique  à  0. 

683.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  aux  sommets  d'un 
triangle  est  équivalente  à  trois  fois  le  carré  de  sa  distance  au  centre  de  gravité 
plus  la  somme  des  carrés  des  distances  des  sommets  au  centre  de  gravité. 

684.  Trouver  la  distance  du  centre  de  gravité  d'un  triangle  au  centre  du 
cercle  circonscrit. 

685.  Si,  sur  les  côtés  d'un  triangle,  on  construit  extérieurement  des  carrés  : 
1°  la  somme  des  carrés  des  segments  qui  joignent  les  sommets  voisins  de  ces 

carrés  est  équivalents  à  trois  fois  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle; 

2o  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  qu'on  forme  en  joignant  les 
centres  des  carrés  est  équivalente  à  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle 
donné  plus  trois  fois  l'aire  de  ce  triangle. 

686  Construire  un  triangle,  connaissant  les  segments  qui  joignent  les 
centres  des  carrés  construits  sur  les  côtés. 

687.  Si  on  joint  un  point  d'un  diamètre  aux  extrémités  d'une  corde  parallèle 
à  ce  diamètre,  la  somme  des  carrés  de  ces  segments  et  équivalente  à  la  somme 
des  carrés  des  segments  ([ue  le  point  détermine  sur  le  diamètre. 

688.  La  somme  de  carrés  des  distances  d'un  point  d'une  circonférence  aux 
extrémités  d'une  corde  parallèle  au  rayon  qui  passe  par  ce  point  est  constante. 

689.  AD  étant  la  bissectrice  de  l'angle  A  du  triangle  ABC  et  AE  le  segment 
perpendiculaire  mené  de  A  à  BC,  on  a  : 

(BE  -  CE)  (BD  -  CD)  =  (BA  -  AC)-, 
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OU.  si  M  est  le  milieu  de  BC. 

Si,  sur  BC,  on  prend  BD'  =  CI», 

AT)^  —  KD'-  =  (AB  —  AC)'. 
Si  AB  =  2AC, 

CAD  :  DAB  :  BAC  =1:2:3. 
Si  par  le  point  D,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  AB  et  AC,  elles  couperont 
AC  et  AB  à  la  même  distance  du  point  A. 

690.  AM  étant  une  médiane  du  triangle  ABC,  les  bissectrices  des  angles 
AMB  et  AMC  coupent  AB  et  AC  en  deux  points  situés  sur  une  parallèle  à  BC. 

691.  Si,  sur  le  côté  AD  d'un  trapèze  ABCD,  on  prend  un  point  E  tel  que 

pp.  ^ — )  et  si.  par  E,  on  mène  une  parallèle  aux  bases,  qui  rencontre  le  côté 

BC  en  G,  on  aura  : 

„,.       m  DC  +  /<  AB 

PiU   =   ; 

m  -\-n 
Que  devient  cette  formule  quand  E  est  sur  le  prolongement  AD  ? 

692.  Si,  des  sommets  B  et  C  d'un  trian^rle  ABC,  on  mène  des  perpendicu- 
laires à  la  bissectrice  de  l'angle  A,  elles  diviseront  harmoniquement  cette 
bissectrice. 

693.  Si  on  coupe  les  côtés  d'un  angle  par  diflférentes  droites  parallèles  et  si, 
sur  les  portions  de  ces  parallèles  comprises  entre  les  côtés  de  l'angle,  on 
construit  des  triangles  semblables  entre  eux  les  troisièmes  sommets  de  ces 
triangles  se  trouveront  sur  une  droite  passant  par  le  sommet  de  l'angle 

694.  Si  par  les  extrémités  A  et  P  d'un  diamètre,  on  mène  des  cordes  AD  et 
BC  qui  se  coupent  en  P,  on  aura  : 

ÂB-  =  AP  ;     AD  -t-  BP  X  BC. 

695.  Si,  dans  la  ligure  143  on  prolonge  BC  jusqu'à  sa  rencontre  en  M  et  N 
avec  LH  et  Kl,  BC  sera  moyen  proportionnel  entre  BM  et  CN  et  on  aura  entre 
les  triangles  déterminés 

BHN_  ABC 
ABC~  CIM" 

696.  Dans  un  triangle,  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  de  gravité  et 
l'orthocentre  sont  sur  une  même  droite  qu'on  appelle  la  droite  d'Euler  du 
triangle.  Quand  cette  droite  est  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  deux 
hauteurs,  le  côté  du  triangle,  des  extrémités  duquel  elles  sont  menées,  est  la 
demi-somme  des  deux  autres. 

697.  Deux  triangles  rectangles  dont  les  hypoténuses  sont  proportionnelles  à 
deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  semblables. 

698.  Si  un  trapèze  isoseèle  est  circonscrit  à  un  cercle,  le  diamètre  de  ce 
cercle  est  moyen  proportionnel  entre  les  bases  du  trapèze. 

699.  La  bissectrice  CD  de  l'angle  aigu  C  d'un  triangle  rectangle  ABC,  divise 
le  côté  opposé  et  la  hauteur  menée  â  l'hypoténuse  en  parties  inversement 

.proportionnelles  et  de  plus  on  a  : 

lo  ^=  BC  -  AC. 
AC~        AD      ■ 

3,  _2ÂC'^ 
AC-  —  AD' 


9oAC-_ 
CD- 

BC 
~  2BD 

AB 

~  AD' 

LIVRE    III  197 

700.  AD  étant  la  hauteur  menée  du  sommet  de  l'angle  droit  à  l'hypoténuse 
et  EF  le  segment  perpendiculaire  mené  d'un  point  F  de  CA  à  cette  hypoté- 
nuse, on  a  : 

BDX  BE+  AD  XEF  =  AB". 

701 .  Le  rectangle  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  est 
double  du  rectangle  des  deux  segments  déterminés,  sur  l'hypoténuse,  par  le 
point  de  contact  du  cercle  inscrit. 

702.  Si,  du  sommet  C  d'un  triangle  inscrit  ABC.  on  mène  au  rayon  BO  une 
perpendiculaire  qui  rencontre  BA  en  D.  BC  sera  moyen  proportionnel  entre 
BA  et  BD. 

703.  D,  E,  F,  M  étant  respectivement  le  pied  de  la  hauteur  AD,  celui  de  la 
^bissectrice  de  l'angle  A,  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit  et  le  milieu  de 
BC,  démontrer  que 

âïf'  =  me.  MD. 

704.  Si,  sur  deux  côtés  AB  et  BC  d'un  triangle  ABC,  comme  diamètres,  on 
décrit  des  demi-circonférences  qui  rencontrent  en  E  et  F  les  hauteurs  corres- 
pondant à  ces  côtés,  on  aura  BE  =  BF. 

705.  Sur  la  hauteur  AD  d'un  triangle  rectangle  ABC,  on  prend  DE  =  DB,  et 
sur  DC,  DF  =  AD.  Démontrer  que  EF  est  parallèle  à  AC  ;  conclure  de  là  que  le 
carré  ADFGest  équivalent  au  rectangle  EDCH. 

706.  Si,  du  sommet  A  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  ABC,  avec  AB 
pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence  qui  coupe  en  E  la  parallèle  à  la 
médiane  AD  menée  par  le  sommet  B,  démontrer  que  le  pied  F  de  la  perpendi- 
•culaire  menée  de  E  à  AB  se  trouvera  sur  la  parallèle  à  la  médiane  AD  menée 
par  le  pied  de  la  hauteur  AH. 

707.  Si  EF  est  le  diamètre  perpendiculaire  à  BC.  le  carré  de  AC  vaut  deux 
fois  le  quadrilatère  AECF. 

708.  Si  on  prolonge  l'hypoténuse  BC  d'un  triangle  rectangle  ABC  d'une 
longueur  CD  =  BC,  et  si  l'on  joint  AD, 

AÏ)-=ÂB-  +4ÂC". 

709.  AB  est  un  diamètre  ;  par  le  milieu  E  de  l'arc  (AEB),  on  mène  une  corde 
EDC  rencontrant  le  diamètre  en  D  et  la  circonférence  en  ('  ;  le  carré  de  EC 
vaut  deu?  fois  le  quadrilatère  AEBC. 

710.  Si  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  ont  deux  angles  égaux  A  =  A'  et  deux 
angles  supplémentaires  B  -f  B'  =  2  droits,  les  côtés  opposés  à  ces  angles  sont 
proportionnels  et  le  rectangle  des  côtés  opposés  aux  angles  supplémentaires 
est  équivalent  au  rectangle  des  côtés  opposés  aux  angles  égaux  plus  le  rec- 
tangle des  autres  côtés  ;  ainsi 

BC  _  AC  . 

B'C  "~  A'C" 

AC  X  A'C  =  BC  X  B'C  +  AB  X  A'B'. 

711.  Si  une  droite  coupe  en  A',  B',  C,  la  base  BC  et  les  côtés  AC,  ÀB  d'un 
triangle  isoscèle,  on  a  : 

B("_  A'C 
CB'~  A'B'' 

712.  Si  d'un  point  0  de  la  bissectrice  AO  de  l'angle  BAC,  on  mène  une 

sécante  quelconque  rencontrant  les  côtés  en  B  et  C,  -^r  +  xp  ®^^  ^'"®  quan- 
tité constante;  et  si  par  0,  on  mène  une  autre  droite  B'OC,  on  a 

PB.  0B'_  BB' 

OC.  OC  ~  ce' 
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713.  Par  un  point  D  de  AB,  mener  une  droite  ;  ]"  qui  divise  le  triangle  en 
deux  parties  équivalentes  :  2f'  qui  forme  avec  BC  un  triangle  équivalent  à  un 
triangle  donné. 

714.  Trouver  dans  quel  rapport  la  hauteur  AD  d'un  triangle  est  divisée  : 
1"  par  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  côtés  de  l'angle  B  avec 
la  circonférence  inscrite;  2°  par  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des 
côtés  de  l'angle  C  avec  la  circonférence  ex-inscrite  dans  l'angle  A. 

715.  Trouver  l'aire  d'un  triangle  inscrit  dans  ABC,  connaissant  les  rapports 
des  segments  déterminés  par  les  sommets  sur  les  côtés  de  ABC.  Déduire  de  là 
l'aire  du  triangle  formé  en  joignant  les  points  où  les  bissectrices  des  angles^ 
rencontrent  les  côtés  opposés. 

716.  Deux  circonférence  0,  0'  se  coupent  en  A  et  B  ;  sur  AB  comme  diamètre 
on  décrit  une  circonférence  0",  puis  par  A  on  mène  deux  droites  qui  rencon- 
trent respectivement  en  C,  C",  D,  D',  D'',  les  trois  circonférences;  démontrer 
que  la  droite  qui  joint  les  orthocentres  des  triangles  ACD  et  AC'D'  est  paral- 
lèle à  G"D". 

717.  L'aire  du  triangle  qu'on  forme  en  joignant  les  points  de  contaci  de  la 

circonférence  inscrite  dans  ABC  est  égale  a  :  .^^  X  t?'.  ABC. 

718.  Si.  par  un  point  M  intérieur  à  un  cercle,  on  mène  une  corde  AB  et  aux 
extrémités  de  cette  corde,  des  tangentes,  la  somme  des  inverses  des  distances 
du  point  M  à  ces  tangentes  est  constante. 

719.  Par  le  soirimet  de  Tangle  obtus  d'un  triangle  obtusangle,  mener  un 
segment  qui  soit  moyen  proportionnel  entre  les  segments  qu'il  détermine 
sur  le  côté  opposé. 

720.  Etant  donnés  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B,  si,  par  .\,  on  mène 
une  sécante  rencontrant  la  circonférence  donnée  en  Cet  D,  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  BCD  rencontre  ABen  un  point  fixe. 

721.  Si.  par  l'extrémité  A  du  diamètre  AB.  ou  mène  deux  cordes  AC,  AD 
qui  rencontrent  en  E  et  F  la  tangente  en  B.  les  angles  ABF  et  KDF  sont  égaux. 

72i.  Si  M  est  le  point  où  la  médiane  AD  rencontre  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  ABC,  on  a  . 

2  AM  X  AD  =  ÂB'  +ÂC'  . 

et  si  M'  est  le  point  où  AD  rencontre  la  circonférence  des  neuf  points  du 
triangle  ABC,  GM  est  double  de  GM'. 

723.  Si,  d'un  point  extérieur  à  un  cercle,  on  mène  deux  sécantes  dont  les 
parties  extérieures  sont  a  et  b.  déterminer  les  parties  comprises  dans  le  cercle 
si  l'une  est  double  de  l'autre. 

724.  Si  AC  et  BD  sont  antiparallèles  par  rapport  aux  côtés  d'un  angle  0 

et  si  on  joint  le  point  0  au  [iriint  de  rencontre  de  BD  avec  .\C,  les  distances 

des  différents  points  de  cette  droite  aux  côtés  OB  et  OC  seront  entre  elles 

AB 
comme  -rp^- 

725.  Si  l'on  mène  un  diamètre  d'une  circonférence  et  si  l'on  décrit  d'un 
même  côté  de  ce  diamètre  deux  circonférences  tangentes  entre  elles,  tan- 
gentes à  la  circonférence  donnée  et  au  diamètre,  la  tangente  com.mune  à  ces 
deux  circonférences  passera  par  l'extrémité  du  diamètre  perpendiculaire  au 
premier  et  aura  une  longueur  constante. 

726.  Dans  le  trapèze  .\BCD  les  angles  A  et  B  sont  droits;  de  A  on  mène  la 
tangente  AE  à  la  circonférence  décrite  sur  DC  comme  diamètre  ;  on  joint  le 
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point  A  à  l'extrémité  du  diamètre  EG;  démontrer  que  la  somme  des  carrés 
■des  côtés  du  trapèze  est  double  du  carré  de  AG. 

727.  Si  la  droite  AB  est  divisée  liarmoniquement  aux  points  G  et  D,  toute 
circonférence  passant  par  CD  coupe  orthogonalement  la  circonférence  décrite 
sur  AB  comme  diamètre;  réciproquement,  si  deux  circonférences  se  coupent 
orthogonalement,  elles  divisent  liarmoniquement  toute  sécante  qui  passe  par 
le  centre  de  l'une  d'elles. 

728.  A',  B',  C'  étant  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC,  si  une  circonfé- 
rence décrite  de  l'ortUocentre  rencontre  en  A^,  B',  C^  les  côtés  du  triangle 
A'B'C,  on  aura  AA^  =66^  =  CC  Réciproquement,  si  des  sommets  d'un 
triangle  ABC,  avec  le  même  rayon  on  décrit  des  circonférences  qui  rencontrent 
en  AS  A-;  B',  B';  C,  C-  les  côtés  du  triangle  A'B'C,  cessix  points  seront  sur 
une  même  circonférence. 

729.  Si  deux  triangles  ont  un  angle  commun  et  la  même  bissectrice,  la 
somme  des  inverses  des  côtés  de  l'angle  commun  est  la  même  dans  les  deux 
triangles. 

730.  AD  étant  la  bissectrice  de  Tangle  A  et  rencontrant  BC  en  D.  on  a  : 

Âd'  =  (AB  -j-  BD)  AC  +  CD). 

Conclure  de  cette  égalité  que  si  avec  B  et  de  C  comme  centres,  et  BD  et  CD 
pour  rayons,  on  décrit  deux  circonférences,  AD  sera  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  tangentes  menées  de  A  à  ces  deux  circonférences. 

731.  Si,  d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  circonscrite  à  un  quadri- 
latère, on  mène  des  segments  perpendiculaires  aux  côtés,  le  rectangle  des 
perpendiculaires  menées  à  deux  côtés  opposés  est  équivalent  au  rectangle 
des  perpendiculaires  menées  aux  deux  autres  côtés.  Que  devient  ce  théorème 
quand  deux  des  sommets  coïncident? 

Généraliser  le  théorème  précédent  lorsqu'il  s'agit  d'un  polygone  inscrit  d'un 
nombre  pair  de  côtés.  Que  deviendrait  ce  théorème  si  deux  des  sommets 
coïncidaient. 

732.  Le  produit  des  distances  d'un  point  de  la  circonférence  aux  côtés  du 
polygone  inscrit  e>t  équivalent  au  produit  de  ses  distances  aux  tangentes 
menées  par  les  sommets  du  polygone. 

733.  Les  distances  d'un  point  de  la  circonférence  à  deux  côtés  d'un  triangle 
inscrit  sont  en  raison  inverse  de  ses  distances  aux  sommets  opposés. 

734.  Trouver  sur  un  arc  de  circonférence  un  point  tel  que  le  rectangle  de  ses 
distances  aux  extrémités  de  l'arc  soit  équivalent  à  un  carré  donné. 

735.  La  droite  qui  joint  le  milieu  d'un  côté  d'un  triangle  au  centre  de  la 
circonférence  inscrite,  passe  par  le  milieu  du  segment  qui  joint  le  sommet 
opposé  au  point  de  contact  et  intercepte  sur  la  hauteur  correspondant  au  côté, 
à  partir  du  sommet,  un  segment  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit. 

736.  Si  deux  circonférences  se  coupent  et  que,  des  différents  points  de 
l'une,  on  mène  des  tangentes  à  l'autre,  les  carrés  de  ces  tangentes  seront 
entre  eux  comme  les  distances  des  points  à  la  corde  d'intersection  des  deux 
-circonférences. 

737.  Si  on  mène  les  trois  méJiane.<  d'un  triangle  et  si  on  représente  par 
R,  r,  r',  r",  r'"  les  rayons  des  cercles  circonscrits  au  triangle  donné,  au 
triangle  qui  aurait  pour  côtés  les  médianes  et  aux  triangles  ayant  pour 
bases  les  côtés  du  triangle  et  pour  sommet  commun  le  centre  de  gravité,  on 
aura  : 

■IRr-  =  3r'r"r"'. 
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7j8.  Si,  d'un  p(jint  fixe  du  diamètre  AB,  on  mène  une  sécante  quelconque' 
rencontrant  la  circonférence  en  C  et  D,  les  cordes  CB  et  BD  rencontreront  la 
tangente  en  A,  en  deux  points  tels  que  le  rectangle  de  leur«  distances  au  point 
A  est  constant. 

739.  Deux  points  A  et  B  étant  donnés,  déterminer  sur  une  droite  AX  deux 
points  C  et  Dtels  que  BC  X  BD  ait  une  valeur  donnée  et  que  AB  soit  la  bissec- 
trice du  supplément  de  l'angle  CBD. 

740.  Si,  à  partir  de  l'extrémité  A  dw  diamètre  AB,  on  prend  sur  la  circon- 
férence un  arc  ('AD),  puis  à  partir  du  point  quelconque  E,  un  arc  (EF)  =  (AD) 
on  aura  : 

AB  X  BF  =  BD  X  BE  -  AD  X  AE; 
AB  X  AF  --=  BD  X  AE  -  AD  X  BE. 

741.  Si  D  et  K  sont  les  points  où  deux  droites  isogonales  par  rapport  à 
l'angle  BAC,  coupent  la  base  BC,  et  si  les  perpendiculaires  à  AB  et  AC  menées 
par  les  points  B  et  C  rencontrent  en  D',  D",  E',  E",  les  perpendiculaires  à  BC 
menées  par  D  et  E,  on  a 

BD' .  RE'  _   ÂH^ 
CD".  CE"-  Âc"" 

742.  Si,  d'un  point  A  situé  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une  sécante 
quelcon(]ue  AMM'.  les  droites  qui  joignent  M  et  M'  à  l'une  des  extrémités  du 
diamètre  qui  passe  par  A,  interceptent  sur  la  perpendiculaire  menée  de  A  à  ce 
diamètre  deux  segments  dont  le  rectangle  est  constant. 

743.  Si,  sur  une  circonférence,  on  prend  des  arcs  égaux  AB,  BC,  CD,  DE..., 
et  si  on  joint  le  point  A  aux  points  B,  C,  D,  E.  ..  on  aura  : 

AB_       AC        _        AD 
AC"  AB  +  AD~  AC  +  AE   ""■ 

744.  Si  les  diagonales  AC  et  HDd'un  quadrilatère  inscrit  se  coupent  en  E. 
démontrer  qu'on  a  : 

ABXBC_  BE 
ADX  D*'—  DE' 

745.  Si  une  circonférence,  passant  par  le  sommet  A  d'un  parallélogramme 
ABCD,  rencontre  AB,  AC,  AD  en  B',  C.  D'.  on  aura  : 

AB  X  AB'  +  AD  X  AD'  =  AC  X  AC. 

746.  Si  on  prolonge  les  côtés  AB  et  CD  d'un  quadrilatère  inscrit  jusqu'à  leur 
rencontre  en  P  et  les  côtés  AD  et  BC  jusqu'à  leur  rencontre  en  Q,  on  aura  : 

PC  _  QA  .  PD.  PQ  _  PB.  BQ 

PB  ~  QB'  AD.  DC  —  AB.  BC' 

747.  Si,  par  le  point  R  de  rencontre  des  diagonales  d'un  trapèze,  on  mène 
une  parallèle  aux  bases,  les  droites  qui  joindront  les  milieux  des  diagonales 
aux  points  de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  l'un  des  côtés  non  parallèles 
couperont  les  bases  en  deux  points  situés  sur  une  droite  passant  par  R. 

748.  Si  par  un  point  M  de  la  base  BC  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des  paral- 
lèles ME,  MF,  aux  côtés  AB,  AC,  la  droite  EF  coupera  BC  en  un  point  G,  tel 
que 

BG  _  BM- 
<^^^  ""  CM' 

749.  Si  on  joint  un  point  P  de  HC  aux  milieux  des  côtés  AB  et  AC,  ces  droites 
rencontreront  les  côtés  AC  et  AB  en  deux  points  situés  sur  une  parallèle  à  AP. 
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750.  La  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  côtés  de  l'angle  B  avec 
la  circonférence  inscrite,  rencontre  la  bissectrice  de  l'angle  A  au  pied  de  la 
perpendiculaire  menée  de  C  à  cette  bissectrice.  Comment  divise-t-elle  le 
côté  AC  ? 

751.  Si,  par  les  sommets  d'un  triangle,  on  mène  trois  droites  qui  se  coupent 
en  un  même  point,  et  si  on  joint  deux  à  deux  les  points  où  ces  droites  rencon- 
trent les  côtés  opposés,  les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec  les  côtés 
du  triangle  seront  en  ligne  droite. 

752.  Si,  parmi  les  six  points  d'intersection  d'une  circonférence  avec  les 
côtés  d'un  triangle,  trois  sont  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  aux  sommets 
opposés  se  coupent  en  un  même  point,  il  en  sera  de  même  des  droites  qui  join- 
dront les  sommets  aux  trois  autres  points. 

753.  Si  par  les  sommets  A  et  C  d'un  triangle  ABC,  on  fait  passer  une  circon- 
férence tangente  à  la  médiane  AD  et  rencontrant  AB  en  B',  démontrer  que 
AC  sera  moyen  proportionnel  entre  AB  et  AB'. 

754.  Si  A'B'C  est  le  triangle  symétrique  de  ABC  par  rapport  à  une  droite  DE, 
les  parallèles  à  DE,  menées  par  A',  B',  C  rencontrent  les  côtés  BC,  CA,  AB  en 
trois  points  en  ligne  droite. 

755.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  la  somme  des  deux  autres 
côtés  et  le  point  ou  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  rencontre  la  base. 

756.  Dans  un  trapèze  ARCD.  les  angles  A  et  B  sont  droits  et  le  côté  CD  est 
perpendiculaire  à  la  diagonale  AC.  Démontrer  que  AC  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AD  et  BC. 

757.  P  étant  la  projection  du  point  de  contact  d'une  tangente  sur  le  diamètre 
AB.  Q  le  point  où  elle  rencontre  le  diamètre,  déaiontrer  que,  si  M  est  un  point 
quelconque  de  la  circonférence,  AM  est  la  bissectrice  de  l'angle  PMQ. 

758.  Trouver  un  point  dont  les  distances  aux  sommets  d'un  triangle  ABC 
sont  entre  elles  comme  m  :n  :  p  f  (On  obtient  deux  points  qui  sont  en  ligne 
droite  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC). 

759.  Si  A',  A";  B',  B";  C,  C"  sont  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  et 
extérieures  des  angles  du  triangle  ABC,  les  circonférences  décrites  sur  A'x\", 
B'B",  Cl"  comme  diamètres  (cercles  d'Apollonius  du  triangle  ABC)  se 
coupent  en  deux  points  appelés  centre  isodynamiques  du  triangle  ABC.  Les 
distances  de  l'un  de  ces  points  aux  sommets  A,  B,  C  sont  inversement  propor- 
tionnelles aux  côtés  BC,  CA,  AB.  Les  cordes  d'intersection  des  cercles  d'Apol- 
lonius avec  la  circonférence  circonscrite  sont  les  symédianes  du  triangle.  W 
étant  l'un  des  points  d'intersection  des  cercles  d'Apollonius,  P,  Q,  k.  les  points 
ou  AW,  BW,  CW  rencontrent  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ARC, 
le  triangle  PQR  est  équilatéral,  ainsi  que  le  triangle  P'Q^R'  qu'on  forme  en 
joignant  les  pieds  des  perpendiculaires  menées  de  W  aux  côtés  du  triangle 
ABC. 

760.  Si,  par  le  sommet  C  du  triangle  ABC,  on  mène,  parallèlement  à  la  bis- 
sectrice AD  de  l'angle  A,  une  droite  qui  coupe  BA  en  E,  AD  sera  tangente  à  la 
circonférence  circonscrite  à  EAO. 

761.  Le  rectangle  des  segments  perpendiculaires  menés  des  extrémités  de 
la  base  d'un  triangle  à  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  est  équivalent  au 
rectangle  déterminé  sur  la  base  par  le  point  de  contact  de  la  circonférence 
inscrite  dans  le  triangle. 

762.  Si,  par  les  sommets  d'un  triangle  inscrit  ABC,  on  mène  des  tangentes 
qui  se  coupent  en  C,  A',  B',  on  aura  : 

ÂB''  _  (y A  '       AC^ 
Cambier  et  Lambot.    —    Athénées.  7 
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763.  Construire  un  triangle  connaissant  l'angle  au  sommet,  le  rayon  du 
cercle  inscrit  et  le  rectangle  des  distances  du  centre  du  cercle  inscrit  aux 
extrémités  de  la  base. 

764.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base.  l'angle  au  sommet  et  le 
segment  partant  d'une  des  extrémités  de  la  base  et  divisant  le  côté  opposé 
dans  un  rapport  donné. 

765.  Construire  un  triangle  rectangle  connaissant  :  l"  l'hypoténuse  et  le 
côté  du  carré  inscrit  dans  le  triangle;  2"  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle 
droit  et  la  somme  de  Thypoténuse  et  d'un  des  côtés  de  l'angle  droit. 

766.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  l'angle  au  sommet  et  le 
rapport  des  segments  déterminés  sur  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  par 
le  centre  du  cercle  inscrit. 

767.  Construire  un  triangle  connaissant  la  différence  des  angles  à  la  base,  la 
somme  des  deux  autres  côtés  et  le  rapport  des  segments  déterminés  sur  la 
base  par  la  hauteur. 

768.  Si  deux  circonférences  se  coupent  orthogonalemeut  et  que  par  le 
centre  0  de  la  première  on  mène  un  rayon  OC  et  une  droite  OAB  qui  coupe 
la  seconde  en  A  et  B,  les  triangles  OAC  et  OBC  sont  semblables. 

769.  Si  la  hauteur  menée  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
rectangle  à  l'hypoténuse,  divise  cette  hypoténuse  en  moyenne  et  extrême 
raisnn.  le  plus  petit  côté  du  triangle  rectangle  sera  égal  au  plus  grand  segment 
de  l'hypoténuse  et  les  côtés  du  triangle  seront  en  progression  géométrique. 

770.  Construire  un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  soient  en  progression 
géométrique  et  dont  le  périmètre  soit  égal  à  une  longueur  donnée. 

771.  Partager  un  segment  en  deux  parties  telles  que  l'une  d'elles  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  l'autre  partie  et  une  longueur  donnée. 

772.  Si  trois  circonférences  ont  une  corde  commune,  les  segments  tangents 
menés  d'un  point  de  l'une  aux  deux  autres  sont  dans  un  rapport  constant. 

773.  Si  on  a  deux  tangentes  à  une  circonférence  et  leur  corde  des  contacts  et 
si,  d'un  point  de  l'une  de  ces  tangentes,  on  mène  une  parallèle  à  l'autre,  le 
segment  compris  entre  le  point  et  la  corde  des  contacts  sera  moyen  propor- 
tionnel entre  les  distances  du  point  à  la  circonférence,  comptées  sur  cette 
parallèle. 

774.  Si.  dans  un  triangle  ABC,  une  parallèle  au  côté  BC  coupe  AB  en  D 
et  AC  en  K,  les  circonférences  décrites  sur  BE  et  CD  comme  diamètres 
se  coupent  sur  la  hauteur  menée  du  point  A. 

775.  De  deux  longueurs  données  ABet  AC,  retrancher  des  segments  BB'et  CC' 
qui  soient  dans  un  rapport  donné  et  tels  queAH''  -f  BC'  =  K-,  carré  donné. 

776.  Si  BH'  et  CC  sont  deux  des  hauteurs  du  triangle  ABC,  la  droite  qui 
joint  les  milieux  de  CB'  et  BC  est  perpendiculaire  à  la  syinédiane  partant 
de  A. 

777.  Si  une  droite  coupe  en  A',  B',  C  les  côtés  d'un  triangle  ABC.  et  si  A", 
B",  C'sont  les  milieux  do  BA'.  CA'  et  BC.  les  points  où  C'A",  B'B"  et  A'C" 
rencontrent  les  côtés  .\C,  .\H  et  C'B'  sont  eu  ligne  droite  ;  et  si  H  et  K  sont  les 
points  où  C'A"  et  C'B"  rencontrent  AC",  BH  et  C'K  seront  parallèles  à  BC. 

/78.  H  étant  l'orthocentre  de  ABC,  D  le  point  où  AH  rencontre  la  circon- 
férence circonscrite,  A'B'C  le  triangle  orthique  de  ABC,  démontrer  que 

B'C  AH 

A'B'+ A'C'~  AD* 
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779.  Dans  un  trianjile  ABC,  le  rentangl.'  de  la  bissectrice  AD  et  de  la 
projection  de  BC  sur  la  bissectrice  du  supplément  de  l'angle  A  est  double  de 
l'aire  du  triangle. 

780.  Si  deux  circonférences  de  rayons  3  et  1  sont  tangentes  e.xtérieu- 
rement,  les  tangentes  communes  extérieures  font  entre  elles  un  angle 
de  60°. 

781.  Trois  circonférences  qui  ont  deux  points  communs  .\  et  B  sont 
coupées  en  D,  E,  F  par  une  circonférence  qui  rencontre  la  corde  ABenC; 
démontrer  que  si  D',  E',  F'  sont  les  seconds  points  d'intersection  de  CD,  CE, 
CF  avec  les  circonférences,  les  trois  points  D',  E',  F'  sont  en  ligne  dr(  )ite. 

182.  Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  sont  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre,  tous  les  rectangles  circonscrits  à  ce  quadrilatère  sont  semblables. 

783.  51  BCA"A',  GAB"B'.  ABCC  sont  les  carrés  construits  extérieurement 
sur  les  côtés  d'un  triangle,  les  triangles  formés  par  les  droites  AA', 
BB',  ce  et  A  A",  BB",  CC"  sont  égaux  entre  eux. 

784.  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  on  mène  des  perpendiculaires  aux 
trois  côtés,  sur  lesquelles  on  prend  AA'  =  BC  ;  AB'  =  AB"=  AB;  AC'  =  AC''  = 
AC  ;  AA',  AB",  AC",  étant  de  même  sens  que  les  hauteurs  du  triangle; 
démontrer  que  1°  les  segments  B'C"  et  C'B"  sont  égaux  et  parallèles  à  AA'; 
2f'  que  les  droites  CB"  et  BC"  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre:  3°  que 
le  sommet  A  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  A'B'C  ;  4°  que  l'aire  de 
A'B'C  est  triple  de  celle  de  ABC;  5°  que  la  somme  des  carrés  des  côtés  de 
A'B'C  est  équivalente  à  trois  fois  la  somme  des  carrés  des  côtés  de  ABC. 

785.  Le  carré  de  la  distance  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle 
au  centre  de  gravité  de  ce  triangle  est 

.,    ,  bla'  -  Qlab 

r-  A 

^  36 

où  2a-  =  a-  +  6-  +  c~  et  ^  ab  =  ab  +  bc  +  ca. 

786.  Si,  dans  un  triangle  ABC,  a-  ^=  bc,  la  circonférence  qui  passe  par  le 
point  de  contact  de  BC  avec  la  ci i  conférence  inscrite  et  les  points  de  contact 
des  deux  autres  côtés  avec  les  circonférences  ex-inscrites,  est  tangente  au 
côté  BC. 

787.  Si  on  coup"  un  parallélogramme  ABCD  par  deux  droites  A'C,  parallèle 
à  AD  et  B'D'.  parallèle  à  AB,  les  points  A',  B',  C',  D'étant  respectivement  sur 
AB.  BC.  CD.  DA,  les  triangles  AB'C,  BC'D',  CD'A',  DA'B'  auront  le  même 
centre  de  gravité;  A'B'  et  CD'  se  coupent  sur  AC  ;  A'D'  et  B'C  sur  BD;  et  si, 
par  le  point  de  rencontre  de  A'C  et  H'D',  on  mène  une  parallèle  à  AC  et  par 
A'  une  parallèle  à  B'C,  ces  droites  se  couperont  sur  AB'. 

788.  Par  le  sommet  C  d'un  trapèze  ABCD  dont  les  bases  sont  AB  <  t. CD,  on 
mène  une  droite  qui  rencontre  BD  en  E,  AB  en  F,  AD  en  G  ;  puis  par  E.  une 
parallèle  à  AC  qui  rencontre  AB  en  H  et  coupe  en  M  la  parallèle  à  CB,  menée 
par  G.  Démontrer  que  les  parallèles  MK  et  HK  à  AB  et  AD,  se  coupent  sur  CE, 

785.  Les  circonférences  qui  divisent  en  deux  parties  égales  deux  circonfé- 
rences données,  rencontrent  la  ligne  des  centress  aux  mêmes  points.  , 

79Ù.  Si,  par  les  somu  ets  B  et  C  d'un  triau-le  ABC,  on  mène  à  BC  les 
perpendiculaires  BB'  =  AC,  Cr'  =  AB,  les  points  B',  C  seront  à  la  même 
distance  du  pied  D  de  la  hauteur  AD  ;  et  si  on  rabat  DB  et  DC  sur  BC  en  B",  C"» 
les  points  B",  C"  seront  distants  de  l'ortliocentre  d'une  longueur  égale  au 
diamètre  du  cercle  circonseiit  au  triangle. 
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Lieux  géométriques 

791.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs 
distances  à  deux  droites  données  soit  égal  à  un  rapport  donné. 

792.  Si  l'on  mène  entre  les  deux  côtés  d'un  triangle,  une  série  de  parallèles 
à  la  base,  quel  sera  le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  diago- 
nales des  trapèzes  ainsi  formés  ? 

793.  Trouver  le  lieu  géométrique  1»  des  centres  des  rectangles  inscrits  dans 
un  triangle  donné,  2"  des  centres  des  parallélogrammes  inscrits  dans  un 
parallélogramme  donné,  les  côtés  du  parallélogramme  inscrit  étant  parallèles 
aux  diagonales  du  parallélogramme  donné. 

794.  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  d'un  triangle  semblable  à  un  tri- 
angle donné,  et  dont  un  sommet  reste  fixe,  tandis  que  le  second  décrit  une 
droite  ou  une  circonférence  donnée. 

795.  On  donne  deux  parallèles  et  un  point  P.  Par  P,  on  mène  une  sécante 
qui  rencontre  les  parallèles  en  A  et  A';  par  A',  on  mène  à  PA'  une  perpendicu- 
laire sur  laquelle  on  prend  une  longueur  A'M  =  PA,  trouver  le  lieu  du 
point  M. 

796.  Un  angle  donné  tourne  autour  de  son  sommet  A  ;  un  de  ses  côtés  ren- 
contre une  droite  rixe  en  B;  on  détermine,  sur  l'autre  côté,  un  point  C  tel  que 
AB  X  AC  =  K';  déterminer  le  lieu  du  point  C. 

797.  Etant  donnés  un  point  A  et  une  droite  BC,  trouver  le  lieu  des  points  M 
qui  divisent  les  sécantes  AN  menées  du  point  à  la  droite  de  manière  qu'on  ait 
AM  X  AN  =  K-  (M).  Que  devient  le  lieu  si  la  droite  BC  est  remplacée  par  une 
circonférence  ? 

798.  Un  angle  de  grandeur  constante  a  son  sommet  sur  une  circonférence 
donnée,  un  de  ses  côtés  passe  par  un  point  fixe;  trouver  le  lieu  des  pieds  des 
perpendiculaires  menées  de  ce  point  au  second  côté  de  l'angle. 

799.  Un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  situé  à  l'intérieur  d'un 
cercle;  quel  est  le  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes  qui  joignent  les 
points  où  ses  côtés  rencontrent  la  circonférence'.' 

8U0.  On  donne  un  cercle  0  et  un  diamètre  AB  ;  par  le  point  B,  on  mène  une 
corde  BC  qu'on  prolonge  d'une  longueur  CD  =  BC;  on  joint  AC  et  DO;  trouver 
le  lieu  géométrique  du  point  A  d'intersection  de  ces  segments. 

801.  Par  un  des  points  A  d'intersection  des  deux  circonférences,  on  mène 
une  droite  qui  les  coupe  en  B  et  D,  puis  on  prend  sur  BD  un  point  C  tel  que 

CB  _  m 
CD  '"  Ti' 
Quel  sera  le  lieu  du  point  C? 

802.  Par  un  point  P  extérieur  a  une  circonférence,  on  mène  une  sécante  PA  ; 
trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  PA  X  PM  =  K-. 

803.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  les  segments  tangents, 
menés  de  ces  points  à  une  circonférence,  soient  égaux  à  leurs  distances  à  un 
point  donné. 

804.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  deux  cercles  ou  deux  segments 
d'une  droite,  sous  le  même  angle  ou  sous  des  angles  donnés  (M)  ? 

805.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  distances  à  trois  points  donnés  soit  équivalente  à  un  carré  donné. 
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806.  Trouver  le  liea  géométrique  des  points  tels  que  leurs  puissances  par 
rapport  à  deux  cercles  donnés  soient  dans  un  rapport  donné. 

SOI.  Sur  le  côté  OB  d'un  angle  donné  AOB,  on  prend  un  point  quelconque 
M  et,  sur  OM  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence  ;  on  trace  ensuite 
une  circonférence  tangente  à  la  première  et  aux  deux  côtés  de  l'angle  ;  trouver 
le  lieu  des  points  de  contact  des  deux  circonférences  quand  M  se  déplace 
surOB. 

808.  Sur  diflférentes  droites,  on  a  marqué  les  segments  AB,  CD,  EF..;  quel 
est  le  lieu  géométrique  des  points  P  tels  que  la  somme  des  aires  des  triangles 
PAB,  PCD,  PEF...  est  constante  et  équivaut  à  une  aire  donnée? 

809.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  triangles  isoscèles  dont 
les  bases  se  trouvent  sur  une  droite  donnée  et  ont  une  extrémité  commune  et 
dont  la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  est  constante. 

810.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravité  des  triangles  ABC 
qui  ont  un  sommet  fixe  A,  dont  les  sommets  B  et  C  se  trouvent  sur  deux 
droites  fixes  OX,  OY,  et  dont  la  médiane  partant  de  C  est  parallèle  à  une  droite 
donnée. 
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LES  POLYGONES  RÉGULIERS  ET  LA  MESURE  DU  CERCLE 

262.  Polygones  réguliers.  —  L"n  polygone  dont  tous  les  côtés 
sont  égaux  et  dont  tous  les  angles  sont  égaux  est  un  polygone 
régulier  (96,  V).  Nous  en  avons  rencontré  deux  exemples  :  le 
triangle  équilatéral  et  le  carré  II  existe  donc  des  polygones 
réguliers. 

La  somme  des  angles  d'un  polygone  convexe  de  n  côtés  vaut . 
2{n  —  2)£)  (98);  il  eu  résulte  que  dans  un  polygone  régulier  con- 
vexe, chacun  des  angles  égaux  vaut 

n  n 

L'angle  augmente  donc  avec  le  nombre  des  côtés  ;  à  partir  de 
n  =  5^  il  est  obtus. 

Applications.  — 81 1.  Un  polygone  régulier  a  deux  fois  plus  de  côtés  qu'un 
autre;  le  rapport  de  leurs  angles  est  |  ;  quel  est  le  nombre  des  côtés  de 
chacun  de  ces  polygones  ? 

812.  Un  polygone  régulier  a  un  côté  de  plus  qu'un  autre  ;.  ses  angles  valent 
4o  de  plus  ;  combien  chacun  d'eux  a-t-il  de  côtés  ? 

813.  Quels  sont  les  polygones  réguliers  dont  les  angles  sont  des  sous-multi- 
ples de  quatre  droits  et  que  l'on  peut  ainsi  employer  pour  recouvrir  une 
surface  plane? 

263.  Ligne  brisée  régulière.  —  Ou  nomme  ligne  brisée 
régulière  ou  contour  polygonal  régulier  une  ligne  formée  de 
segments  consécutifs  égaux,  dont  tous  les  angles  sont  égaux,  et  située 
entièrement  dans  un  même  demi-plan  par  rapport  à  chacun  des  seg- 
ments successifs. 

CONSTRUCTION  DES  POLYGONES  RÉGULIERS 

THÉORÈME  I 

264.  —  A  une  circonférence  donnée,  on  peut  inscrh^e  et 
circonscrire  un  polygone  régulier  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés. 
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Soit  0  la  circonférence  donnée  et  soit  »  le  nombre  des  côtés 
<fig.  197). 

1".  —  Si,  à  partir  d'une  position  fixe  OA,  on  fait  tourner  un  rayon 
-quelconque  OB,  de  manière  que  ce  rayon  mobile  parcourt  tout  le  cer- 
cle, l'angle  AOB,  d'abord  nul,  croît  d'une  manière  continue  deOà  4S). 

4 
Il  y  a  donc  une  position  pour  laquelle  AOB  =  —  S).   Soit  AOB  cet 

angle. 

On  pourra  juxtaposer  autour  du  centre  0,  n  angles  consécutifs 

4 
égaux  à — S)  et  ces  angles  au  centre 

intercepteront  sur  la  circonférence  n 
arcs  égaux  :  (AB),  (BC),  (CD),  ... 

Les  points  A,  B,  C...  seront  les 
sommets  d'un  polygone  régulier  de  n 
côtés,  inscrit  dans  le  cercle  0,  car  les 
côtés  sont  égaux  comme  cordes  sous- 
tendant  des  arcs  égaux  et,  d'autre  part, 
les  angles  ABC,  BCD...  du  polygone 
sont  égaux  comme  inscrits  dans  des 

arcs  égaux  à  -  de  circonférence.    Le 
^  n 

polygone  ABCD...  est  donc  régulier. 

Remarquons  qu'il  résulte  de  l'égalité  des  triangles  isoscèles  AOB, 
BOC,  ...  que  les  rayons  OA,  OB,  OC...  sont  les  bissectrices  des 
angles  correspondants  du  polygone  ABCD... 

2°.  —  Menons,  par  les  sommets  du  polygone  inscrit,  des  tangentes 
à  la  circonférence.  Ces  tangentes  se  coupent  deux  à  deux  (87)  en 
•des  points  G,  H,  I,  ...  qui  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier 
■circonscrit  de  n  côtés. 

Les  triangles  GAB,  HBC,  ICD,  ...  sont  isoscèles  (154,  Cor.  I); 
leurs  bases  AB,  BC,  CD,  ...  sont  égales  et  il  eu  est  de  même  des 
angles    adjacents    à    ces   bases,    car    chacun    de    ces    angles    est 

formé  par  une  tangente  et  une  corde  et  intercepte  —^  de  la  cir- 
conférence. Ces  triangles  isoscèles  sont  donc  égaux. 

Il  en  résulte  que  les  angles  G,  H,  I,  ...  du  polygone  circonscrit 
sont  égaux  et  que  les  côtés  GH,  HI,  IK,  ...  sont  aussi  égaux,  puisque 
chacun  d'eux  est  la  somme  de  deux  côtés  de  triangles.  Le  polygone 
GHIK  ...  est  donc  régulier. 

Remarque.  —  Du  polygone  régulier  circonscrit,  supposé  connu, 
on  déduit  le  polygone  inscrit  on  joignant  deux  à  deux  les  points  de 
contact -des  côtés  consécutifs. 
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Corollaire.  —  Tous  les  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 
de  côtés  circonscrits  à  un  cercle  sont  égaux. 

Car  les  polygones  réguliers  qu'où  obtient  en  joignant  les  points  de- 
contact  sont  égaux  (166,  II  et  125). 


THEOREME  II 


Fig.  198. 


266.  —  A  tout  polygone  régulier  on  peut  circonscrire  et 
inscrire  une  circonférence. 

l''.  —  Soit  le  polygone  régulier  ABCD  ...  (fig.  198).  Trois  sommets- 
consécutifs  A,  B,  C  déterminent  une  circonférence  (117);  soit  0  le 
centre  de  cette  circonférence. 

Joignons  le  point  0  aux  sommets 
A,  B,  C,  D.  Dans  les  triangles  AOB- 
et  CDD,  on  a 

AB  =  CD    et     OB' =  OC.     (1) 

D'autre   part,    on    a    :    B    =    C,. 

comme  angles  du  polygone  donné,. 

et  B^  =  C,,,  dans  le  triaugie  isoscèle 

OBO.  On  en  déduit  : 

B,  =C,.  (2> 

Des  égalités  (  1)  et  (:2),  on  conclut 
que  le  triaugie  COD  est  égal  au  tri- 
angle AOB  et,  par  suite  : 
OD  =  OA. 
La  circonférence  0,  dont  OA  est  un  rayou,  passe  donc  au  sommet 
D.  On  montrerait  de  même  que  cette  circonférence  passe  par  tous- 
les  autres  sommets.  Ou  peut  donc  circonscrire  une  circonférence  à 
un  polygone  régulier  donné. 

2°.  —  Les  côtés  AB,  BC,  CD,.,  de  ce  polygone  sont  des  cordes 
égales  dans  le  cercle  0  ;  elles  sont  donc  à  égale  distance  du  centre 
(129)  et  si  l'on  mène  le  segment  OX,  perpendiculaire  à  l'un  des^ 
côtés  AB  du  polygone,  la  circonférence  de  centre  0  et  dé  rayon  OX 
sera  tangente  à  tous  les  côtés  du  polygone  (149),  en  leur  milieu^ 
cette  circonférence  est  inscrite  au  polygone. 

266.  —  Le  centre  commun  des  cercles  respectivement  inscrit  et 
circonscrit  à  un  polygone  régulier  s'appelle  aussi  le  centre  du 
polygone.  Le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  le  rayon  du  poly- 
gone ;  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  son  apothème. 

L'angle  formé  par  deux  rayons  aboutissant  aux  extrémités  d'un 
côté  du  polygone  est  l'angle  au  centre  du  polygone.  Pour  un  poly- 

4 
gone  de  n  côtés,  l'angle  au  centre  vaut  -  S. 
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Désignons  par  a,  R,  r  les  longueurs  respectives  du  côté,  du  i-ayoïi 
■et  de  l'apothème  d'un  polygone  régulier.  Du  triangle  rectangle  AOX 
(fig.  198)  on  déduit  la  relation 

R-  =>"  -|-  —      ou     4R-  =  4r'-  +  a". 

4: 

Cette  relation  permet  de  calculer  l'une  des  trois  longueurs  quand 
'On  connaît  les  deux  autres. 

Application.  —  814.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  delà 
■circonférence  circonscrite,  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  inscrit  de 
2n  côtés,  est  équivalente  à  n  fois  le  carré  du  diamètre. 

267.  Construction  des  polygones  réguliers.  —  La  construc- 
tion d'un  polygone  régulier  de  n  côtés  se  ramène,  d'après  le  Th.  I 

'('26i),  à  la  consti'uction  d'un  angle  au  centre  égal  à  -  S)  ou  à  la  divi- 

n 

•sion  dii-ecte  de  la  circonférence  en  n  parties  égales.  Nous  allons 
résoudre  ce  prohlème  pour  quelques  valeurs  simples  de  n.  Remar- 
•quons  que  du  polygone  inscrit  on  sait  déduire  immédiatement  le 
polygone  circonscrit  (264,  2").  Nous  établirons  préalablement 
•quelques  formules  nécessaires  au  calci.1  du  côté,  de  l'apothème  et 
■de  l'aire  des  polygones  ti'ouves. 

268.  —  Supposons  effectuée  la  division  de  la  circonférence  en  n  parties 
■égales  et  recherchons  les  polygones  que  l'on  peut  obtenir  en  joignant  les 
points  de  division  de  p  en  p  {2^  <  n),  pour  toutes  les  valeurs  de  p.  Remar- 
quons immédiatement  que  la  corde  qui  sous-tend  p  divisions  égales  de  la  cir- 
conférence, sous-tend  aussi  les  (w  -p)  divisions  restantes;  il  en  résulte  qu'il 

■suffit  de  considérer  les  valeurs  ^j  <  ,->.  Itistinguons  les  cas  suivants  : 

]op  =  1,  On  obtient  le  polygone  régulier  convexe  de  n  côtés. 

2°  p  est  un  diviseur  de  n  ;  on  peut  poser  n  =pk.  En  traçant  k  cordes  consé- 
cutives sous-tendant  chacune/;  parties  de  la  circonférence,  on  revient  au  point 
•de  départ  après  un  iouv  de  circonférence  ;  on  obtient  un  polygone  régulier 

■convexe  de  /i   =  -   côtés. 
P 

3»  p  est  premier  avec  n.  Le  moindre  multiple  commun  de  ces  deux  nombres 

estpn.  En  traçant  n  cordes  consécutives  dont  chacune  sous-tend  p  divisions, 

■on  revient  au  point  de  départ  après  p  tours  de  circonférence  et  l'on  obtient 

.ainsi  un  polygone  régulier  étoile  de  n  côtés.  11  existe  donc  autant  de  polygo- 

nés  réguliers  et  niés  de  n  cotés  qu'il  y  a  de  nombres^  <  ^  premiers  avec  n. 

4^^  et  n  admettent  un  diviseur  commun  d;  on  peut  poser  :  n  =  dk  ei 
X>  =  dr. 

Des  égalités  dkr  =  nr  =  hp 

■on  conclut  qu'en  traçant  k  cordes  sous-tendant  chacune  J9  divisions  on  revient 

:au  point  de  départ  après  r  tours  de  circonférence  ;  on  obtient  un  polygone 

w 
[régulier  étoile  de  Â  =  ,  côtés. 
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Exemple.  —  Dans  le  cas  n  ==  10,  on  trouve  : 

pourp  =  1,  le  décagone  régulier  convexe  ; 
pour  p  =  2,  le  pentagone  régulier  convexe.; 
pour  p  =  3,  le  décagone  régulier  étoile; 
pour  p  =  4,  le  pentagone  régulier  étoile. 

PROBLÈME  I 


269.  —  Connaissant  les  cordes  de  deux  arcs  consécutifs,  dans  une  cir- 
conférence de  rayon  donné,  calculer  la  corde  qui  sous-tend  la  somme  de- 
ces  arcs. 

Posons  (fig.  199)  :  AB  =  «,  BC  =  6.  AC  =  x.  Menons- 
le  diamètre  BD.  Du  quadrilatère  ABCD,  on  tire  (245)  : 

AC.  BD  =  AB.  CD  +  BC.  AD 


a;.  2  R  =  a.  V^R'^  -  b-  +  6.  V  4R'-  -  a-  ■ 
On  a  donc 

a  4  /"~~      r~  .     b 


Fig.  199. 


4R2  -  a-i. 


(!)• 


Remarque.  —  Si  l'on  fait  a  ^  b,  la  formule  (1)  devient 
x=  |\/4R2  ^a^ 
et  donne  la  corde  sous  tendant  un  arc  double  de  l'arc  sous-tendu  par  la  corde  a 


PROBLEME  II 

270.  —  Connaissant  les  cordes  de  deux  arcs,  calculer  la  corde  qui  sous- 
tend  un  arc  égal  à  la  différence  des  deux  premiers. 

Posons  (tig.  200)  :  AB  =  fl.  BC  =  6,  AC  =  x.. 
Menons  le  diamètre  BD.  Du  quadrilatère  ADBC,  oni 
tire 

AC.  BD  +  BC.  AD  =  AB.  CD 
ou 


Fig.  200. 


X.  2R  +  6  V^R'  —  a-  =  aV''4R-  -  b'K 
On  en  déduit 


m 


Remarque.  —  On  peut  déduire  la  formule  (2)  de  la  formule  (l)en  regar- 
dant dans  celle-ci  b  comme  inconnue. 

PROBLÈME  111 


271.  —  Etant,  donnée  la  corde  d'un  arc.  trouver  la  corde' 
d'un  arc  double. 
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Posons  (fig.  201)  :  AB=  a  et  AE  ==  x.  La  corde  AE,  perpendicu- 
laire au  diamètre  BC,  sous-tend  l'arc  (ABE) 
double  de  (AB).  On  a.  dans  le  triangle  rectan- 
gle BAC  : 

AD.  BC  =  AB.  AC 
car  ces  deux  rectangles  sont  équivalents  au 
double  du  triangle.  Cette  égalité  donne  : 

-^  X  2R  -  a.  J^W  —  a' 

■d'oii  l'on  déduit  la  formule 


Fiff.  201, 


^==4-v/^^'^ 


(3) 


Remarque.  —  On  sait  qu'on  peut  déduire  cette  formule  de  la  formule  (1) 
<269)  en  posant  b^  a  dans  la  formule  (1). 


PROBLEME  IV 


272.  —  Etant  donnée  une  corde,  trouver  les  cordes  des 
moitiés  des  arcs  sous-tendus  par  la  corde  donnée. 

Posons  (fig,  201)  :  AE  =  a.  Cette  corde  sous-tend  les  deux  arcs 
<ABE)  et  (ACE)  dont  les  moitiés  sont  (AB)  et  (AC).  Posons  kD  =  x 
«t  AC  =  ^. 

\°.  —  Le  triangle  rectangle  ABC  donne  (206,  II)  : 


AB  =  i/bC.  BD  =  v/bC  X  (BO  —  OD) 


=  V/  BC  (BO  —  VaO'  —  AD' 


V 


d'oii 


/2R(R  — VR'  — ^: 


On  a  de  même  : 


AC=  i/bC.  CD  =  i/bC.  (CO  +  OD)  =  w'BC  (CO  -f-  VaO^ 


d''0Ù 


y 


=  i/2R(R  +  \JW  —  «!). 


2o.  —  Du  triangle  ABC  on  déduit  aisément  les  équations  : 

X-  -\-  y-  —  4R~        ,        xy  =  Ka. 
On  en  tire  (en  supposant  y  y  x)  : 

{oc  +  yY  =  4R''  +  2Ra        ,        ((/  —  x)-  =  iR-  —  2Ra 


ADO 

(5) 


2 1 2  GÉOMÉTRIE 

et  par  suite,  x  eiy  étant  des  nombres  arithmétiques, 

y  +  £c  =  V2R  (2R  +  a)  ,  y  —  x^  \/2R  (2R  —  a). 

On  en  conclut 

x=\  [\/2R  (2K,  +  a)  -  V2K,  (2R  -  a)J,  (6> 

.y  =  I  [\/2R  t2R  +  flj  +  V2R(2K  — aj].  (7> 

3°.  —  Si  l'on  échange  les  quantités  x  et  a  dans  la  formule  (3)  (271)  on 
obtient  une  équation  qui,  sous  forme  rationnelle,  est  bicarrée  et  dont  on  tire 
aisément  les  valeurs  (4)  et  (5)  trouvées  ci-dessus.  En  appliquant  à  ces  valeurs 
les  formules  de  transformation  des  expressions  doublement  irrationnelles,  or^ 
obtient  ensuite  les  formules  6  et  7  équivalentes. 

PROBLÈME  V 

273.  —  Calculer  Vaire  d'un  polygone  régulier. 

Si  l'on  joint  le  centre  du  polygone  aux  sommets,  on  le  partage  en 
triangles  égaux  dont  la  base  est  un  côté  du  polygone  et  dont  la  hau- 
teur correspondante  est  l'apothème.  La  somme  des  aires  de  ces- 
triangles  ou  raire  du  polygone  est  donc  égale  au  demi-produit  du 
périmètre  du  polygone  par  V apothème. 

Si  a  est  le  côté  et  si  n  est  le  nombre  des  côtés,  on  aura  (266) 


2«« 


Remarque.  —  Vaire  d'un  polygone  circonscrit  quelconque  est 
égale  au  demi-produit  de  son  périmètre  par  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
par  suite,  les  aires  de  deux  polygones  circonscrits  à  un  même  cercle 
ou  à  des  cercles  égaux  sont  entre  elles  comme  les  périmètres  de  ces- 
polygones. 

Applications.  815.  Si,  d'un  point  quelconque  pris  à  l'intérieur  d'un  poly- 
gone régulier,  on  mène  des  segments  perpendiculaires  aux  côtés,  la  somme  de- 
ces  segments  est  constante. 

816.  L'aire  du  polygone  régulier  inscrit  de  2n  côtés  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  aires  des  polygones  inscrit  et  circonscrit  de  n  côtés. 

817.  L'aire  d'un  polygone  régulier  de  2n  côtés  est  égale  au  produit  de  la 
moitié  du  périmètre  du  polygone  régulier  de  n  côtés,  inscrit  dans  le  même- 
cercle,  par  le  rayon. 

PROBLÈME  VI 

274.  —  Etant  donné  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit^ 
calculer  le  côté  du  polygone  régulier  d'un  même  nombre  de 
côtés,  circonscrit  au  même  cet^cle. 
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Posons  (fig.  197)  :  AB  =  a  et  GM  =  x.  Des  triangles  rectangles  et 
semblables  OAG  et  OAT,  ou  tire 

AG  _  OA 
Aï  ~  OT' 
Cette  égalité  donne  la  relation  (266). 

^x  R  ri'  2R 


On  en  déduit  la  formule 


4R- 


2Ra 


V4Pr 


(9) 


PROBLEME  VII 


Fig.  202. 


275.  —  Inscrire  un  carré  dans  une  circonférence  donnée. 
L'angleau centre,  dontlaformule  est  -  £)  (266),  vaut  dans  ce  cas 

l£).  Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffit  donc  de  tracer  deux  dia- 
mètres perpendiculaires  AC  et  BD  (fig.   202)  et  d'en  joindre  les 

extrémités   A,  B,  C,  D;  le  polygone   ABCD 

sera  le  carré   inscrit;    car,  les   angles  AOB, 

BOC,   ...  étant  égaux,  les  cordes  AB,  BC,  ... 

sont    égales,    et    les    angles    ABC,    BCD,    ... 

inscrits  dans    des    demi-circonférences,    sont 

droits. 

Le  triangle  BOC  est  rectangle  et  isoscèle,  et 

donne  : 

BC'  =  2BÔ'  =  2R^ 

Si  nous  désignons  par  a^  la  longueui-  du  côté  du  carré  inscrit  dans 
le  cei'cle  de  rayon  R,  nous  aurons  donc  la  formule  : 

a,  =  R  V^ 

On  trouve  aisément  pour  l'apothème  (266)  et  l'aire  du  carré  (273)  : 

r^  =  I  Ry/"2  et  s,  =2R*. 

Remarque.  —  Si  l'on  divise  chacun  des  arcs  sous-tendus  en  deux  parties 
égales  (128)  et  si  l'on  répète  cette  opération,  on  obtiendra  la  suite  des  poly- 
gones dont  le  nombre  des  côtés  est  n  =  2p.  p  étant  un  entier  quelconque  >  2. 

Applications.  —  818.  Si,  avec  les  centres  B  et  C  (flg.  202)  et  le  rayon  BO,  on 
décrit  des  arcs  qui  rencontrent  BC  en  E  et  F,  l'angle  EOF  sera  l'angle  au 
centre  de  l'octogone  régulier. 

819.  Si  on  prolonge  AB  d'une  longueur  BE  =  AB,  le  segment  tangent  mené 
de  E  à  la  circonférence  sera  égal  au  diamètre  AC. 
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^76.  —  Inso'ire  un  ociogonr  réguliey^  dcnis  une  circonférence- 
donnée . 

Après  avoir  (275)  déterminé  les  sommets  du  carré  inscrit, 
divisons  chacun  des  arcs  en  deux  parties 
égales  (%.  203). 

P  Si  Ton  joint  les  points  de  division 

consécutivement,    ou  obtient  l'octogone 

Q    régulier  convexe  (268)  dont  on  calculera 

aisément  le  côté  par  la  formule  (4),  dans 

laquelle  on  pose  :  a  =  R\/Y.  On  trouve 

a,  =  RV/T 
Ou  trouve  ensuite  : 


V2: 


Fiff.  203. 


R 


r,  =  ^  V2  +  \2      et     ..3  =  2R^  V2- 

2"  Si  l'on  joint  les  points  de  division  de  deux  en  deux,  on  obtient  le  carré. 

3°  Si  Ton  joint  les  points  de  division  de  trois  en  trois  (3  est  premier  avec  8). 
on  obtient  après  trois  tours  de  circonférence,  Toctogone  régulier  étoile  (268). 
Posons  :  AD  =  a'^.  Du  triangle  rectangle  ADE  on  tire  : 

fl'.s  =  \  ÂË-  —  ËD"'   =  \  4R^  —  R-  (2  -  V2)  =  r\^2TV^ 


PROBLEME  IX 

277.  —  Inscrit^e  dans    une   circonférence  donnée  :  1"    un 

hexagone  7'égulier  ;  2"  un  triangle  équilatéral. 

\°.  —  Pour  inscrire  l'hexagone  régulier,  nous  devrons  former  au 

4  2 

centre    des    angles    égaux   à  ^S)  =  -^S) 

o  o 

(267).   En  supposant  que  l'angle  AOB 

(fig.  204)  soit  l'angle  demandé,  joignons 

AB;    le  triangle  AOB   sera  équilatéral. 

2 
Car.    Tangle   AOB   valant  -£).  les  deux 

angles  ABO  et  BAO   du  même  triangle 

valent  ensemble  f  2  —   -    £)  ou  -S),    et, 

comme  ils  sont  égaux,  chacun  d'eux  vaut 


Fi":.  204. 


~fj):\e  triangle  ABO  qui  a  ses  angles  égaux  est  aussi  équilatéral; 

donc,  le  côté  de  Vhexagoyie  régulier  inscrit  est  égal  au  rayon,  ce 
qu'exprime  la  formule  : 

a.  =  R. 
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Il  suit  de  là  que,  pour  inscrire  un  hexagone  régulier  dans  une  cir- 
conférence donnée,  il  faut  porter  dans  la  circonférence,  six  cordes 
consécutives  égales  au  rayon. 

On  trouve  aisément  les  valeurs 

^6=2  V3  et  s,^—\b. 

2°  Supposous  que  l'on  ait  mai'qué  sur  la  cii'conférence  les  som- 
mets d'un  hexagone  régulier;  ou  obtiendra  évidemment  un  triangle 
équilatéral  en  joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  de  rang  impair 
ou  les  sommets  de  rang  pair.  Le  triangle  ACE  est  équilatéi-al 
(fig.  204). 

Le  triangle  FAC  est  rectangle  en  A  et  donne 

ÂC'  =  CF'  —  ÂF'  =  4R'  —  R-  =  3R-. 
On  en  déduit  la  formule 

rtg  =  R  \'f. 
On  trouve  ensuite  aisément  : 

R  SK' .  ,- 

'^=-2 


et  5.  =  —  V3. 


Remarque.  —  En  procédant  comme  pour  le  carré  (275,  Rem.),  on  peut 
obtenir  les  polygones  dont  le  nombre  de  côtés  est  donné  par  la  formule  : 

w  =  3  X  2p- 

Applications.  —  820.  La  surface  de  l'hexagone  régulier  inscrit  est  double 
de  celle  du  triangle  équilatéral  inscrit  ;  l'apothème  du  premier  polygone  est  la 
moitié  du  côté  de  l'autre. 

821.  Le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  équilatéral  est  double  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 

822.  Trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  équilatéral,  en 
fonction  du  côté. 

823.  SI  on  prolonge  les  côtés  AB  et  CD  d'un  hexagone  régulier  ABCDEF 
jusqu'à  leur  rencontre  en  R,  RAD  sera  un  triangle  équilatéral.  Conclure  de 
là  que  l'aire  d'un  hexagone  régulier  est  plus  grande  que  celle  d'un  triangle 
équilatéral  de  même  périmètre 

824.  Démontrer  que  Si o  =  3R*. 

PROBLÈME  X 

278.  —  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  une  circonfé- 
rence donnée. 

1°  L'angle  au  centre  d'un  décagone  régulier  vaut  3^  S  =  ?  S. 
Supposons  que  AOB  soit  cet  angle  (fig.  205).  Dans  le  triangle  isos- 
cèle  AOB,  chacun  des  angles  à  la  buse  vaudra  donc  i 
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Par  suite  en  raeuant  la  bissectrice  AM   de  l'augle  OAB,   uuus 

diviserons  le  triangle  AOB  en  deux  ti-ian- 
gles  isoscèles  AMO  et  AMB.  Car  on  a  : 

MAO  =lS)  =  MOA 
5 

et,  d'autre  part, 

BMA  =  2£)  —  f  t  +  p 

\  D       5 

On  en  conclut  que 

BA  =  AM  =  MO 

et  aussi  (219) 

AO_OM  OB  _0M 

AB~MB    °"     OM       MB" 

Le  point  M  divise  donc  le  rayon  OB  en  moyenne  et  extiême  raison 
(256).  Comme  OM  -=  AB,  on  voit  que  :  le  côté  du  décagone  régulier 
est  égal  au  plus  grand  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême 
raison.  La  longueur  de  ce  côté  est  donc 

R 


2 


V5-I). 


On  trouve  ensuite  aisément 
R 


—  V10  +  2V5         et 

4 


^Vîô^^^Ws. 


2°  iSi  l'on  joint  (fig.  206)  de  deux  en  deux  les  points  de  divisio:i,  on  obtient 
A  le  pentagone  régulier  convexe  dont  il  sera 

parlé  ci-après. 

3"  Si  l'on  Joiot  les  points  de  division  de  trois 
en  trois  (3  est  premier  avec  10),  on  obtient  ajjrès 
trois  tours  de  circonférence,  le  décagone  régu- 
lier étoile  (268)  Posons  AD  =  a',o.  Les  tri- 
angles OMD  et  AMB  sont  isoscèles,  donc  : 

AM-==  AB  =  a,o 


et 


MD  =  OD 
On  en  conclut  : 


R. 


R 


R 


(V5  +  1). 


a'io  =  AM  -f  MD  =  -^  (V5  -  1)  +  R 
Remarquons  que 

«10  X«'io  =R^ 
et  qu'on  peut  obtenir  AD  en  divisant  extérieurement  un  rayon  en  moyenne 
et  extrême  raison. 
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40  Si  l'on  joint  les  points  de  division  de  quatre  en  quatre  (4  et  10  ont  pour 
plus  grand  commun  diviseur  2)  on  obtient,  après  deux  tours  de  circonférence, 
le  pentagone  régulier  étoile.  Posons  AE  =  «'-.  Le  triangle  rectangle  AEF 
donne 


Ce  côté  est  double  de  l'apothème  du  décagone  convexe. 

Remaque.  —  Du  décagone  régulier  on  déduit  les  polygones  réguliers  dont 
le  nombre  des  côtés  est  n  =  5  X  2p. 


PROBLEME  XI 


279.  —  Inscrire  un  pentagone  régulier  dans  une  circonfé- 
rence donnée. 

1".  —  Après  avoii-  marqué  sur  la  ciicouférence  0  les  sommets  du 
décagone  régulier  (278),  ou  obtiendra 
évidemment  le  pentagone  régulier  en 
joignant  de  deux  en  deux  les  sommets 
de  lang  impair  ou  les  sommets  de  rang 
pair  (fig.  207). 

L'arc  (AC)  étant  double  de  l'arc  (AB), 
nous  déduirons  le  côté  a^  du  ])entagone, 
du  côté  rt(o  du  décagone  (278),  par  la 
foi'mule  (3);  ou  trouve  : 


-  y/4ir^  -^^iM^ -\f  =  ^\JiQ-2  V5. 


On  trouve  ensuite  aisément  : 
r,  =--(V5  +  1)         et 


■S  =  ^VlO  +  2V^ 


2".  Nous  avons  établi  ci-dessus  (278)  qu'il  existait  un  pentagone  régulier 
étoile  dont  nous  avons  calculé  le  côté. 

Remakque.  —  Si  nous  traçons  deux  diamètres  perpendiculaires 
AA'  et  BB'  (fig.  208),  et  si,  avec  le  centre  C,  milieu  de  OA,  et  le 
rayon  CB,  nous  décrivons  un  arc  qui  coupe  OA'  en  D,  BD  sera  le  côté 
du  pentagone  régulier,  OD  celui  du  décagone  et  OB  celui  de  l'hexa- 
gone. Car, 


OB  =  Il     et 


BC=AV5- 


■donc 


OD 


|v^ 


|(KT 


1) 
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et 


BD^  =  R^  +  X  (\'^-  1)^  =  X  (10  -  2V5) 


d'où 


BD 


R 


-2Y/IO-2V5. 


Fig.  208. 


On  voit  que  le  côté  du  pentagone  régulier 
itiscrit  est  Vhypoténuse  d'un  triangle  rectan- 
gle ayant  pour  côtés  de  Vavgle  droit  le  côté  de 
lltexagone    et   le   côté  du    décagone   régulier 

inscrit. 


Applications.  —  825.  Les  diagonales  d'un  pentagone  régulier  sont  égales  et 
se  coupent  en  moyenne  et  extrême  raison  ;  ie  plus  grand  segment  est  égal  au. 
côté  du  pentagone. 

826.  Construire  un  pentagone  régulier  convexe  connaissant  le  côté. 

827.  Le  carré  du  côté  du  pentagone  régulier  convexe  plus  le  carré  du  côté 
du  décagone  étoile  donne  une  somme  équivalente  au  carré  du  diamètre;, 
l'apothème  de  chacun  de  ces  polygones  est  égal  à  la  moitié  du  côté  de  l'autre 
polygone. 

828  Le  carré  du  côté  du  pentagone  régulier  convexe  inscrit,  augmenté  du 
carré  d'une  diagonale,  est  équivalent  à  cinq  fois  le  carré  du  rayon. 

829.  Si  AB  est  le  côté  de  l'hexagone  régulier,  AC  le  côté  du  carré  inscrit,  et 
si  sur  le  diamètre  AOE,  on  détermine  un  point  D,  tel  que  BD  =  AC,  OD  sera 
le  côté  du  décagone  régulier  convexe  et  DC  le  côté  du  pentagone. 

830.  Démontrer  que 

831.  ABCDE  étant  un  pentagone  régulier  convexe  inscrit,  le  segment  per- 
pendiculaire mené  au  côté  AB,  du  milieu  de  l'arc  (AC',  est  égal  à  la  moitié  dU' 
rayon. 

832.  Dans  le  décagone  ré,":ulier  convexe  ABCD..,  si  R  est  le  point  de  rencontre 
de  AB  avec  le  rayon  OC,  on  a  :  AR  =  AD. 

833.  On  donne  une  circonférence  de  rayon  R  et  un  point  fixe  P  de  cette  cir- 
conférence. On  construit  l'angle  inscrit  APB  =  18°.  1"  démontrer  que  si 
l'angle  aPB  tourne  autour  de  son  sommet,  la  corde  AB  reste  tangente  à  une 
circonférence  dont  on  calculera  le  rayon  R'  ;  2°  quelle  partie  (valeur  en  degrés) 
de  cette  circonférence  parcourt  le  milieu  M  de  la  corde  AB;  3°  on  construit 
la  tangente  en  un  point  M' de  la  partie  inutile  de  la  circonférence  précédente;, 
elle  rencontre  la  première  circonférence  en  A'  et  B';  démontrer  que  l'angle 
A'PB'  est  constant  et  calculer  sa  valeur.  (M). 


PROBLEME  XII 


280.  —  Inscrire   un  pentédècagone  régulier  dans  une  circonférence- 
donnée. 


lo  La  relation 


1       J__  2 
6       10  "~  15 
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montre  que  l'on  obtient  le  côté  du  pentédécagone  en  portant  à  partir  d'un 
point  A  de  la  circonférence  et  du  même  côté  (tig.  207)  le  côté  AL  de  l'hexa- 
gone et  le  côté  AB  du  décagone  :  la  corde  BL  est  alors  le  côté  du  pentédéca- 
gone régulier  convexe.  On  le  calcule  par  la  formule  (2)  en  posant  : 


a  =  R    et    6  =  ^(V5  — 1). 


Ou  trouve  aisément  : 

R 


«15=4  (y  10  +  2  V5- V15  +  V3). 

2°  Si  l'on  joint  de  2  en  2  les  points  de  division  de  la  circonférence  divisée  en 
15  parties  égales,  on  obtient  après  deux  tours  de  circonférence  le  premier 
pentédécagone  étoile.  De  l'égalité 

3^_  1  _  2 

10       6~  15- 

on  déduit  le  calcul  de  a\^  par  la  formule  (2)  où  l'on  pose  : 
a  =  a'io        et        b^a^. 
On  trouve 


«'15=^  (Vl5  +  \/3  — Vl0-2\/5)- 


S''  En  joignant  les  points  de  division  de  3  en  3,  on  trouve  le  pentagone 
Tégulier  convexe. 

4"  En  joignant  les  points  de  division  de  4  en  4,  on  obtient,  après  quatre 
tours  de  circonférence,  le  deuxième  pentédécagone  étoile.  De  l'égalité 

1  +  1=1 
6  ^  10        15' 

on  déduit  le  calcul  de  a"  15  par  la  formule  1  où  l'on  pose  : 

a  =  «g        et        6  =  «10. 

On  trouve 

R 


^''|--  =  1   (V10  +  2V5  + V15-V3). 


5°  En  joignant  les  points  de  division  de  5  en  5,  on  obtient  le  triangle  équi- 
latéral. 

6°  En  joignant  les  points  de  division  de  6  en  6,  on  obtient,  après  deux  tours 
de  circonférence  le  pentagone  régulier  étoile. 

7°  Enfin,  en  joignant  les  points  de  division  de  7  en  7,  on  obtient,  après  sept 
tours  de  circonférence  le  troisième  pentédécagone  étoile.  De  l'égalité 

10"^  6~  15' 
on  déduit  1h  calcul  de  a"\-,  par  la  formule  (1)  où  l'on  pose  : 
«  =  a'io       et       h  =  a^. 
On  trouve 


«'">  5  =  4  (vis  +  V3  +  VlO  -  2V5). 


Remarque.  —   Du  pentédécagone,  on  déduit  les  polygones  dont  le  nombre 
>des  côtés  est  : 

n  =  3  X  5  X  2p- 
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MESURE  DE  LA  CIRCONFÉRENCE 

THÉORÈME  III 

281 .  —  Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés 
sont  semblables. 

Car  chacun  des  angles  égaux  dans  les  polygones  vaut  (98)  : 


\/   :   \/  V    ;   \/  A'B'      B'C       C'D'~-" 

V 1 V  A     H'     B 

A      H       B  car  les  antécédents  sont 

Fig.  2U9.  les  côtés  égaux  du  pre- 

mier polygone  et  les  con- 
séquents sont  ceux  du  second.  Les  deux  polygones  sont  donc 
semblables  (235). 

CoEOLLATRES.  I.  —  Lcs  périmètres  de  deux  polygones  régidiers  d^m 
même  nombre  de  côtés  sont  etdre  eux  comme  deux  côtés  Jiomologues,  et 
leurs  aires  sont  entre  elles  comm,e  les  carrés  de  ces  mêmes  côtés  (239). 

II.  —  Les  périmètres  de  deux  polygones  régtiliers  d'un  même- 
nombre  de  côtés  sont  entre  eux  comme  leurs  rayons  et  aussi  comme 
leurs  apothèmes  ;  leurs  aires  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces 
rayons  et  de  ces  ajjothèmes. 

Car  les  triangles  AOB  et  A'O'B'  sont  semblables,  de  même  que  les 
triangles  AOH  et  A'O'H'.  On  a  donc 

P  _^  _  OA  _  OH 
P'  ~  A'B'  ~  O'A'  ~  O'H' 

S      âb'      ôâ'      m' 


et 


S'    "  A'B'-       O'A''       O'H" 


Applications.  —  834.  SI  l'on  a  deux  polj'gones  réguliers  semblables  P  et  P',. 
le  premier  inscrit,  le  second  circonscrit,  à  un  cercle  de  rayon  R,  R  sera  moyen 
proportionnel  entre  l'apothème  de  P  et  le  rayon  de  P', 

835.  L'aire  de  l'hexagone  régulier  inscrit  vaut  les  trois  quarts  de  celle  de 
l'hexagone  régulier  circonscrit  au  même  cercle. 

THÉORÈME  IV 

283.  —  Lorsqu'on  double  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  d'un  poly- 
gone régulier  inscrit,  la  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  de  ces 
polygones  successifs,  apour  limite  zéro. 

Il  faut  entendre  par  là  que  cette  différence  peut  devenir  et  rester  inférieure- 
à  toute  longueur,  si  petite  qu'elle  soit. 
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Soit  AB  (fig.  210)  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  ;  AC  sera  le  côté  du 

polygone  d'un  nombre  double  décotes. 

Posons  :  OC  =  R,    OD  =  r    et   OE  ^  r'. 
Menons  EF  parallèle  à  AB.  Du  triangle 
rectangle  OEF,  on  tire  :  OE  >  OF.  On 
en  conclut 


R 


0E<  R  — 0F  =  ^ 


R 


r  < 


On  aura  de  même 


R-r"<.(R-r')<-(R-r), 


R 


<^(R 


<  a  (R  —  r),  etc. 


11  en  résulte  que  les  termes  toujours  positifs  de  la  suite 

R  — r,        R  — r',        R  —  r",        R  —  r'",     ... 
sont,  sauf  le  premier,  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  progression; 
géométrique  décroissante 

R-r,  ^(R-r),|(R-r),^(R-r) 

Mais  ceux-ci  ont  pour  limite  zéro;  il  en  est  à  plus  forte  raison  de  même  des 
termes  de  la  première  suite  et  l'on  peut  écrire  : 

lim(R  —  r„)  =  0. 
CoROLLAiKE.  —  De  cette  égalité  on  tire 

lim  Tn  =  R       et       livn  —  =  l 

Tn 

c'est-à-dire  que  V apothème  a  pour  limite  Ze  rat/on  quand  on  double  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  régulier  et  le  rapport  du  rayon  à 
l'apothèm.e  apour  limite  l'unité. 


THEOREME  V 


283.  —  Lorsqu'on  double  indéfiniment  le  notnbre  des  côtés 
de  deux  polygones  réguliers  semblables,  l'un  inscrit  et  l'autre 
circonscrit  à  une  circonférence  donnée,  leurs  périmètres  ten- 
dent vers  une  limite  commune. 

A  la  circonférence  donnée,  de  rayon  R,  inscrivons  un  polygone 
régulier  et  circonscrivons  un  polygone  régulier  semblable  et  sup- 
posons que  l'on  double  indéfiniment  le  nombre  de  leurs  côtés.  On 
pourra  considérer  une  suite  croissante  (65) 

formée  avec  les  périmètres  des  polygones  inscrits  successifs  et  une 
autre  suite  décroissante 

P     P     P 
formée  par  les  périmètres  des  polygones  circonscrits  successifs.  Ces 
dorniei's  ont  tous  le  même  apothème  R,  tandis  que  les  apothèmes  des- 
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premiers  forment  ime  suite  croissante  (282).  De  plus,  tout  terme  de 
la  première  suite  est  moindre  qu'un  terme  quelconque  de  la  seconde 
(97,  Cor.)  et  réciproquement. 

On  aura  (281,  Coe.  II),  en  considérant  deux  péiimètres  corres- 
pondants, de  même  rang  n  : 

I\,  _  R 
Ih,  ~  r„ 
On  en  conclut  (282,  Cor.),  en  passant  à  la  limite, 

.     P„  R 

lim  -s-  ^  lim  —  =  1     ou     lim  P„  =  lim  }>„ . 

284.  Remarque.  —  Portons  sur  une  droite  (flg.  211),  à  partir  d'un  point  0, 
successivement  les  périmètres  ;Wi,  p.,, i^s...  ;  nous  obtiendrons  une  suite 

_0 Ç 

P,       P.   Pi  ?s     R        P' 


Fig.  211. 


de  points  de  plus  en  plus  éloignés  de  0.  Portons  de  même  successivement  les 
périmètres  Pi,  P^,  Pa,.-.;  nous  obtiendrons  une  suite  de  points  déplus  en  plus 
rapprochés  de  0.  Aucun  des  points  p  ne  peut  aller  dans  le  domaine  des  points 
P  et  réciproquement  et  l'intervalle  pP  de  deux  points  correspondants  peut 

p„ 
devenir  moindre  que  toute  longueur  donnée  puisque  hyn  —  =  1.11  existe  donc 

pn 

un  point  C  qui  sépare  les  deux  domaines  et  qui  définit  un  segment  OC;  c'est 
ce  segment  OC  qui  est  la  limite  commune  des  deux  séries  de  périmètres. 

On  peut  démontrer  que  la  limite  établie  ci-dessus  ne  dépend  pas  du  choix  du 
premier  polygone  régulier  et  qu'elle  est  aussi  la  même  si  l'on  considère  un 
polygone  convexe  quelconque  inscrit  ou  circonscrit,  dont  le  nombre  des  côtés 
croît  indéfiniment,  de  manière  que  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro. 

285.  Long-ueur  d'une  circonférence.  —  On  ap^jcHe  lon- 
gueur d'une  circonférence  celle  du  segment  C  qui  est  la  limite 
comm,un^'  des  périmètres  des  polygones  convexes  inscrits  et 
circonscrits  à  cette  circonférence  et  dont  le  nombre  des  côtés 
augmente  indéfiniment,  de  matiiére  qiie  tous  les  côtés  tendent 
vers  zéro. 

('ette  limite  C  est  donc  un  segment  lectiligne  dont  on  dit  qu'il  est 
équivalent  à  la  circonférence,  qu'il  est  la  circonférence  rectifiée. 

Les  ))éi"imètres  inscrits  formant  une  suite  cioissante  et  les  péri- 
;mètres  circonscrits  une  suite  décroissante,  on  a  toujours  : 

i'  <  C  <  P. 

THÉORÈME  VI 

286.  —  Deux  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs 
.rayons. 

Soient  C  et  C  deux  circonférences,  de  layon  R  et  R'.  Inscrivons 
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dans  ces  circonférences  deux  polygones  réguliers  d'un  même 
nombre  de  côtés  et  soient  P  et  P'  les  périmètres  de  ces  polygones. 
Ces  polygones  sont  semblables  ;  on  a  donc  (281  )  : 

F      R'" 

Cette  proportion  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  n  des  côtés.  Si. 
nous  supposons  que  ce  nombi'e  croit  indéfiniment,  on  aura  donc 

limF  _  R  C  _  R 

Corollaire.  —  De  cette  proportion,  on  déduit  : 

2R  ~  2C'' 
Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  constant. 
Ce  rapport  est  un  nombre  incommensurable  que  l'on  désigne  par  tt. 
On  a  donc  : 

i^  =  71  d'où  C  =  27rR. 

On  obtient  la  longueur  d'une  circonférence  (285)  en  multipliant  le 
diamètre  2K  par  le  nombre  constant  tt. 

Deux  valeurs  approchées  de  tt,  fréquemment  employées  dans  les 
calcnls  numériques,  sont 

22 
71=—  et  71  =  3,1416. 

La  seconde  est  beaucoup  plus  approchée. 

On  trouvera  plus  loin  deux  méthodes  de  calcul  d'une  valeur  appro- 
chée du  nombre  incommensurable  tt. 

Apppication.  —  836.  Etant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  si  de  A 
comme  centre,  avec  AB  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  circonférence  qui 
rencontre  en  E  la  prolongement  de  DA,  et  si  on  décrit  de  C  coranje  centre, 
avec  CE  pour  rayon,  un  arc  qui  rencontre  en  F  le  prolongement  de  DC,  l'arc 
(EF)  décrit  de  D  comme  centre  sera  égal  à  la  somme  des  arcs  (BE;  et(BF). 

287.  Longueur  d'un  arc.  —  Ce  que  nous  avons  dit  (285)  de  la 
longueur  d'une  circonférence  s'étend  aisément  à  la  longueur  d'un 
arc  :  c  est  celle  du  segment  qui  est  la  limite  commune  des  périmètres 
de  deux  lignes  brisées  convexes,  respectivement  inscrite  et  circon- 
scrite à  Varc,  et  dont  le  nombre  des  côtés  croit  indéfiniment  de  manière 
que  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro. 

La  corde  d'un  arc  est  et  reste  inférieure  à  chacune  des  lignes  bri-- 
sées  inscrites  et  circousci'ites  à  cet  arc;  on  en  conclut  que  la  corde 
est  moindre  que  l'arc. 


224 


GEOMETRIE 


THEOREME  VII 


288.  —  Deux  arcs  semblables  sont  entre  eux  comme  leurs 
rayons. 

Si  C  etC'sout  les  circouférences  auxquelles  appartiennent  (fig.  212) 
^B     les  arcs  semblables  (AB)  et  (CE)  (147), 
ou  aura  (144)  : 

(AB)_^     ,,     (DE)       0 

4£) 


et 


C         4£)     ^^        C         4S) 
On  en  conclut,  puisque  :  I  =  0, 


Fig.  212. 


(AB)      (DE) 


d'où 


(AB) 


C 


R' 


C  C  (DE) 

289.  —  Désignons  pai'  A  la  mesure  de  l'angle  au  centre  qui  inter- 
cepte l'arc  de  longueur  (A)  sur  une  circonférence  C  de  rayon  R, 
l'angle  étant  mesuré  avec  l'angle  droit  comme  unité.  Du  théorème 
précédent  on  déduit 

(_A)_  A_ 
C          4  ■ 
d'où 

(A)=  C  X  4-  =  27rR  X  — • 
4  4 

On  obtient  la  longueur  d'un  arc  en  multipliant  la  longueur  de  la 
circonférence  par  le  rappiort  de  l'angle  an  centre  correspondant,  à 
-quatre  angles  droits. 

Si  l'angle  au  centre  est  mesuré  en  degrés  ou  en  grades,  lu  formule 
•devient,  suivant  le  cas, 


(A) 


27:R  X 


ou 


(A)  =  2TrR  X 


,860  ^    '  400 

Ou  uomine  radian  l'arc  dont  la  longueur  est  égale  à  celle  de  sou 
rayou  ;  dé.siguons  cet  arc  par  (R)  ;  avec  cet  arc  comme  unité  la 
mesure  de  la  circouféreiice  est  27r.  Du  théorème  VII,  on  déduit  pour 
■deux  arcs  semidables 

(Ml  — £5^^         -^^   '        ^^^>        '^E: 
R' 


d'où 


R  R'  ^'^"        (R)         (R') 

Si  deux  arcs  semblables  sont  mesui-és  chacun  avec   le  radian 
■correspondant  comme  unité,  leurs  mesures  sont  égales. 

On  appelle  angle  radian  l'angle  au  centre  qui  intercepte  sur 
ame  circonférence  un  radian.  Si  ">  est  cet  angle,  on  aura 

w^__R_  _J_ 

45?  ~  2ti:R  ~  2Tr' 


d'où 
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2£) 


On  a  aussi,  avec  les  autres  imités, 

w=-l80°         et         (o=^200«. 

Avec  l'angle  radian  comme   unité,   la  mesure   de   l'angle  droit 
est    -•  L'emploi  de  cette  unité  est  fréquent  en  Trigonométrie. 


AIRE    DU    CERCLE 

THÉORÈME  VIII 

290.  —  Lorsqu'on  double  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de 
deux  polygones  réguliers  srmblables,  l'un  inscrit  et  l'autre  cir- 
conscrit à  un  cercle  donné,  leurs  aires  tendent  vers  une  limite 
coynmune. 

A  un  cercle  donné,  de  rayon  R,  inscrivons  un  polygone  régulier  et 
circonscrivons  un  polygone  régulier  semblable.  Supposons  que  Ton 
double  indéfiniment  le  nombre  de  leurs  côtés.  On  pourra  considérer 
une  suite  croissante 

s^,     s.^,     s^, 

formée  avec  les  aires  des  polygones  inscrits  successifs  et  une  autre 
suite  décroissante 

S,,     S.>,     S3, 

formée  avec  les  aires  des  polygones  circonscrits  successifs.  Ces  der- 
niers ont  tous  le  même  apothème  R,  tandis  que  les  apothèmes  des 
polygones  inscrits  forment  une  suite  croissante.  De  plus  tout  terme 
de  la  première  est  évidemment  moindre  qu'un  terme  quelconque  de 
la  seconde  et  réciproquement. 

On  aura  (281,  Cor.  II),  en  considérant  deux  polygones  quelcon- 
ques de  même  rang  n  : 

§^  =  5!  =  fA 

On  en  conclut  (282,  Cor.  ),  eu  passant  à  la  limite, 
lim  —  =  lim  l  —  \    =    (  lim  —  )    =  I 

On  peut  démontrer  que  cette  limite  ne  dépend  pas  du  choix  du  premier 
polygone  régulier  et  qu'elle  est  aussi  la  même  si  l'on  considère  un  polygone 
convexe  quelconque  inscrit  ou  circonscrit,  dont  le  nombre  des  côtés  croît: 
indéfiniment,  de  manière  que  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro. 
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291.  Aire  du  cercle.  —  La  limite,  dont  l'existence  a  été  établie 
au  théorème  précédent,  s'appelle  Taire  du  cercle.  Ainsi  : 

L'aire  d'un  cercle  est  la  limite  rommune  des  aires  de  deux  poly- 
gones convexes,  respectivement  inscrit  et  circonscrit  à  ce  cercle,  dont  le 
nomhre  des  côtés  croit  indéfiniment  de  manière  que  tous  les  côtés 
tendent  vers  zéro. 

THÉORÈME  IX 

262.  —  Uaire  d'un  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonfé- 
rence par  la  moitié  du  rayon. 

Circonscrivons  au  cercle  de  rayon  Pi  un  polygone  régulier  et  dési- 
gnons son  aire  par  S  et  son  périmètre  par  P.  On  aura  toujours  quel 
que  soit  le  nombre  des  côtés  du  polygone  (273)  : 

S  =  P  X  |R. 
On  en  conclut  : 

lim  S  =  lim  P  X  |  R       ou       cerc  R  =  cire  R  x  ^  R. 
On  a  donc  la  formule  (286) 

ce,rR  =  2rR  X  ,^R=TrR-. 

On  obtient  Vaire  d'un  cercle  en  multipliant  le  carré  du  rayon  par  le 
nombre  constant  t.. 

Remarque.  —  De  cette  formule  on  déduit  : 

cerc  R 

Le  nombre  incommensurable  -  est  donc  aussi  la  valeur  du  rapport 
d'un  cercle  au  carré  de  son  rayon. 

293.  Aire  du  secteur.  —  Ce  que  nous  avons  dit  de  l'aire  du 
cercle  s'étend  aisément  à  l'aire  du  secteur;  on  entend  par  là  :  la 
limite  commune  des  aires  des  secteurs  polygonaux  convexes  inscrits 
et  circonscrits  à  ce  secteur  circulaire,  quand  le  nomhre  des  côtés  croît 
indéfiniment,  de  manière  que  les  côtés  tendent  vers  zéro. 

Désignons  par  S  l'aire  d'un  secteur  de  rayon  R,  par  A  son  angle,  et 
par  (A)  la  longueur  de  l'arc  de  ce  secteur.  On  a  (144,  Cor.  )  : 

^  _  jA)  _  A 
TzR-        2ttR        4 

1°  On  en  déduit  d'abord  : 

S=(A)  X  |R.  (1) 

L'aire  d'un  secteur  est  égale  au  produit  de  Varc  correspondant ptar 
ia  moitié  du  rayon. 
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2°  On  eu  réduit  ensuite 

s  =  .R*  X  ^- 

On  obtient  Vaire  d'un  secteur  en  multipliant  Vaire  du  cercle  par  le 
rapport  de  l'angle  du  secteur  à  quatre  angles  droits. 

Si  l'angle  est  mesuré  en  degrés  ou  en  grades  ou  en  radians,  la 
formule  devient  suivant  le  cas. 

A  A  A 

S  =  ttR-    X    5^,      ou      s  =  ttR'    X    -7;7:        OU      S   -   Fc    X   ^• 
doO  400  271 

Applications.  —  837.  Trois  circonférences  de  même  rayon  sont  tangentes 
deux  à  deux  ;  calculer  Taire  de  la  surface  comprise  entre  ces  trois  circonfé- 
rences. 

838.  Etant  données  deux  circonférences,  trouver  une  circonférence  égale  à 
leur  somme  ou  à  leur  différence. 

839.  Même  problème  pour  deux  cercles. 

840.  La  couronne  circulaire,  comprise  entre  deux  circonférences  concen- 
triques, est  équivalente  au  cercle  qui  aurait  pour  diamètre  la  corde  du  cercle 
extérieur  tangente  à  la  circonférence  intérieure. 

841.  Partager  un  cercle  en  parties  équivalentes  par  des  circonférences  con- 
centriques. 

842.  Partager  un  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison  par  une  circonfé- 
rence concentrique  (deux  cas). 

843.  AB  et  BC  sont  deux  côtés  consécutifs  d'un  décagone  régulier;  calculer 
l'aire  du  secteur  de  rayon  BA  et  dont  l'angle  est  ABC. 

844.  Avec  les  sommets  A  et  C  d'un  carré  ABCD  comme  centres,  on  décrit 
dans  les  angles  A  et  C  deux  arcs  de  rayon  AB  =  a.  Calculer  l'aire  de  la  portion 
du  carré  comprise  entre  les  deux  arcs. 

845.  ABC  étant  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans  un  cercle  0,  on  décrit 
les  arcs  (AOB)  et  (AOC),  puis  avec  le  centre  A  et  le  rayon  AB  on  décrit  l'arc 
(BC).  Calciler  en  fonction  du  rayon  R  du  cercle  0,  l'aire  du  triangle  curvi- 
ligne (OBC). 

CALCUL  DE  TT 

294.  —  Le  nombre  incommensurable  tt  est  défini  (286)  par  l'égalité  . 

C 

On  en  déduit  deux  méthodes  de  calcul  d'une  valeur  approchée  de  tc.' 
1»  On  sedonnp  C  et  on  cherche  une  valeur  approchée  de  R. 
2°  On  se  donne  R  et  on  cherche  une  valeur  approchée  de  C.  La  première 
méthode  est  celle  des  isopérimètres,  la  seconde  celle  des  périmètres. 

Méthode  des  isopérimètres 

295.  —  Désignons  par  x  la  longueur  du  rayon  d'une  circonférence  dont 
nous  nous  donnons  arbitrairement  la  longueur  C.  On  a  donc 

C  =  2tzx.  (1) 
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Construisons,  d'autre  part,  un  polygone  régulier  d'un  nombre  quelconque 
n  de  côtés  et  dont  le  périmètre  ait  pour  longueur  C.  On  pourra,  par  exemple, 

Q 

■construire  un  carré  dont  le  côté  serait  7-  Inscrivons  et  circonscrivons  à  ce 

4 

polygone  une  circonférence.  Si  r  est  l'apothème  du  polygone,  c'est-à-dire  le 
rayon  de  la  circonférence  inscrite,  on  aura  (285),  en  comparant  cette  circon- 
férence au  périmètre  C  du  polygone 

2îTr  <  C. 
Si  R  est  le  rayon  du  polygone,  c'est-à-dire  le  rayon  de  la  circonférence  cir- 
conscrite, on  aura  d'autre  part  : 

C  <  2t.K. 
On  en  conclut  : 

2-r  <  C  <  2-n:R 
ou,  en  tenant  compte  de  (1), 

2-nr  <  2t:x  <  2:rR. 
OU  enfin 

r  <  a?  <  R. 
Le  rayon  x  de  la  circonférence  C  est  donc  compris  entre  l'apothème  r  et  le 
rayon  R  du  polygone  de  périmètre  C.  En  d'autres  termes  les  valeurs 

œ  =■  r  et  a;  =  R 

sont  des  valeurs  approchées  de  x,  l'une  par  défaut  et  l'autre  par  excès. 
L'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  pour  x  une  de  ces  valeurs  est  plus  petite 
que  la  différence  totale  (R  —  r).  Or,  si  l'on  désigne  par  a  la  longueur  du  côté 
du  polygone  de  périmètre  C,  on  a 

1  C 
R— r<p,a         ou        R  —  r<  :r — 

2  2n 

On  voit  donc  que  l'erreur  commise  sur  chacune  des  deux  valeurs  appro- 
chées sera  d'autant  plus  petite  que  le  nombre  n  des  côtés  du  polygone  régulier 
de  périmètre  choisi  C,  sera  plus  grand. 

Nous  devons  donc  chercher  à  construire  un  polygone  régulier  d'un  nombre 
de  côtés  arbitrairement  grand  et  d'un  périmètre  donné  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  ayant  construit  un  polygone  régulier  de  n  côtés  et  de  périmètre  donné, 
trouver  la  construction  qui  donne  des  polygones  successifs  de  même  péri- 
mètre, isopérimètres,  mais  dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment. 
Nous  devrons  ensuite  calculer  pour  chacun,  le  rayon  et  l'apothème.  Ainsi  se- 
trouve  justifié  le  nom  de  méthode  des  isopérimètres. 


PROBLEME  XIII 

296.  —  Etant  donné  un  polygone  régulier,  construire  un  polygone 
régulier  d'un  nombre  double  de  côtés  et  de  même  périmètre. 

Soient  (flg.  213)  :  AB,  le  côté  du  polygone  régulier  donné,  de  n  côtés,  OA,  le 

rayon  et  OD,  l'apothème.  AOB  en  est  l'angle  au  centre  ;  donc  AOB  =  -S) . 

Prolongeons  l'apothème  OD  jusqu'à  la  rencontre,  en  C,  avec  la  circonfé- 
rence circonscrite;  joignons  AC,  CB,  puis  les  milieux  E  et  F  de  ces  segments; 
le  segment  EF  sera  le  côté  du  polygone  régulier  d'un  nombre  double  de  côtés 
et  de  même  périmètre  que  le  premier  polygone  et  EOF  en  sera  l'angle  au 
centre. 
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En  effet,  dans  les  triangles  isoscèles  AOC  et  COB,  les  segments  OE  et  OF  qui 
C  Joignent  le  sommet  au  milieu  de  la  base, 

sont  des  bissectrices.  Donc 


EOC  = 


AOC 


On  en  conclut  : 
EOF  = 


et 


AOB 


FOC  = 


In 


BOC 


Fig.  21. ^ 


EOF  est  donc  l'angle  au  centre  d'un 
polygone  régulier  de  2w  côtés  et  EF  est 
l'un  de  ces  côtés. 
AB 


D'autre  part,  dans  le  triangle  ABC,  on  a  :  EF  =  ^-.  On  en  conclut  : 


AR 
2w.EF  =  2n.i^ 


n.  AB 
c'est-à-dire  que  les  deux  polygones  ont  des  périmètres  égaux. 


PROBLEME  XIV 

297.  —  Etant  donnés  le  rayon  et  V apothème  d'un  polygone  régulier, 
calculer  le  rayon  et  l'apothème  du  polygone  régulier  isopérhnëtre  d'un 
nombre  de  côtés  double. 

Posons  (fig.  213)  : 

OA  =  R,.  OD  =  r,  OE  =  R',  OM  =  r'. 

Le  point  M  est  le  milieu  du  segment  CD.  On  a  donc  : 

OM  =  OC  —  CM  et  OM  =  OD  +  DM  ; 

•d'où,  par  addition  : 

OC  +  OD  ,       R  +  ^ 

'  on  -»•'   1 . 


OM  = 


r' 


(1) 


Dans  le  triangle  rectangle  OEC,  on  a  ensuite  : 

ÔE-  =  OC  X  OM  ou  R'2 


RXr'; 


d'où  : 

Remarques 


R' 


=  Vr^'  =  y/r. -S-t- 


(2) 


1"  De  la  formule  (1)  on  déduit  aisément,  puisque  r  <  R  : 
r  <  r'  <  R. 
D'autre  part  la  formule  (2j  donne,  puisque  r'  <  R  : 

r'  <  R'  <  R. 
On  a  donc 

r  <  r'  <  R'  <  R  d'où  R'  —  r'  <  R  — r. 

La  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  va  donc  en  décroissant. 
2»  On  a  (fig.  213)  :  R'  —  r'  =  MI.  Joignons  El.  De  l'égalité  des  arcs  (El)  et 
(IF)  on  conclut  que  El  est  une  bissectrice  du  triangle  MEC  et  l'on  a 

MI  _  EM       , 
IC  ~  EC  ^     • 
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Mr        CD 
Par  suite  :  Ml  <  IC       d"où        Ml  <  ^-^  =  — 

c'est-à-dire  R'  —  r'  <  —^ — 

Application.  —  Faire  voir  que 


R.,„  —  R,«  < 


4 


4 

298.  —  Appliquons  la  méthode  exposée  au  D"  295.  Construisons  par 
exemple  un  carré  de  côté  1  ;  son  périmètre  vaudra  4  (C  =  4,  n  =  4).  On 
obtient  aisément  pour  l'apothème  r^  et  le  rayon  R,  de  ce  carré,  les  valeurs 

^1  =  2'  i^T  ^^ 

Les  formules  du  no  297  permettent  alors  de  calculer  l'apothème  r.,  et  le 
ravon  R.>  de  l'octogone  régulier  isopérimètre  du  carré  considéré.  On  trouve  : 


,,  =  ^'  et  K,=  l^^.  (2) 

On  peut  continuer  indéfiniment  ce  calcul.  Le  rayon  x  de  la  circonférence 
de  longueur  4  est  compris  entre  l'apothème  et  le  rayon  de  chacun  des 
polygones  isopérimètres  successivement  obtenus.  Cet  apothème  et  ce  rayon 
sont  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  oc  et  nous  avons  vu  que  Terreur 
qui  les  affecte  est  moindre  que  : 

R-r<^  (C  -  4). 

En  poursuivant  les  calculs  jusqu'au  polygone  de  8192  côtés,  qui  est  le 
douzième,  on  trouve  les  valeurs 

/•,o  =  0.6366196...  et  Rii  ==  0,6366ht6... 

Elles  diffèrent  de  moins  de^-   En  prenant 

ce  =  0,6366196, 

l'erreur   est   donc    moindre   que  j-r^-   En  portant  cette  valeur  et  la  valeur 

C  =  4  dans  la  formule 

_^ 
"^  ~  2r 
on  obtient  la  valeur  approchée 

=  3.1415926... 


0,6366196 
On  connaît  un  très  grand  nombre  de  décimales  de  u.  Notons  aussi  les  valeurs 


\/^  =  »'^ 


-L  =  0.3183098...  et  \/  —  =  0,564061. 


Méthode  des  périmètres 

299.  Nous  avons  détini  la    longueur  d'une  circonférence    :   celle    d'un 
segment  rectiligne,  limite  commune  de  deux  suites  de  périmètres  dont  la 
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première  comprend  les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  dans  la 
<3irconférence  et  la  seconde  les  périmètres  des  polygones  réguliers  circonscrits. 
Soit  C  la  longueur  d'une  circonférence  dont  nous  nous  donnons  arbitraire- 
ment le  rayon  R;  on  aura  toujours,  pour  chaque  couple  de  périmètres  corres- 
pondants : 

i3  <  C  <  P        ou        p<  2TrR  <  P 


d'où 


k<^< 


_p_ 

2R' 


Les  quotients^  et  .^rr  représentent  donc  deux  valeurs  approchées  de  -.  la 
première  par  défaut  et  la  seconde  par  excès.  L'erreur  des  valeurs 


■est  donc  moindre  que 


2R 
P-p 

2R    '■ 


P 
"  =  2R 

or,  nous  avons  démontré  que 

Lim  (P  —  _p)  =  o. 


On  pourra  donc  calculer  -avec  telle  approximation  qu'on  vaudra. 

Pour  appliquer  cette  méthode,  ayant  choisi  arbitrairement  un  rayon  il, 
nous  devrons,  après  avoir  inscrit  et  circonscrit  un  polygone  régulier  de  n 
côtés  dont  les  périmètres  sont  p  et  P,  calculer  les  périmètres  des  polygones 
réguliers  inscrits  et  circonscrits  que  l'on  obtient  quand  on  double  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés. 


PROBLEME  XV 


300.  —  Etant  donnés  les  périmètres  p  et  P  de  deux  polygones  réguliers 
convexes  de  n  côtés,  respectivement  inscrit  et  circonscrit  à  une  circon- 
férence, calculer  les  périmètres  p'  et  P'  des  deux  polygones  réguliers  de 
2n  côtés,  inscrit  et  circonscrit  à  la  même  circonférence. 

Soient  (fig.  214)  AB  et  CD  les  côtés  respectifs  du  polygone  régulier  inscrit 

et  du  polygone  circonscrit  de 
n  côtés.  On  a  donc  : 

jo  =  w.  AB,       P  =  w.CD. 
Menons  le  rayon  OH  perpen- 
diculaire au  côté  AB  ;  AH  sera 
le  côté  du  polygone  régulier 
inscrit   de  2n   côtés,  dont   les 
sommets  seront  A,  H,  B....  Les 
tangentes  en  A,  H,  B...'.  déter- 
mineront le  polygone  régulier 
circonscrit  de  2n  côtés,  dont 
If-  côté  est  donc  EF.  On  a  donc  : 
p'  =  2n.AH,      P'  =  2n.EF. 
OE  est  bissectrice  de  l'angle  COH  et  l'on  a  successivement  : 

P.H       (»H       p  '     ' 
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De  l'égalité  du  premier  et  du  dernier  rapport  de  cette  suite,  on  déduit 

P  +  jp  ^  CE  +  EH  ^  CH  _  4w  X  CH  _  2P 
p      ~        EH        ~  EH  ~  4w  :<  EH  ~  P' 
et  par  suite 

2       1,1  D'         2Pi) 

v'-p  +  p     °'^     ^=V+-p  (!>• 

D'autre  part,  les  triangles  rectangles  EIH  et  AHK  sont  semblables  comme 
ayant  leurs  angles  égaux  deux  à  deux.  On  a  donc  : 

AH^  AK. 
EH  ""  IH  ' 
par  suite 

•2ii  .  AH  _  2»  .  AK  É  —  t- 

4n  .  EH  ~  \n  .  IH         ^'"         P'  ~  p>  ' 
d'où  l'on  déduit 


p'z=\/  P'P  .  (2) 

Remarque.  —  Des  formules  (1)  et  (2)  on  déduit  aisément  que  les  quatre  péri- 
mètres vérifient  la  condition  : 

p<p'<P'<P;        d'où        P'-j9'<P  — ;d. 

Nous  avons  d'ailleurs  démontré  que  lim  {Pn  —  p„)  =  o. 

301.  —  F*our  appliquer  la  méthode  indiquée  au  n"  299,  choisissons  arbi^ 
trairement  un  rayon,  par  exemple  R  =  1  et  inscrivons  et  circonscrivons  à  la 
circonférence  de  rayon  1  un  carré  (n  =  4). 

Les  côtés  respectifs  de  ces  deux  polygones  sont 

a,=\j2.  A,  =2, 

et,  par  suite,  leurs  périmètres  sont 

p,  =  4  \/2,  Pi  =  8. 

Si  nous  inscrivons  et  circonscrivons  à  la  même  circonférence  un  octogone- 
régulier  (2n  =  8),  on  trouve  par  les  formules  du  n"  300  : 


Po  =  8  V2  -  V2,  P..  =  16  (V2  -  1). 

En  conduisant  le  calcul  jusqu'au  sixième  polygone,  qui  compte  2"  =  128- 
côtés,  on  trouve 

j06  =  6.2825'...        et        P^  =  6,28445 

L'erreur  e  qui  affecte  les  valeurs  (299) 

"       2R 


,141 
est  une  valeur  approchée  par  défaut  à  moins  de  y- 3  près. 


T-^          et 
"       2R          ^^ 

est  donc 

e  <  ^'^  ~-^°  =  0,U009... 
/Cri 

Par  suite 

Pè  _ 
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Théorèmes  et  problèmes  relatifs  au  IV-  livre, 

847.  L'aire  de  l'octogone  régulier  inscrit  dans  un  carré  est  égale  à  son  côté 
multiplié  par  la  moitié  du  périmètre  du  carré. 

848.  Si  on  joint  le  sommet  A  d'un  carré  ABCD  inscrit,  au  milieu  E  de  BC  par 
une  droite  qui  coupe  l'arc  (BC)  eji  F,  on  aura  :  AE  =  5EF. 

849.  Si  on  prolonge  dans  les  deux  sens  chaque  côté  d'un  carré  inscrit,  d'une 
longueur  égale  au  rayon  du  cercle,  on  obtiendra  les  sommets  d"un  octogone 
régulier. 

850.  Si,  des  sommets  d'un  carré  inscrit,  on  mène  des  segments  perpendi- 
culaires à  une  tangente,  la  somme  des  rectangles  des  segments  menés  par  les 
sommets  opposés  sera  constante  et  équivalente  au  carré  du  rayon. 

851.  La  différence  des  segments  de  cercle  correspondant  au  côté  du  triangle 
équilatéral  et  au  côté  de  l'hexagone  régulier,  inscrits  dans  un  même  cercle, 
est  équivalente  au  sixième  du  cercle. 

852.  Si,  dans  une  demi-ci rconîérence,  on  porte  deux  cordes  AB  et  BC  égales 
au  rayon,  la  distance  de  Lune  des  extrémités  du  diamètre  au  point  B  sera 
égale  à  la  différence  des  distances  de  l'autre  extrémité  aux  points  A  et  C. 

853.  Si,  dans  un  triangle  inscrit  ABC,  on  a  :  A  =  C,  la  distance  de  A  à 
l'orthocentre  sera  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit. 

854.  Si,  sur  les  côtés  d'un  hexagone  régulier  et  extérieurement  à  cet  hexa- 
gone, on  construit  des  carrés,  les  douze  sommets  extérieurs  de  ces  carrés  sont 
ceux  d'un  dodécagone  régulier. 

855.  Si.  dans  l'hexagone  régulier  ABCDEF,  on  joint  AC,  BD,  CE..,  ces  seg- 
ments détermineront  un  autre  liexagone  régulier  dont  l'aire  sera  le  tiers  de 
celle  de  l'hexagone  primitif. 

856.  Si,  dans  l' liexagone  régulier  ABCDKF,  R,  S,  T,  U,  V.  X  sont  les  points 
de  rencontre  des  côtés  AB  et  CD,  BC  et  DE,  CD  et  EF....  prolongés,  le  polygone 
RSTUVX  sera  un  hexagone  régulier  dont  l'aire  est  triple  de  celle  de  l'hexa- 
gone donné. 

857.  ABCDEF  étant  un  hexagone  inscrit,  si  K  <  st  le  point  où  AB  prolongé 
rencontre  la  tangente  en  D,  on  a  AK  ^  2AD;  et  si  H  est  le  point  où  KC  ren- 
contre CD,  on  a  :  .AD  =  3  HD. 

858.  Dans  la  figure  206  (Livre  IV)  on  marque  le  sommet  G  consécutif  à  A 
dans  le  décagone  régulier  de  côté  BA  et  l'on  joint  BD;  on  prolonge  enfin  BA 
et  OG  jusqu'à  leur  point  de  rencontre  P.  Démontrer  lo  que  i;?-MBD  est  moyen 
proportionnel  entre  ^rAMB  et  fr AOB;  2°  que  le  quadrilatère  AMOG  est 
inscriptible  dans  une  circonférence  tangente  en  A  à  AB;  3o  que  OG  est  paral- 
lèle à  AM;  4°  que  PA  est  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  «,,,  =  OA. 

859.  Un  pentagone  équilatéral  est  en  même  temps  équiangle  si  1°  trois  de 
ses  angles  sont  égaux  entre  eux;  2^^  si  deux  des  diagonales  sont  parallèles  à 
deux  des  côtés  du  pentagone. 

860.  Si  F  est  le  point  d'intersection  des  diagonales  AC  et  BDdu  pentagone 
régulier  ABCDE.  la  circonférence  qui  passe  par  A,  F  et  D  est  tangente  aux 
côtés  AB  et  CD. 

861.  Démontrer  qur>  l'apothème  d'un  p'^ntagone  régulier  est  la  demi-somme 
des  côtés  de  l'hexagone  et  du  décagone  inscrits  dans  le  même  cercle. 

862.  Le  rectangle  construit  sur  l'apothème  du  pentagone  régulier  et  sur  le 
côté  du  décagone  régulier  inscrits  dans  le  même  cercle  est  équivalent  à  la 
moitié  du  carré  du  rayon  de  ce  cercle. 
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863.  Si  on  prolonge  le  côté  AB  d"un  hexagone  inscrit  jusqu'en  H,  de  manière 
que  AH  soit  égal  au  côté  du  carré  inscrit,  le  segment  tangent  HK  sera  égal  au 
côté  de  l'octogone  inscrit. 

864.  Si  on  partage  le  diamètre  AB  en  n  parties  égales  aux  points  D,  E,  F,... 
et  si  sur  AD,  AE.  AF...  comme  diamètres,  on  décrit  d'un  même  côté  des  demi- 
circonférences,  et  sur  BD,  BE,  BF...  comme  diamètres,  on  décrit  de  l'autre 
côté  des  demi-circonférences,  les  lignes  courbes  obtenues  auront  la  même  lon- 
gueur et  le  cercle  sera  partagé  en  parties  équivalentes. 

865.  Si  l'on  prend  sur  le  diamètre  AB  un  point  quelconque  D  et  si,  sur  les 
deux  parties  AB  et  BD  comme  diamètres,  on  décrit  du  même  côté  des  demi- 
circonférences,  la  partie  du  cercle  comprise  entre  les  trois  demi-circonl'érences 
est  équivalente  au  cercle  qui  aurait  pour  diamètre  le  segment  perpendiculaire 
DE  mené  au  diamètre  AB. 

866.  Si,  sur  le  diamètre  AD  d'un  demi-ctrcle,  on  prend  deux  points  B  et  C  et 
sil'on  décrit,  dans  le  il-"  mi-cercle,  des  demi-circonférences,  sur  AB  et  CD  comme 
diamètres,  «t,  de  Taui  :■■_■'  côté,  sur  BC,  une  demi-circonférenoe.  la  surface  com- 
prise entre  les  qualit'  flemi-circonféren.'es  sera  équivalente  au  cercle  qui  aurait 
pour  diamètre  la  moyenne  proportionnelle  entre  AC  et  HD. 

867.  .^vec  un  point  d'une  circonférence  comme  c^-ntre  et  un  rayon  égal  au 
côté  du  carré  inscrit,  on  décrit  une  circonférence;  calculer  l'aire  de  la  partie 
commune  aux  deux  cercles  ? 

8t'8.  Dans  le  cercle  0,  l'angle  au  centre  AOB  =  .SU  ',  l'aire  du  triangle  AOB 
surpasse  d>'  'i  m-  celle  du  segment  AMByquel  est  le  rayon  du  cercle? 

869.  Si,  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  isoscèle,  avec  le 
côté  pour  rayon,  on  décrit  un  quart  de  circonférence,  et  sur  l'hypoténuse 
comme  diamètre  une  demi-circonférence  extérieure,  la  surface  comprise  entre 
les  deux  arcs  sera  équivalente  à  celle  du  triangle 

871'.  AB  et  CD  sont  deux  diamètres  perpendiculaires  du  cercle  ACBD;  par  A 
on  mène  la  corde  AE  égale  au  rayon,  on  joint  OE  qui  rencontre  en  F  la  tan- 
gente menée  en  C,  puis  on  prend  sur  cette  tangente  une  longueui'  FCH  = 
3  rayons;  démontrer  que  le  segment  DH  est  à  peu  près  équivalent  à  la  moitié 
de  la  circonférence. 

H71.  Soient .  .\B  une  corde  égale  au  rayon  R,  E  le  milieu  de  cette  corde,  G  le 
mi'ieu  de  l'arc;  à  partir  de  G  on  porte  encore  deux  cordes  consécutives  égales 
à  R  jusqu'en  D;  on  joint  DE  qui  rencontre  la  circonférence  en  F;  DF  est  a  peu 
près  le  côté  du  carré  équivalent  au  cercle. 

872.  Si.  sur  riiypoténu!-*^  ei  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle, 
on  décrit  dtsdemi-circonférenci  s,  ia  jremière  passant  par  le  sommet  de  l'angle 
droit,  les  deux  autres  extérieures  au  triangle,  la  surface  comprise  entre  les 
trois  demi-circonférences  sera  équivalente  a  la  surface  du  triangle. 

873.  Si  on  divise  le  diamètre  d'un  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison, 
que.  par  le  point  de  division,  on  mène  une  perpendiculaire  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  la  circonférence,  et  qu'on  joigne  l'extrémité  du  diamètre  à 
l'extrémité  de  cette  perpendiculaire,  cette  corde  sera  approximativement  équi- 
valente au  quart  de  la  circonférence. 

874.  En  ajoutant  au  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit,  le  côté  du  carré 
inscrit,  on  obtient  un  segment  approximativement  équivalent  à  la  demi-cir- 
conférence. 

875.  Une  circonférence  roule  sans  glisser  dans  une  circonférence  de  rayon 
double;  trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  un  point  de  la  circonférence 
mobile. 
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87(3.  Si,  sur  deux  rayons  perpendiculaires  AO  et  OB,  on  décrit  deux  circon- 
férences, la  partie  conaraune  aux  deux  cercles  est  équivalente  à  celle  qui  est 
comprise  entre  eux  et  le  quadrant  (AB). 

877.  Sur  les  deux  rayons  perpendiculaires  OA  et  OB,  on  construit  le  carré 
OACB  et  avec  un  rayon  égal  à  OC  on  mène  l'arc  CI)  rencontrant  en  D  le  rayon 
OB  prolongé.  Calculer  en  fonction  de  R  l'aire  de  la  surface  limitée  par  les  arcs 
(AB)  et  (CD)  et  les  segments  rectiiignes  AC  et  BD. 

878.  F'ar  l'extrémité  A  du  diamètre  AC  on  mène  dans  un  demi-cerclo  la 
corde  AR  égale  au  rayon.  Calculer  en  fonction  du  rayon  R  l'aire  du  trapèze 
déterminé  par  le  diamètre  AC  et  les  tangentes  aux  points  A,  B  et  C. 

879.  Dans  un  cercle  de  rayon  R,  on  mène  deux  diamètres  perpeniiieulaires 
AR  et  CD  et  la  demi-circonférence  de  iliamètre  AO  dans  l'angle  droit  AOC. 
Calculer  en  fonction  de  R  Taire  du  cercle  tangent  au  rayon  OC,  à  la  demi-cir- 
conférence décrite  sur  AO  et  au  quadrant  (AC). 

880.  Dans  une  demi  circonférence  de  diamètre  AR  =;  2R  on  trace  sur  chacun 
des  rayons  AO  et  OB  une  demi-circonférence.  Calculer  en  fonction  de  R  l'aire 
du  cercle  tangent  aux  trois  demi-circonférences. 

881.  Dans  un  cercle  de  diamètre  CD  =;  2R  on  mène  la  corde  A  R  perpendicu- 
laire au  milieu  du  rayon  OD.  Calculer  l'aire  de  la  surface  limitée  par  les  deux 
arcs  (AB)  ayant  respectivement  comme  centres  les  points  C  et  D. 

882.  On  donne  un  carré  de  côté  a  i"  décrire  avec  le  centre  au  carré  comme 
centre  une  circonférence  qui  intercepte  sur  les  côtés  du  carré  des  cordes  égales 
à  son  rayon  ;  2"  calculer  en  fonction  de  a  l'aire  de  ce  cercle  et  l'aire  de  l'octo- 
gone qu'on  obtient  en  joignant  deux  à  deux  les  points  d'intersection  de  la 
circi'nférenc3  avec  les  côtés  du  carré. 

883.  On  i)rolonge  dans  un  même  sens  de  rotation  les  côtés  d'un  hexagone 
ARCDF-F  d'une  longueur  égale  au  côté  du  décagone  inscrit.  Trouver  le  rapport 
de  l'hexagone  ABCDEF  à  l'hexagone  ayant  pour  sommet  les  extrémités  des 
segments  rectiiignes  ainsi  construits. 

884.  Dans  un  carré  de  côté  a  on  décrit  avec  les  sommets  cmme  centres  et  a 
comme  rayon,  quatre  quadrants.  Calculer  en  fonitini]  de  n  l'aire  du  quadri- 
latère curviligne  que  ces  arcs  déterminent  par  1  ans  inteisections  deux  à 
deux. 

885.  Construire  un  hexagone  régulier  équivalent  à  un  carré  donné. 

886.  On  considère  un  demi-hexagone  régulier  inscrit  ACDB.  La  tangente  en 
C  rencontre  en  E  et  F  les  tangentes  en  .A.  et  B.  On  décrit  avec  le  centre  E 
l'arc  (AC)  et  avec  le  centre  F  l'arc  (BC).  Calculer  en  fonction  de  R,  l'aire  de 
la  surface  limitée  par  ces  d^ux  arcs  et  le  diamètre  .AB. 
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PRINCIPE  DES  SIGNES 


302.  Vecteurs.  —  Un  droite  d  ftîg.  215)  peut  être  parcourue  par  un  point 
mobile  dans  deux  sens  opposés  ;  on  convient  de  distinguer  ces  deux  sens  par 
les  mots  :  sens  positif  et  sens  négatif.  Le  choix  du  premier  est  arbitraire  et 
s'indique  par  une  flèctie  ou  par  la  position  de  la  lettre  d.  Une  droite  sur 
laquelle  on  a  choisi  un  sens  positif  est  dirigée  ;  c'est  un  axe. 

^  Un  segment  recliligne  AB,  marqué 

A  B        C  d       sur  cet  axe,  peut  être  parcouru  dans 

pj     9|-  le    sens    AB    ou    dans    le    sens    BA 

qu'on  distingue  par  l'ordre  des  lettres. 

Un   segment    rectiligne    auquel    on 

associe    ainsi    un    sens    de    parcours    prend    le    nom    de    vecteur.    On 

distingue    les    deux    vecteurs    déterminés    par    les    points    A    et   B,    par 

les  notations  AB  et  BA.   La  première  lettre  désigne  l'origine  du  vecteur  et 

la  seconde,  son  extrémité. 

Alors  qu'un  segment  est  mesuré  par  un  nombre  arithmétique  (188),  un 
vecteur  est  mesuré  par  un  nombre  algébrique  dont  le  signe  +  ou  —  indique 
le  sens  du  vecteur.  Ces  nombres  algébriques  se  désignent  souvent  par  la  même 
notation  que  les  vecteurs  eux-mêmes.  On  en  conclut  les  relations 

BÂ=— "ÂB  et  ÂB  +  BÂr=o. 

La  somme  de  deux  nombres  opposés  est  en  effet  zéro  ;  deux  déplacements 
consécutifs  égaux  en  longueur  mais  de  sens  opposés  équivalent  à  un  dépla- 
cement nul. 

On  établit  aisément  (^)  que  si  trois  points  A,  B,  C  sont  marqués  sur  un  axe, 
on  a  toujours,  quelles  que  soient  leurs  positions  respectives, 

AB+^r=ÂC  et  ÀB"=CB  — CÂ. 

Le  vecteur  AC  est  appelé  la  so:\-me  des  vecteurs  consécutifs  AB  et  BC. 

303.  —  Le  principe  des  signes  s'étend  aux  arcs  marqués  sur  une  circonfé- 
rence que  l'on  dirige  en  choisissant  un  sens  de  parcours  positif.  On  l'étend  de 
même  aux  angles,  en  choisissant  dans  le  plan,  pour  les  demi -droites  du  plan, 
un  sens  de  rotation  positif. 

Enfin,  si  l'on  forme,  en  appliquant  la  notion  de  vecteur,  le  rapport  de  section 
d'un  point  M,  relativement  à  deux  points  fixes  A  et  B  marqués  sur  une  droite, 

MA 

le  rapport  =  sera  négatif  pour  tout  point  M  situé  entre  A  et  B  et  positif 

pour  tout  autre  point.  On  complétera  aisément  la  discussion  du  ni^  214  en  y 
introduisant  cette  convention  désigne. 


(1)  Leçons  de  Trig^onométrie  par  Cambier  et  Lambot. 
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TRANSVERSALES 


304,  —  Une  droite  qui  coupe  les  côtés  d'un  polygone  ou  leurs  prolonge- 
ments, s'appelle  une  transversale.  Elle  détermine  sur  chaque  côté  un  point 
■auquel  correspond  un  rapport  de  section  par  rapport  aux  extrémités  de  ce 
•côté;  ce  rapport  est  positif  quand  le  point  est  sur  le  prolongement  du  côté;  il 
est  négatif  dans  le  cas  contraire  (303). 

Dans  le  cas  d'un  triangle,  le  nombre  des  rapports  négatifs  est  zéro  ou  deux; 
dl  en  est  de  même  pour  un  polygone  convexe  quelconque  (95,  III). 


THEOREME  1  (de  Ménélaiis) 


305.  —  Une  transversale  détermine  sur  les  côtés  d'un  triangle  trois 
rapports  de  section  dont  le  produit  est  égal  à  ^  \. 

Réciproquement  :  Trois  points,  situés  sur  les  côtés  d/un  triangle,  qui 
déteryninent  trois  rapports  de  section  dont  le  produit  est  égal  à  -^\,  sont 
en  ligne  droite. 

pour  fixer  les  idées,  que  la  transversale  coupe  deux  des 
côtés  du  triangle  (fig.  216)  et 
désignons  par  a,  ,3  et  y,  les 
nombres  arithmétiques  qui 
mesurent  les  distances  des  trois 
sommets  A.  B  et  C  à  la  trans- 
versale. On  aura  (303) 


A'B_        ^^.      . 

A'C     ^  y    ' 

B'C 
B'A~ 

_z 

a. 

C'A 
C'B 

a. 

j5 

■On  en  conclut 


A^      B;C      (7A^ 
A'C  ^  B'A  ^  C'B      '^ 


2»  —  Réciproquement,  si  trois  points  A',  B'  et  C  vérifient  la  condition  (1), 
soit  A"  le  point  où  la  droite  C'B'  rencontre  la  droite  BC.  On  aura  : 


A:;B       B^Ç       C^A^ 
A"C  ^  B'A  ^  C'B       ^    ■ 


(2) 


Les  relations  (1)  et  (2)  entraînent 

A''B  _  A'B 
A"C  ""  A'C 
.^t  A"  coïncide  avec  A'. 

Corollaires.  I.  —  Si  trois  points  situés  sur  les  côtés  d'un  triangle,  sont 
sur  une  même  droite,  leurs  isotomiques  (c'est-à-dire  les  symétriques  de  ces 
points  par  rapport  aux  milieux  des  côtés)  seront  aussi  en  ligne  droite.  Cette 
dernière  droite  est  appelée  la  transversale  réciproque  de  la  première. 

II.  —  Une  transversale  détermine  sur  les  côtés  d'un  polygone  de  n 
■côtés,  n  rapports  de  section  dont  le  produit  est  égal  «+1. 


238  GÉOMÉTRIE 

On  démontre  aisément  ce  corollaire  en  décomposant  le  polygone  en  tri- 
angles au  moyen  de  diagonales  partant  d'un  même  sommet. 

Applications.  —  887.  Si  (dans  la  figure  du  théorème)  on  joint  les  points  C 
et  B'  à  un  point  quelconque  M  de  BC.  et  qu'on  mène  par  les  points  B  et  C  des 
parallèles  à  MB'  et  MC,  qui  coupent  la  transversale  en  N  et  P,  les  parallèles  à 
AC  et  AB,  menées  par  N  et  P,  se  coupent  sur  BC. 

888.  Dans  tout  triangle.  1°  les  pieds  des  trois  bissectrices  extérieures  sont  en 
ligne  droite;  2"  les  pieds  de  deux  bissectrices  intérieures  et  de  la  troisième 
bissectrice  extérieure  sont  en  ligne  droite. 

889.  Si  trois  parallèles  A,  B,  C  sont  coupées  en  Aj,  Ao,  A3;  Bi,  B2,  B3  ;  C,,  Co, 
C3,  par  trois  autres  parallèles  Di,  D.^,  Dg,  les  droites  Aj  Bj,  C,  B^,  G2  A3  se 
couperont  en  un  même  point;  il  en  sera  de  même  des  droites  Bi  Cj,  Ai  C3:, 
Ag  B3;  Cl  Ao,  Bi  A.2,  Bo  C3  ;  les  trois  points  d'intersection  se  trouvent  sur  une 
même  droite. 

890.  Par  l'un  des  points  d'intersection  P  de  deux  circonférences  0  et  0'  on 
mène  deux  sécantes  perpendiculaires  qui  rencontrent  les  circonférences  0  et 
0'  et  la  ligne  des  centres,  l'une  en  C,  A  et  D,  l'autre  en  C,  A'  et  D'  ;  démontrer 
qu'on  a 

DA  _  D^\' 

DC        D'C  ^^' 

THÉORÈME  11  (de  Ceva) 

306.  —  Les  droites  qui  joigneyit  les  trois  sommets  d'un  triangle  à  un- 
point  quelconque  du  plan,  déterminent  sur  les  côtés  opjposés,  trois 
rapports  de  section  dont  le  produit  est  égal  à  —  1. 

Réciproquement  :  Si  trois  points  déterminent  sur  les  côtés  d'un  triangle- 
tro2s  rapports  de  section  dont  le  produit  vaut  —  I,  les  droites  quijoignent 
ces  points  aux  sommets  opposés  concourent  en  un  même  point . 

Le  nombre  des  rapports  négatifs  est  trois  ou  un,  suivant  que  le  point  de- 
concours  est  intérieur  ou  extérieur  au  triangle. 

I".  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  le  point  de  concours  à  l'intérieur  du. 
triangle  (fig.  217).  Le  triangle  ABA',  coupé  par  las 
transversale  CC,  donne 

ç:^x^x^'-+i- 

C'B  ^  CA"^  UA  ~  ^      ' 
le  triangle  ACA',  coupé  par  la  transversale  BB'  donne- 
B^C       BA'       OA   _ 
B'A  ^   BC  ^  0A'~"^ 
Multiplions  membre  à  membre,  en  remarquant 
que  BC  =  —  CB  et  que  le  troisième  rapport  disparaît; 
il  vient  : 

(TA     a:b     b;c  _  _ 

C'B  '^  A'C  ^  B'A 

2»  —  La  réciproque  se  démontre  comme  celle  du  théorème  précédent. 

Corollaire.  —  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  A,  B  é"^  C  aux  iso~ 
tomiques  des  points  A',  B'  et  C  concourent  en  un  même  point,  appelé 
l'inverse  du  point  0. 
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Applications.  —  891.  Les  côtés  prolongés  du  triangle  A'B'C  (fig.  217)  ren- 
'contrent  les  côtés  prolongés  du  triangle  ABC  en  trois  points  qui  sont  en  ligne 
•droite. 

8'J2.  Démontrer  que  les  bissectrices,  les  hauteurs,  les  médianes  d'un  triangle 
sont  concourantes. 

893.  Les  droites  qni  joignent  les  sommets  d'un  triangle  aux  points  de  contact 
des  côtés  opposés  avec  la  circonférence  inscrite  et  celles  qui  joignent  les  milieux 
•des  côtés  aux  milieux  des  hauteurs  correspondantes  se  coupent  en  un  même 
point.  Le  point  de  rencontre  des  trois  premières  droites  s'appelle  le  point  de 
Gergonne  du  triangle. 

894.  Si  les  côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  ABC  A'B'C  sont  parallèles  et 
si  A''B"C",  A"'B"'C"'  sont  les  triangles  qu'on  forme  en  prolongeant  les  côtés  de 
rang  pair  et  les  côtés  de  rang  impair,  les  droites  A"A"',  B"B"',  C'C"  seront  les 
-symédianes  de  ces  triangles  ;  elles  passeront  par  les  sommets  a,  b,  c,  du  trian- 
gle formé  par  les  diagonales  AA',  BB',  CC,  diviseront  ces  diagonales  en  deux 
parties  égales  et  se  couperont  au  point  de  Gergor.ne  du  triangle  abc. 

895.  Si  trois  droites  partant  des  sommets  d'un  triangle  se  coupent  en  un 
même  point,  leurs  isogonales  par  rapport  aux  angles  correspondants  du  trian- 
gle se  couperont  aussi  en  un  même  point. 

DÉFINITION.  —  Le  point  où  se  coupent  les  symédianes  d'un  triangle  s'ap- 
pelle le  point  de  Lemoine  du  triangle.  Ce  point  est  le  conjugué  isogonal 
du  centre  de  gravité;  ses  distances  aux  côtés  seront  proportionnelles  à  ces 
côtés  ;  si  on  les  représente  par  x,  y,  z,  on  aura  : 

X  _ij_^   z_  _  2T 

a  ~  b  ~'    c  ^  a-  ^b:  +e-' 

896.  F'ar  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  passe  par  le  point  d'inter- 
section de  deux  segments  qu'on  ne  peut  prolonger  jusqu'à  leur  rencontre 

897.  Si  deux  triangles  sont  tels  que  les  droites  qui  joignent  leurs  sommets 
deux  à  deux  se  coupent  en  un  même  point,  les  i>oints  d'intersection  des  côtés 
-opposés  seront  en  ligne  droite,  et  réciproquement.  Les  deux  triangles  sont  dits 
homologiques  ;  le  point  et  la  droite  sont  appelés  le  centre  et  l'axe  d'homo- 
logie. 

898.  Si 'les  trois  points.  A,  B,  C.  sont  sur  une  droite  et  trois  autres  A',  B',  C, 
•sur  une  autre  droite,  les  points  d'intersection  (le(AH',A'B),  (BC',B'C),  (CA',C'A) 
sont  en  ligne  droite. 

899.  Couper  un  triangle  par  une  droite,  de  manière  que  trois  des  segments 
déterminés  sur  les  côtés  soient  égaux. 

9UU.  Si  les  côtés  de  trois  triangles  passent  par  les  mêmes  trois  points  d'une 
-droite,  les  centres  d'homologie  de  ces  triangles,  pris  deux  à  deux,  sont  en 
ligne  droite. 

901.  Si  trois  triangles  ont  leurs  sommets  sur  les  mêmes  droites  qui  se 
•coupent  en  un  même  point,  leurs  axes  d'homologie  passeront  par  un  même 
point. 

HOMOTHÉTIE 

307.  —  Dans  le  plan  d'une  figure  /"  marquons  un  point  fixe  S  et  joignons 
■ce  point  au  point  A  de  la  ligure /"(fig.  218)  :  après  avoir  choisi  arbitrairement 
«n  nombre  k,  marquons  sur  le  rayon  SA  le  point  A'  tel  que 

5Â'  -  ^- 
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Si  le  point  A  parcourt  la  figure  f,  le  point  A'  décrira  une  figure  /"'  homo- 

thétique  à  /',  par  rapport  au  centre  d'homo- 
thétie  S  et  K  est  le  rapport  d'homothétie.  Les 
\  points  A  et  A'  sont  homologues. 

Si  l'on  porte  la  longueur  SA',  en  sens  con- 
traire de  SA,  c'est-à-dire  en  SA",  le  lieu  du  point 
f  //■         \f       A"  est  une  figure  /""  qui  est  aussi  l'homothéti- 

que  de  f  et  qui  est  égale  à  la  figure  /"';  Tune 
peut  coïncider  avec  l'autre  par  une  rotation 
autour  de  S. 
On  distingue  les  deux  cas  en  disant  que  pour  la  figure  f,  l'homotliétie  est 
directe  et  que  pour  f\  elle  est  inverse  :  de  plus  dans  le  premier  cas  on  con- 
sidère le  rapport  h  comme  positif  et  dans  le  second  comme  négatif.  Remar- 
quons que  pour  A:  =  +  1,  la  figure  f  coïncide  avec  f  et  pour  k  =  —  I,  la 
figure  f"  est  égale  à  /"et  lui  est  symétrique  par  rapport  à  S.  Nous  supposerons- 
dans  ce  qui  suit  ^  t  i  1- 

THÉORÈME  III 

308.  —  Deux  figures  sont  homothétiques  s'il  existe  dans  leur  plan  deunc 
points  0  et  0'  tels  que  le  segment  qui  joint  le  point  0  à  un  point  quelconque 
A  de  la  première  et  le  segment  qui  joint  le  point  0'  au  point  homologue 
A'  de  la  seconde,  sont  constamtnent  parallèles  et  dans  un  rapport  k. 

Soit  S  le  point  de  rencontre  {k  ^  I)  des  droites  00'  et  AA'  (fig.  219).  Des- 
triangles semblables  SOA  et  SO'A'  on  tire 
--- A  SO  _  SA        OA   _  , 

/^  -^  ^.'  Su'  ~  s^A'  ""  o'A'  ~    ; 

/       f\  /  yK"^-^^  L6  point  S  est  donc  fixe  sur  la  droite  fixe 

^ <^, I^i      00'  et  il  est  situé  entre  0  et  0'  ou  à  l'extérieur 

^  ^  du  segment  00',  suivant  que  OA  et  O'A' sont 

Fig.  219.  de  sens  contraires  ou  de  même  sens.  Toutes  les 

droites  telles  que  AA'  passent  par  ce  point  fixe 

et  comme  le  rapport  des  longueurs  SA  et  SA'  est  constant,  les  deux  figures- 

sont  homothétiques  par  rapport  au  centre  S. 

Pour  fe  =  1.  la  figure  OAA'O  est  un  parallélogramme,  OA  =  O'A'  et  les 
figures  f  et  f  sont  égales. 

Corollaire.  —  Deux  circonférences  sont  toujours  homothétiques,  direc- 
tement et  inversement. 

THÉORÈiME  IV 

309.  —  La  figure  homothêtique  d'une  droite,  par  rapport  à  un  ceyitre 
qui  n'est  pas  sur  la  droite,  est  une  droite  parallèle. 

Soient  A'  et  B'  (fig.  220)  les  homologues  de  deux  points  A  et  B  de  la  droite 
d;ils  déterminent  une  droite  d'  parallèle  à  la  droite  d(2l'7.  Cor.).  On  déduit 
immédiatement  des  triangles  semblables  ASC  et  A'SC,  qu'à  tout  point  C  de  la 
droite  d  correspond,  par  la  loi  d'homothétie,  un  point  C  de  d'  et  réciproque- 
ment. 
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'Corollaires.  J. 


Ih 


A'/ 


A 


B 

Fig    22U. 


Si  le  centre  d'hotuothètie  est  sur  la  droite,  celle-ci 
est  sa  propre  homothétique. 

II.  La  figure  homothétique  d'un  segment  recti- 
ligne  est  un  segment  rectiligne  porallèle  et 
le  rapport  des  deux  segments  est  égal  au  rapport 
d'hnmothétie. 

Ona(tig.  220) 

AB  ^  SA  _  ^ 


A'B'       SA' 


111.  La  figure  homothétique  d'un  ayigle  fst  un 
angle  égal. 

IV.  La  figure  homothétique  d'un  polygone  est  un  polygone  semblable  et 
.le  rapport  d'homothétie  est  égal  au  rapport  de  similitude. 

Réciproquement,  si  deux  polygones  semblables  ont  leurs  côtés  parallèles, 
■ils  sont  homothétique  s. 

Soit  k  le  rapport  de  simili- 
tude. Les  droites  AA'  et  BB' 
(fig.  221)  déterminent  un  point 
S.  Si  se  rencontre  B'C  en  C". 
on  aura 

BC         SB        AB 


B'C 


SB' 
BC 


A'B' 


=  h 


et  comme  ^7^7,  =  k,  on  en  con- 
clut B'C  =  B'C"  et  C"  coïncide 
avec  C. 
L'iiomothétie  peut  d'ailleurs  être  directe  ou  inverse  suivant  le  sens  des  côtés. 


THEOREME  V 


310.  —  La  figure  homothétique  d'une  circonférence  est  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  correspond  à  celle  de  la  première  par  la  loi  d'homo- 
thétie et  le  rapport  du  premier  rayon  au  second  est  égal  au  rapport 
d'hotnothétie. 

Soit  OA  (flg.  222)  un 
rayon  quelconque  de  la 
circonférence  0.  Sur  SO 
et  SA  marquons  les  points 
0'  et  A'  tels  que 
SO  _  SA  _ 
SO'  ~  SA'  ~    • 
O'A'  sera  alors  paral- 
lèle à  OA  et  l'on  aura' 
O'A 
OA 
Le  lieu  de  A'  est  donc  une  circonférence  de  centre  0'  et  de  rayon 

O'A'  =  i  OA. 
h 


Fio-    990 


=  k. 
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Corollaires.  —  I.  Les  centrer  d'homothétie  de  deux  circonférences  sont 
les  points  de  concours  des  tangentes  communes.  Car  la  tauffente  SB  est 
perpendiculaire  au  rayon  OB  ;  elle  l'est  donc  nussi  au  rayon  homologue  paral- 
lèle O'B'  c  à  d.  qu'elle  est  tangente  à  la  circonférence  0'. 

II.  Les  tangentes  en  deux  voints  homologues  de  deux  circonférences 
homothétiques,  sont  parallèles  ;  car  elles  sont  perpendiculaires  à  deux 
rayons  homologues  parallèles. 

Remarque.  —  Si  ^  est  la  distance  des  centres,  R  et  r  les  rayons  des  deux 
circonférences,  les  distances  du  centre  S  d'homothétie  directe  aux  centres- 
0  et  0'  seront  : 

R— r  R— r 

et  les  distances  du  centre  S'  d'homothétie  inverse  seront  : 

rfR  ,_    dr 

K+r  '  ^^  -  R+r 

Ces  centres  d'homothétie  s'appellent  encore  centre  de  similitude  eocterne 
et  centre  de  similitude  interne  des  deux  circonférences. 

Quand  les  circonférences  sont  tangentfS  extérieurement,  le  point  de  contact, 
est  le  centre  d'Iiomothétie  inverse  et  ^i  les  circonférences  sont  tangentes 
intérieurement,  le  point  decont.ict  est  le  centre  d'homothétie  directe. 


SO'  = 


THEOREME  VI 


31 1.  —  Deux  figures  homothétiques  à  une  troisième  sont  homothétiques: 
entre  elles  et  les  trois  centres  d'homothétie  sont  en  ligne  droite. 

Soit  f  l'homothétique  de  f  par  rapport  au  centre  Z  (fig,  223)  f"  l'homo- 

thétique  de  f  par  rapport  au 
centre  Y.  Soient  0  un  point  fixe 
choisi  arbitrairement  dans  la 
figure  f  et  0'  et  0"  ses  homo- 
logues dans  les  figures  /''  et  /"". 
Enfin,  soient  A  un  point  quel- 
conque de  f  et  A'  et  A"  ses 
homologues  dans  f  et  /"".  O'A'' 
et  C'A"  sont  parallèles  à  OA 
(309,  Cor.  H),  donc  ils  sont 
parallèles.  D'autre  part,  de 

0A_  _  ZO  _ 


O'A'      ZO' 


et 


Fi;f.  22.S. 


OA 
Ô''A" 


YO 

YO'' 


on  déduit 


O'A' 

0"A" 


II 

k'' 


Les  figures  f  et  f"  sont  donc  homothétiques  (308)  par  rapport  à  un  centre 
X  défini  sur  la  droite  O'O"  par  le  rapport 

XO'  _  O'A'  _  k" 
K0"~  0"A"  ~  h'' 
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D'autre  part,  le  produit  des  rapports 

Z0__  XO^_k^        Y0"_  I 

Z0'~         '    XO"~k'    '      YO  ~F'' 

--vaut  +  1.  Les  trois  centres  X,  Y  et  Z  sont  donc  en  ligne  droite  (305). 

La  démonstration  reste  la  même;  quels  que  soient  les  signes  des  rapports  k' 

■et  k''.   Il  est  à  remarquer  que  si  k'  et  k"  ont  le  même    signe,  le  rapport 

k" 

p-  est  positif;  il  est  négatif  dans  l'autre  cas.  Ainsi  : 

Deu.v  figures  inversement  homothétiques  à  une  troisième  sont  direc- 
tement homothètiques  entre  elles  et  si  deux  figures  sont  hom,othétiques 
à  une  troisième,  l'une  directement,  l'autre  inversement,  elles  sont  inver- 
sement homothétiques  entre  elles. 

Applications.  —  902.  Inscrire  un  carré  :  1°  dans  un  triangle  donné  ;  2»  dans 
^un  segment  de  cercle  donné. 

903.  Inscrire,  dans  un  triangle  donné,  un  rectangle  semblable  à  un  rectan- 
gle donné. 

904.  Si  A',  B',  C  sont  les  symétriques  d'un  point  0.  par  rapport  aux  milieux 
des  côtés  d'un  triangle  ABC,  AA',  B3'  et  CC  se  coupent  en  unpoint  P.  Quand  le 
point  0  se  déplace,  le  point  P  décrit  un  figure  homothétique  à  celle  que 
décrit  le  point  0. 

905.  Le  triangle  déterminé  par  les  points  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
donné  est  homothétique  à  ce  triangle.  Déduire  de  là  que  dans  un  triangle 
l'orthocentre  H,  le  centre  de  gravité  G  et  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  sont 
en  ligne  droite,  et  que  GH  =  20G. 

906.  Le  milieu  de  HO  est  le  centre  de  la  circonférence  qui  passe  par  les 
milieux  des  distances  des  sommets  à  l'horthocentre. 

907.  Si,  par  un  point  quelconque  0,  on  mène  les  segments  OA'',  OB",  OC",... 
égaux  et  parallèles  à  A'A,  B'B,  Ç^'Q,.  .  la  figure  A''r{"C"...  sera  homothétique 
aux  deux  autres  et  les  centres  d'homothétie  se  trouveront  sur  SO  (flg.  221). 

908.  Les  droites  homologues  de  deux  polygones  directement  semblables  font 
entre  elles  des  angles  égaux. 

909.  Si  on  joint  un  point  C  aux  différents  sommets  A,  A'  A"  ..  d'un  polygone 
et  si,  sur  ces  segments,  on  trac^  des  triangles  semblables,  les  troisièmes 
sommets  B,  B',  B"...  de  ces  triangles  seront  les  sommets  d'un  polygone 
semblable  au  polygone  donné. 

910  Si,  autour  du  sommet  P,  on  fait  tourner  un  angle  dont  l'un  des  côtés 
rencontre  en  B,  B',  B"...  une  droite  AB  ou  une  circonférence  et  si  sur  l'autre 

PB 

coté  on  détermine  les  points  (.',  C,  C"..   tels  que  ^;=i  soit  constant,  quel  sera  le 

PC 

lieu  des  points  C' 

911.  Par  un  point  P  pris  à  l'intérieur  d'un  angle,  tracer  deux  droites,  faisant 
entre  elles  un  angle  donné  et  telles  que  les  distances  de  P  aux  côtés  de  l'angle, 
comptées  sur  ces  droites,  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 

912.  Trouver  le  lieu  géométrique  dos  sommets  A  des  triangles  qui  ont  une 
base  fixe  BC  et  la  médiane  BB'  constante. 

913.  Dans  un  quadrilatère  donné,  inscrire  un  parallélogramme  dont  on 
connaît  le  centre. 

914.  Construire  un  triangle  connaissant  un  côté  BC,  la  médiane  BM  et  la 
somme  ou  la  difterence  des  carrés  des  deux  autres  côtés. 
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915.  Construire  un  triangle  connaissant  a,  B  et  l'angle  que  forme  la  médiane- 
BB'  avec  le  côté  AC. 

916.  Construire  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  la  bissectrice  de 
l'angle  qu'ils  comprennent. 

917.  On  donne  une  circonférence,  un  point  fixe  à  intérieur  et  un  point  P 
mobile  sur  la  circonférence.  On  construit  un  rectangle  ayant  comme  côté  AP 
et  comme  diagonale  la  tangente  en  P.  Lieu  1°  du  centre  du  rectangle  2°  du 
sommet  opposé  à  A  '?  (M). 

INVERSION 


312.  —  Dans  le  plan  d'une  figure  f  marquons  un  point  S  et  joignons 
ce  point  au  point  A  de  la  figure  /"(fig  224);  après  avoir  choisi  arbitrairement 

une  quantité  K'-',  marquons  sur  le  rayon  SA  lé 
point  A'  tels  que 

SAX  SA'  =  K*. 

Si  le  point  A  parcourt  la  figure  f,  le  point 

A'  décrira  une  figure  /'  qu'on  nomme  l'inverse 

de  la  figure  f.  S  est  le  pôle  d'inversion  et  K^ 

la  puissance  d'inversion;  les  points  A   et  A' 

sont  dits  inverses  et  SA   et  SA'  sont  leurs 

rayons  vecteurs.  Comme  la  propriété  est  réciproque,  chacune  des  figures 

s'appelle  aussi  la  transformée  de  l'autre  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Si  l'on  porte  la  longueur  SA',  en  sens  contraire  de  SA  c'est-à-dire  en  SA".  le 
lieu  du  point  A"  est  une  figure  /""  qui  est  aussi  l'inverse  de  /',  mais  la  puis- 
sance d'inversion  est  alors  —  K-.  Les  figures  f  et/""  sont  égales  et  symétriques 
par  rapport  au  pôle  S. 

THÉORÈME  VII 


Fig.  224. 


313.  —  LHnverse  d'une  droite,  par  rapport  à  unjyoJenon  situé  sur  la 
droite,  est  une  circonférence  passant  par  le  pôle  et  dont  le  centre  est  sur 
la  perpendiculaire  'menée  jmr  le  pôle  à  la  droite. 

Soit  A'  (fig.  225)  l'inverse  d'un  point  quel- 
conque A  de  la  droite  d.  Menons  la  perpendi- 
culaire SB  à  rf  et  construisons  l'inverse  B'  de 
B.  On  a  donc 

SAXSA'  =  SB  ><  S  /  =  K2. 
On  en  conclut  que  le  quadrilatère  AA'B'R  est 
inscriptible  et  comme  l'angle  B  est  droit,  il  en 
est  de  même  de  l'angle  SA'IV,  supplément  de 
B'A'A.  Le  lieu  de  A' est  d^mc  la  circonférence 
de  diamètre  SB' 


Fiff.  225. 


THEOREME  Vlll 


314.  _  L'inverse  d'une  circonférence  passant  par   le  pôle  est  une 
droite  perpendiculaire  au  diamètre  passr^nt  p)ar  cep)ôle. 
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Soit  A  (ï\g.  225)  l'inverse  d'un  point  quelconque  A'  de  la  circonférence. 
Menons  le  diamètre  SB'  et  construisons  l'inverse  B  de  B'.  Les  points  A  et  B 
déterminent  la  droite  d.  On  a  -. 

SA  X  SA'  =  SB  X  SB'  =  K2. 

On  en  conclut  que  le  quadrilatère  AA'B'B  est  inscriptible  et  comme  l'angle 
SA'B'  est  droit,  il  en  est  de  même  de  l'angle  B.  Le  lieu  de  A  est  donc  la  per- 
pendiculaire menée  par  B  à  la  droite  SB'  passant  par  le  centre. 


THEOREME  IX 


315.  —  L'inverse  d'une  circonférence  qui  ne  passe  pas  par  le  pôle  est 
une  circonférence. 

Soit  A'  l'inverse  d'un  point  quelconque  A  de  la  circonférence  0  (fig.  226)  et 

construisons  les  inverses 
^<^        ""\  B' et  C'des  extrémités  B 

et  C  du  diamètre  dont  le 
prolongement  passe  par 
le  pôle.  On  a  donc 
SB  X  SB'  =  SA  X  SA'  = 
SCXSC'  =  K-^. 
On  en  conclut  que  les 
quadrilatères  BAA'B'  et 
CAA'C'sont  inscriptibles. 
Par  suite 


Fig,  226. 


On  en  tire 


et  par  suite 


ABC  =  î£)  -  AA'B'  =  B'A'S 
ACR  =  2£)  —  ACC  =  AA'C. 

B'A'S  +  AA'C  =  ABC  +  ACB  ==  l£) 


C'A'B'=  IS). 
me  la  circonférence  de  diamètre  C'B' 


Le  lieu  du  point  A'  est 

Remarque.  —  Si  la  puissance  d'inversion  est  égale  à  la  puissance  du  pôle 
par  rapport  à  la  circonférence  don  née  (240),  celle-ci  est  sa  propre  inverse. 

Corollaires.  —  I.  Deux  circonférences  inverses  sont  hotnothétiques,  le 
pôle  étant  le  centre  d'hoynothétie. 

La  tangente  à  la  circonférence  0  menée  par  le  pôle  n'a  qu'un  point  commun 
avec  cette  circonférence;  ce  point  n'a  qu"un  inverse  (le  signe  de  K-  étant 
déterminé)  situé  sur  la  circonférence  0'.  La  droite  est  donc  une  tangente 
commune  et  S  est  un  centre  d'homotliétie  pour  les  deux  circonférences. 

Les  deux  circonférences  sont  d'ailleurs  doublement  homothétiques.- 

II .  Les  rayons  menés  à  deux  points  inverses  font  des  angles  égaux  mais 
de  sens  contraires  avec  la  droite  qui  passe  par  ces  points 

Les  circonférences  étant  homothétiques  les  rayons  OA  et  O'D'  sont  homo- 
logues et  parallèles  et  comme  le  triangle  O'D'A'  est  isoscèle,  on  a  : 

OAS  =  0'D'S  =  0'A'A. 

III.  —  Les  tangentes  en  deux  points  inverses  font  des  angles  égaux 
mais  de  sens  contraires  avec  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact. 
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IV.  —  Uongle  de  deux  eu-conférences  est  égal  à  Vangle  de  leurs  traits- 
formées  (même  pôle  et  même  puis- 
sance d'inversion). 
.^  _^  Dii  corollaire  II  on  tire  (tig.  227). 

~^^-~ -.^  si   A  et   A'  sont  les  points  d'inter- 

.-  —  ^  "     S         section  : 

Ai=A',     et     A.^  =  A'.j. 

On  en  conclut  : 

OAC  =  O'A'C. 

Si  les  circonférences  sont  tangentes,  il  en  sera  de  même  de  leurs  trans- 
formées. 

316.  Remarque.  —  La  méthode  de  l'inversion  peut  simplifier  la  solution 
des  problèmes  dans  lesquels  on  demande  de  tracer  une  circonférence  X 
passant  par  un  point  donné.  En  prenant  ce  pidnt  comme  pôle  et  raisonnant 
sur  la  transformée  de  la  figure,  la  circonférence  X  est  remplacée  par  une 
droite  x.  Quand  celle-ci  est  déterminée,  on  en  déduit  la  circonférence  cherchée. 

Applications.  ~  918.  Par  un  point  donné,  faire  passer  une  circonférence 
tangente  à  deux  circonférences  données. 

yl9.  Décrire  une  circonférence  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à 
une  droite  d  et  à  une  circonférence  0. 

920.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  trois  circonférences  qui  passent 
par  un  même  point  A. 

921.  Faire  passer  par  deux  points  donnés  A  et  B,  une  circonférence  qui 
coupe  une  circonférence  donnéeC  l°orthogonalement;  2" sous  un  angle  donné. 

(On  prendra  lepoint  Apour  pôJedMnversionet  AB"  pour  puissance  d'inversion). 
932.  Par  un  point  donné  faire  passer  une  circonférence  qui  coupe  deux  cir- 
conférences données  1°  orthogonalement,  2°  sous  des  angles  donnés. 

923.  Si  deux  sommets  B  et  D  d'un  losange  articulé  ABCD  sont  reliés  à  un 
point  fixe  Opar  deux  tiges  OB  et  OD de  même  longueur,  les  trois  point  0,  A,  C 
seront  en  ligne  d  roite  et  OA.  OC  sera  constant;  lieu  de  A  si  C  décrit  une  droite  ? 

924.  Si  deux  figures  S' et  S"  sont  les  inverses  d'une  même  figure  S  par  rapport 
au  même  pôle,  S'  et  S"  sont  homothétiques. 

925.  Si  deux  sommets  opposés  B  et  D  d'un  losange  articulé  ABCD  sont 
assujettis  à  se  mouvoir  sur  un  même  arc,  les  sommets  A  et  C  décrivent 
deux  figures  inverses. 

926.  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  a,  ha  et  le  produit  K-  du  côté 
b  de  la  projection  de  a  sur  b. 

927.  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  le  côté  du  carré  inscrit  dont 
deux  sommets  sont  sur  BC,  l'angle  A  et  le  produit  K-  des  .segments  qii "un 
sommet  du  carré  détermine  sur  le  côté  AB. 

'928.  On  donne  sur  une  droite  trois  points  fixes  A.  B  et  C  et  l'on  consi- 
dère une  circonférence  variable  passant  par  B  et  C.  On  mène  les  tangentes 
AD  et  AD',  Trouver  les  lieux  des  milieux  des  côtés  du  triangle  ADD'  (M). 

927.  On  donne  dans  un  cercle  0  une  corde  fixe  AB.  On  trace  un  cercle  0' 
tangent  en  A  à  la  corde  AB  et  d'un  rayon  variable;  on  trace  ensuite  un 
cercle  0"  tangent  en  B  à  la  corde  ABet  passant  par  le  point  C  d'intersection 
des  deux  premières  circonférences.  Lieu  du  second  point  d'intersection  des 
circonférences  0'  et  Ô"  (M). 
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AXE  RADICAL 

317.  —  On  appelle  puissance  d'un  point  A  par  rapport  à  une  circonférence 
donnée,  le  produit  constant  (240)  des  distances  de  A  aux  points  où  une 
sécante  quelconque,  menée  par  A,  rencontre  la  circonférence.  Si  le  point  est 
extérieur  à  la  circonférence,  la  puissance  est  regardée  comme  positive,  puisque 
les  deux  distances  sont  comptées  dans  le  même  sens  ;  la  puissance  est  néga- 
tive quand  le  point  est  à  l'intérieur  de  la  circonférence,  puisque  les  deux  dis- 
tances sont  comptées  dans  deux  sens  opposés. 

THÉORÈME    X 

318.  -  Si  d  est  la  distance  d'un  point  au  centre  d'une  circonférence  et 
R  le  rayon  de  la  circonférence,  lapuissance  de  ce  point  par  rapporta 
cette  circonférence  sera  .■  d-  —  R-. 

Si  le  point  A  est  extérieur  à  la  circonférence  et  si  l'on  mène  le  diamètre  qui 
passe  par  A,  les  distances  de  A  aux  extrémités  de  ce  diamètre  seront  respecti- 
vement d  -{-  Rei  d  -  R  ;  leur  produit  est  donc  d~  —  R'-.  Quand  le  point  est 
inférieur,  l'une  des  distances  est  d-\-  Ret  l'autre  K  —  d;  mais  comme  celle-ci 
a  une  direction  contraire  à  la  première,  le  produit  sera 

—  (rf  +  R)  (R  -  d)  =  d-  —  R-. 

On  voit  que  pour  un  point  extérieur:  d>  R  et  la  puissance  est  positive  ; 
pour  un  point  intérieur  :  d  <  R  et  la  puissance  est  négative.  Pour  un  point  de 
la  circonférence  :  c?  =^  R  et  la  puissance  est  nulle. 

Quand  le  point  est  extérieur  à  la  circonférence,  sa  puissance  est  égale  au 
carré  du  segment  tangent  mené  de  ce  point  à  la  circonférence  ;  quaiid  le  point 
est  intérieur,  sa  puissance  est  égaie,  en  valeur  absolue,  au  carré  de  la  demi- 
corde  menée  par  le  point  considéré,  perpendiculairement  au  diamètre  passant 
en  ce  point 

La  puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  circonférence  étant  d-  —  R-.  il 
en  résulte  que  Je  lieu  des  points  d'égale  puissance  donnée,  par  rapport  à 
une  circonférence,  est  une  circonférence  concentrique,  car  d  est  constant. 

Applications.  —  9.30.  Si  un  quairilatère  est  à  la  fois  inscriptiblect  circons- 
conscriptible,  la  puissance  d'un  des  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  par 
rapport  à  la  circonférence  circonscrite,  est  égale  au  carré  de  sa  distance  au 
centre  du  cercle  inscrit. 

931.  Si  deux  circonférences  se  coupent,  la  puissance  d'un  point  de  l'une 
d'elles  par  rapport  à  l'autre  est  égale  au  double  rectangle  de  sa  distance  à 
la  corde  d'intersection  et  de  la  distance  des  centres  des  deux  circonférences. 

THÉORÈME  XI 

319.  —  Le  lieu  despoints  d' égale  puissance  par  rapport  à  deux  circon- 
férences est  une  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres 

Soit  (fig.  228)  A  un  point  d'égale  puissance  par  rapport  aux  circonférences 
0  et  C.  de  rayons  R  et  r  ;  on  aura  : 

Âô'-  —  R-  =  ÂC'  —    r- 
ou  "ÂÔ'  —  XC'-  =  R2  —  r'. 
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Or,  si  du  point  A, 
A 


nous    menons 


la  perpendiculaire  AP  à  ligne  des 
centres,  nous  savons  (211)  que,  M 
étant  le  milieu  de  OC,  on  a  : 


Oa'  —  AC'  =  20C. 
par  conséquent, 

20C.  MP  =  R2  — 
d'où 

R"-r2 


MP; 


MP  = 


20C. 


Le  point  0  est  donc  fixe  et  tous  les 
points  du  lieu  se  trouvent  sur  une 
droite,  perpendiculaire  à  OC  en  P. 
Cette  droite  s'appelle  l'axe  radical 
des  deux  circonférences. 
Pour  obtenir  l'axe  radical  de  deux  circonférences  on  les  coupe  par  une  troi- 
sième et,  par  le  point  de  rencontre  des  cordes  d'intersection  prolongées,  on 
mène  une  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres.  Cette  perpendiculaire  sera 
l'axe  radical,  car  le  point  d'intersection  des  cordes  a  même  puissance  par 
rapport  aux  deux  circonférences.  Quand  les  deux  circonférences  sont  sécantes, 
l'axe  radical  contient  la  corde  commune  ;  qu^nd  elles  sont  tangentes,  l'axe 
radical  est  la  tangente  au  point  commun. 

Corollaire.  —  Uaxe  radical  de  deux  circonférences,  est  le  lieu  des 
points  d'oîi  les  segments  tangents  menés  aux  deux  circonférences  sont 
égaux  et  aussi  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  coupent  ortho- 
gonalement  les  circonférences  données. 

Applications.  —  932.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  deux  circonfé- 
rences données  et  passant  par  un  point  A  de  leur  axe  radical. 

933.  Si  on  mène  à  deux  circonférences  une  sécante  ABCDE,  qui  coupe  l'une 
en  A  et  B,  l'autre  en  D  et  E  et  l'axe  radical  en  C,  on  aura  : 


BD' 

ÂË- 


BC  X  CD 


ACXCE 

934.  —  La  difl'érence  des  carrés  des  segments  tangents  menés  d'un  point  à 
deux  circonférences,  est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  à  l'axe 
radical  des  deux  circonférences. 

935.  L'axe  radical  de  deux  circonférences  est  à  égale  distance  des  cordes  de 
contact  des  tangentes  communes  extérieures  et  aussi  des  tangentes  communes 
intérieures. 


THEOEME  XII 

320.  Les  axes  radicaux  de  trois  circonférences,  prises  deux  à  deux, 
se  coupent  en  un  même  point. 

Soient  L  L',  L",  les  axes  radicaux  de  trois  circonférences  0,  0',  0"  prises 
deux  à  deux  En  supposant  que  les  centres  de  ces  circonférences  ne  soient  pas 
en  ligne  droite,  les  deux  droites  L  et  L' se  couperont  en  un  certain  point  A  qui 
estd-é-^ale  puissance  par  rapport  aux  trois  circonférences  ;  donc  A  appartient 
aussi  à'raxe  radical  L"  et  les  trois  axes  se  coupent  en  un  même  point.  Ce  point 
est  le  centre  radical  des  trois  circonférences. 
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Corollaires.  —  I.  Quand  trois  circonférences  se  coupent  deux  à  deux, 
lies  trois  cordes  d'intersection  se  coupent  en  un  même  point. 

II.  Si  le  centre  radical  est  extérieur  aux  trois  circonférences,  il  est 
le  centre  d^une  circonférence  qui  coupe  orihogonalement  les  trois  autres 
et  qui  a  pour  rayon  Vun  des  six  segments  tangents  égaux  qu'on  peut 
tnener  du  centre  radical  aux  trois  circonféreyices  données. 

Applications.  —  936.  Si,  par  deux  points  donnés,  on  fait  passer  différentes 
circonférences  qui  coupent  une  circonférence  donnée,  les  cordes  joignant  les 
points  d'intersection  prolonjïées  passeront  toutes  par  un  même  point  delà 
droite  qui  joint  les  deux  points  donnés.  Les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  circonférence  donnée  sont  les  points  de  contact  des 
'Circonférences  tangentes  à  la  circonférence  donnée  et  passant  par  les  points 
donnés. 

937.  Par  deux  points  donnés  faire  passer  une  circonférence  qui  divise  une 
■  circonférence  donnée  en  deux  parties  égales. 

'.'38.  Si  le  centre  radical  de  trois  circonférences  leur  est  intérieur,  il  est  le 
centre  d'une  circonférence  qui  est  divisée  en  parties  égales  par  chacune  des 
circonférences  données. 

939.  Le  centre  de  la  circonférence  qui  divise  en  parties  égales  trois  circon- 
férences données,  A,  B,  C,  est  symétrique,  par  rapport  au  centre  du  cercle 
.circonscrit  au  triangle  ABC, du  centre  radical  des  trois  circonférences  données. 


RAPPORT  ANHARMONIQUE 

'SSl.  —  Etant  donnés  sur  une  droite  quatre  points  A,  B,  Cet  I)  considérés 

dans  un  ordre  déterminé,  on  appelle  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 

points,  le  quotient  des  rapports  de  section  (303)  des  deux  derniers  par  rapport 

aux  deux  premiers.  Si,  par  exemple,  ces  points  sont  pris  dans  l'ordre  A.  B, 

,  C,  D,  on  désigne  leur  rapport  anharmonique  par  la  notation  :  (ABCD)  et  l'on  a  : 


(ABCD) 


CA 
CB 
DA 
DE 


Le  signe  d'un  rapport  anharmonique  est  déterminé  par  les  signes  des  deux 
rapports  de  section  dont  il  est  le  quotient.  On  sait  que  quatre  lettres  donnent 
lieu  à  24  permutations  :  on  peut  donc  considérer  les  quatre  points  marqués 
sur  une  droite  dans  x4  ordres  différents,  auxquels  correspondent  24  rapports 
anharmoniques.  On  démontre  aisément  que  ces  24  rapports  sont  égaux  quatre 
par  quatre  en  tenant  compte  du  théorème  ci-après. 

THÉORÈME  Xlll 

322.  —  On  ne  change  pas  la  valeur  d'un  rapport  anharmonique  quand 
on  échange  deux  des  lettres  respectivement  avec  les  deux  autres. 

En  remplaçant  successivement  la  lettre  A  par  les  lettres  B,  C  et  D  et  effec- 
tuant en  même  temps  la  permution  des  deux  autres,  on  a  : 

(ABCD)  =  (BADC)  =  (CDAB)  =  (DCBA). 
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Car.  par  exemple  : 

(BADC)  = 


GEOMETRIE 

DB 

DA 
CB 

DB  X  CA 

~  DA  X  CB 

CA 
CB 
DA 

=  (ABCD). 

CA 

PROBLÈME  1 

DB 

323.  —  Etant  donnés  sur  une  droite  trois  points  distincts  et  fixes  k y 
B,  C  et  un  point  D  mobile  sur  la  droite,  étudier  les  variations  du  rapport 
anharmonique  (ABCD).  quand  le  point  mobile  parcourt  toute  la  droite. 

CA. 
Dans  le  rapport  (ABCD)  le  numérateur  -rk  e-^t  constant,  en  vertu  de  l'hypo- 

D  A 

thèse.  Or,  nous  avons  étudié  (214)  les  variations  du  rapport  de  section  =--5. 

V  r> 

d'un  point  D.  En  ajoutant  à  ces  résultats  la  notion  de  signe  (303),  on  en 

déduira  aisément  les  variations  du  rapport  anharmonique  (ABCD). 

On  trouve,  en  résumé,  que  le  rapport  prend  toutes  les  valeurs  entre  —  oo  et 

-f-  00  ;  on  a  notamment  : 

(ABCA)  =  x)     .     (ABCB)  =  o     ,     (ABCC)=I. 


PROBLEME  II 

324.  —  Etant  donnés  sur  une  droite  trois  points  distincts  A,  B,  C.  trou- 
ver le  point  D  de  cette  droite  pour  lequel  le  rapport  anharmonique 
(ABCD)  a  une  valeur  donnée  k. 

Nous  supposons  k  fini  et  différent  de  zéro  et  de  l'unité,  sinon  le  point  D 

serait  en  A,  B,  riu  C.  On  doit  avoir  : 

(2A 

/,or-r>  CB  ,         ,.    ,       DA  CA 

(ABCD,=  -^=A-;     d  ou     ^=  ^^■ 

DB 
Le  second  rapport  est  connu;  le  point  D  demandé  est  donc  le  point  qui 
divise  AB  aans  ce  rapport  connu.  Le  signe  de  ce  rapport  indique  si  D  est  inté- 
rieur ou  extérieur  au  segment  AB;  le  point  D  est  donc  unique,  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  de  la  discussion  du  problème  précédent. 

Remarque.  —  On  en  conclut  que  si  (ABCD)  =   ABCD').  D  et  D' coïncident. 


RAPPORT    HARMONIQUE 

325.  —  Lorsque  le  rapport  anharmonique  (ABCD)  de  quatre  points.  A,  B, 
C,  D  marqués  sur  une  droite,  a  pour  valeur  —  1,  il  est  dit  harmonique.  On  a 
donc  alors: 

CA 
/ .  T-./~ir>s  CB  ,  ,,    ,  CA  DA  ,,. 

(^^^^^  =  ^Â-=-^  '^^'^  CB  =  -DB'  <'^' 

DB 


ou  , 

0 
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Il  en  résulte  que  les  points  G  et  Ddivisent  le  segment  AB  suivant  des  rapports 

CA       D\ 

77=7  et  7^^  égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires.  C  et  D  sont  dits 

Oh)         L)h5 

conjugués;  l'un  est  intérieur  au  segment  AB  et  l'autre  extérieur.  Remar- 
quons que  si  (ARCD)  =  —  1,  on  a  aussi  (ABDi^)  =  —  1,  car  les  valeurs  de  ces 
deux  rapports  sont  inverses  l'une  de  l'autre. 
De  l'égalité  (1)  on  déduit  ensuite  : 

CA^_CB  AC__BC 

DA  DB     ""     AD  ^        BD'  ^''' 

Par  suite,  si  les  points  C  et  D  divisent  AB  en  parties  harmoniques,  récipro- 
quement les  points  A  et  B  divisent  CD  harmoniquement. 

Représentons  par  a,  b,  c,  d,  les  distances  algébriquesdes  points  A,  B,  C,  D,  à 
un  point  Ode  la  droite,  pris  pour  origine  des  distances;  l'égalité  (1)  pourra 
s'écrire  (302)  : 

a  —  c a~  d 

d'où  l'on  déduit: 

2  (ab  +  cd)  =  (tt  +  6)  (c  +  d).  (3) 

Cette  relation,  que  l'on  ai)pelle  la  relation  générale  d'harmonie,  se  sim- 
plifie quand  l'un  des  points  est  pris  pour  origine.  Ainsi,  si  l'on  prend  le  point 
A  pour  origine,  a  sera  nul  et  la  relation  d'harmonie  se  réduit  à 

2cd  =  b(c  -\-  d) 

égalité  que  l'on  énonce  en  disant  que,  quand  deux  segments  AB  et  CD  se 
divisent  harmoniquement ,  la  dislance  d^un  point  à  son  conjugué  est  une 
m,oyenne  harmonique  entre  ses  distances  aux  deux  autres  points.  Cette 
égalité  est  une  conséquence  de  l'égalité  (1)  et  réciproquement. 

Si  on  suppose  l'origine  au  milieu  M  de  AB,  alors  6  =  —  a  et  la  relation 
d'harmonie  se  réduit  à 

a-'  =  cd    ou     MA'^  =  MB-  =  MC  X  MD;  (5) 

d'où  l'on  peut  conclure  que  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre 
coupe  orthogonalement  les  circonférences  passant  par  C  et  D. 

On  en  conclut  aussi  : 

I"  que  les  segments  MC  et  MD  dont  le  produit  est  positif  sont  de  mêmes 
signes  c'est-à-dire  que  les  i)oints  C  et  I)  sont  d'un  même  côté  du  milieu  M  du 
segment  AB. 

2°  si        c  <ia,  on  a  d  y  a       et  réciproquement; 

si        c  =  a,  on  a  d  :=  a       et  réciproquement; 

si  c  tend  vers  zéro,  d  augmente  indéfiniment  et  réciproquement. 
Chacun  de  ces  cas  correspond  à  une  position  facile  à  reconnaître,  des  points 
conjugués  C  et  D. 

Applications.  —  940.  Si  M  est  le  milieu  de  AB,  on  a  : 

AC.  CB  =  MC.  CD;  MD.  CD  =  MC.  BD: 

AD.  BD  =  MD.  CD;  MB.  BD  =  MD.  BC. 
y41.  Si  M'  est  le  milieu  de  CD,  on  a  : 

M^-  =  Wq'  =  M'A.  M'B;  M'C.  CA  =  M'A.  BC; 

AC.  AD  =  AM'.  AB;  M'C.  BC  =  M'B.  CA  ; 

CB.  BD  =  BM'.  AB. 
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942.  Démontrer  que 

MO       /BCy-  _  /AC.y 
DM~  VbD/    ~  \AD/  ' 


_1_      J_ 
CA  +  CB 


] 


M'A 
MB 


^AD\--i 


/Acy  _/AL)y 

Vcb;  -\bd; 


DA  +DB~'^' 
AC.  CB.  MD  =  AD.  DB.  MC. 


943.  Par  les  sommets  B  et  C  d'un  triangle  ABC,  on  mène  les  perpendiculaires 
BB'  et  ce  à  la  bissectrice  AD.  Démontrer  que  B'  et  C  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  A  et  D  (B). 

944.  Prouver  que  les  racines  de  l'équation, 

bp 
Y 


X-   —  p£C    -f 


=  O. 


sont  les  distances  du  point  A  aux  points  qui  divisent  la  droite  AB  =  6  en 
parties  harmoniques. 

945.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement,  la  somme  des- 
inverses de  leurs  diamètres  est  l'inverse  de  la  distance  de  leur  point  de  contact 
à  la  tangente  commune  extérieure;  et  si,  du  centre  de  Tune  d'elles,  on  mène- 
des  tangentes  à  l'autre,  la  corde  qui  joint  les  points  d'intersection  de  ces  tan- 
gentes avec  la  première  circonférence  est  moyenne  harmonique  entre  les 
rayons  des  circonférences. 


PROBLEME  III 

326.  —  Construire  une   moyenne  harmonique  entre  deux  longueurs 
données. 

Soient  a  et  6  les  deux  longueurs  données;  la  moyenne  harmonique  a;  est 
définie  par  l'égalité  (325)  : 

2_  1        1 
x~  a'^  h  ' 

Par  deux  points  quelconques  A   et  B  d'une  droite  {flg.  229),  menons  deux 

segments  AA'  =  a  et  BB'  =  6,  parallèles,  mais 
de  direction  arbitraire.  Joignons  AB'.   A'B  et. 
A'B'  ;  enfin  par  le  point  C,  menons  le  segment 
MM'  parallèle  aux  bases  du  trapèze  ABB'A'. 
On  a,  dans  le  triangle  A  A'B  : 
CM       MB 
a    ~  AB' 
et  dans  le  triangle  AB'B, 

CM       AM 
6    —    AB  • 
On  en  déduit,  par  addition  : 
AM  +  MB       ,       ■ 


CM 


(«+&)  = 


d'où 


J 1 

CM~a 
Mais,  comme  on  le  montre  aisément, 

CM 


AB 

1 

'V 


MM' 

9 
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=  n   + 


L'égalité  précédente  devient  donc 

2 
MM'  —  a'^  b 
et  par  suite  x  =  MM'. 

Remarque.  —  Du  raisonnement  précédent  on  conclut  que  ;   le  segment 
parallèle  aux  bases  d'un  trapèze,  mené  par  le  point  de  rencontre  des 
diagonales,  est  une  moyenne  harmonique  entre  les  deux  bases.  On  sait  que- 
le  segment  parallèle  aux  bases,  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles, 
est  une  moyenne  arithmétique  entre  ces  bases. 


POLES   ET  POLAIRES 

327.  —  Etant  donné  dans  le  plan  d'une  circonférence  un  point  P(flg.  230), 
on  mène  par  ce  point  une  sécante  AB  ;  si  M  est  le  conjugué  harmonique  de  P 
par  rapport  aux  points  A  et  B,  le  point  M  parcourt,  lorsque  la  sécante  tourne 
autour  de  P,  un  lieu  que  l'on  nomme  la  polaire  du  point  P  et  dont  P  est  le 
pôle, 

THÉORÈME  XIV 


328.  —  La  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  circonférence  est  une 
droite  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

1°  Menons  par  M,  conjugué  de  P  (flg.  230),  la  perpendiculaire^  au  diamètre 

fixe  OP.  Si  C  est  le  milieu  de  la  corde  AB,  on 
aura  (325,  formule  5)  sur  une  sécante  quelcon- 
que AB  :  CB^=CPXCM; 
d'où  l'on  tire  successivement,  en  remarquant 
que  le  quadrilatère  OCQM  est  inscriptible  à 
cause  des  angles  droits  OCM  etOQM  : 

CB-  =  CP  (CP  +  PM)  =  GP-  -f  CP.  PM  ; 
ÔC-  +  CB'  =  ÔC"  +  CP-  +  CP.  PM; 
OB-  =  ÔP-  4-  OP.  PQ  =  OP  (OP  +  PQ) 
ou  enfin  R^^OPXOQ. 

R  et  OP  étant  constant,  on  en  conclut  que 
OQ  est  constant  et  par  suite  le  lieu  du  point 
M  est  la  perpendiculaire^  au  diamètre  OP. 

2°  Réciproquement,  soit  M   un  point  quel- 
conque de  la  droite  p  définie  par  la  relation 
OP.  uQ  =  R'. 

Menons  la  sécante  MP.  L'égalité  précédente  peut  se  transformer  successive- 
ment comme  suit  : 

ÔP-  +0P.  PQ=  OB', 

ÔC-  +  CP-  +  CP.  PM  =  ôc'  +  cbS 

CP  (CP  +  PM)  =  CP.  CM  =  CB- . 

M  est  donc  le  conjugué  harmonique  de  P. 


Fig.  230 
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La  relation  OF'.OQ  ^=  R.^  permet  de  construire  la  polaire  J'un  point  donné 
où  le  pôle  d'une  droite  donnée. 

Remarque.  —  La  relation 

OP.OQ=  R2 
<3onduit  aux  conséquences  suivantes  : 

Si  OF  <  R,  on  a  OQ  >  R;  le  pôle  est  intérieur  au  cercle  et  la  polaire  est 
extérieure. 

5i  OP  =  R,  on  a  OQ  =  R  ;  le  pôle  est  sur  la  circonférence  et  la  polaire  est 
la  tangente  en  ce  point. 

Si  OP  >  R,  on  a  OQ  <  R  ;  le  pôle  est  extérieur  et  la  polaire  est  sécante.  Elle 
coïncide  avec  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menées  du  pôle  à  la  circon- 
férence. 

THÉORÈME  XV 


329.  ~  Si  un  point  est  sur  la  polaire  d'un  autre,  réciproquement  celui- 
ci  est  sur  la  polaire  du  premier. 

S,\p  (lig.  231)  est  la  polaire  de  P,  on  aura 

OP  X  OQ  =  R-^. 
Soit  M  un  point  quelconque  de  p  et  menons  PC 
perpendiculaire  à  OM.  Du  quadrilatère  inscriptible 
CPQM  on  déduit  : 

OC.OM=OP.OQ=  R-. 
CP  est  donc  la  polaire  de  M. 

Corollaire  1.  —  Les  polaires  des  différents 
points  d'une  droite  passent  toutes  par  le  pôle  de 
cette  droite. 

Corollaire  II.  —  Le  point  de  rencontre  des 
polaires  de  deux  points  est  le  pôle  de  la  droite 
qui, joint  ces  deux  points. 

Définition.  —  Un  triangle  est  dit  conjugué  à  un 
cercle  lorsque  ses  sommets  sont  les  pôles  des  côtés 
.opposés.  L'orthocentre  du  triangle  est  le  centre  du  cercle  conjugué. 

330.  Figures  polaires  réciproques.  —  Si  l'on  considère,  dans  le  plan  d'un 
cercle,  un  polygone,  puis  qu'on  cherche  les  polaires  des  différents  sommets  de 
ce  polygone,  par  rapport  à  la  circonférence,  on  obtiendra  un  nouveau  poly- 
gone dont  les  sommets  seront  réciproquement  les  pôles  des  côtés  du 
premier  (329). 

Les  points  de  la  première  figure  correspondront  à  des  droites  dans  la 
seconde,  les  droites  de  la  première  correspondront  à  des  points  dans  la 
seconde  et  si  trois  points  dans  la  première  figure  sont  en  ligne  droite,  les 
droites  correspondantes  dans  la  seconde  passeront  par  un  même  point. 
Réciproquement,  si  trots  droites  de  la  première  figure  se  coupent  en  un 
même  point,  les  trois  point  s  correspondants  de  la  seconde  se  trouvent  sur 
une  même  droite  (329.  Cor  ) 

Ces  deux  polygones  sont  dits  polaires  réciproques,  par  rapport  au  cercle 
directeur.  Le  théorème  XV  permet  de  passer  des  propriétés  d'une  figure /'à 
celle  de  la  figure  f  polaire  réciproque  ou  corrélative  de  la  première. 
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Applications.  —946.  Si  par  le  point  Q  (fig.  231),  on  mène  une  sécante  quel- 
conque, la  droite  qui  joindra  l'un  des  points  d'intersection  au  symétrique  de- 
l'autre  par  rapport  à  OQ,  passera  par  le  point  P. 

947.  Dans  un  triangle  inscrit  ABC,  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au  pôle 
de  BC  est  symédiane  ;  et  si  on  mène  du  pôle  de  BC  une  perpendiculaire 
à  AB,  la  droite  qui  joint  le  pied  de  cette  perpendiculaire  au  milieu  de  BC,  est 
perpendiculaire  à  AC. 

948.  Le  rapport  des  distances  du  centre  aux  points  où  la  polaire  de  P  et  la 
perpendiculaire  menée  par  P,  au  diamètre  OP,  rencontrent  une  tangente 
quelconque  eet  constant. 

949.  Si,  d'un  point  P,  on  mène  deux  tangentes  PA  et  PB  à  une  circonférence- 
0  et  qu'on  trace  le  diamètre  aOC,  la  droite  PC  divisera  en  deux  parties  égales 
la  perpendiculaire  menée  de  B  à  AC. 

950.  Si,  par  i|n  point  d'une  droite  AB,  on  mène  deux  tangentes  à  une  circon- 
férence. 1h  portion  de  la  parallèle  à  AB,  menée  par  son  pôle,  comprise  entre- 
les  tangentes,  sera  divisée  par  le  pôle  en  deux  parties  égales. 

9.51.  I/axe  radical  île  deux  circonférences  est  également  distant  des  polaires 
du  centre  de  similitude  externe  de  ces  deux  circonférences  et  aussi  des  polaires, 
du  centre  de  chacune  d'elles  par  rapport  à  l'autre. 

952.  Les  distances  de  deux  points  au  centre  d'un  cercle  sont  entre  elles 
c<»mme  les  distances  de  chacun  d'eux  à  la  polaire  de  l'autre. 

9.53  Si  une  circonférence  0  coupe  orthogonalement  deux  circonférences 
A  et  B,  les  polaires  d'un  point  P  de  0  par  rapport  aux  cercles  A  et  B  se  cou- 
peront au  point  de  0  diamétralement  opposé  à  P.  Conclure  de  là  le  moyen  de 
faire  passer  par  un  point  donné  une  circonférence  qui  coupe  orthogonalement 
deux  circonférences  données. 

954.  Les  points  où  les  polaires  de  deux  points  A  et  B  rencontrent  OB  et  OA 
se  trouvent  sur  une  parallèle  à  AB. 

955.  Si  un  triangle  est  conjugué  à  un  cercle,  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle 
est  la  moitié  de  la  puissance  de  son  centre  par  rapport  à  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  donné. 

956.  Si  A  est  le  point  d'intersection  d'une  tangente  commune  extérieure  et 
d'une  tangente  commune  intérieure  aux  deux  circonférences  0  et  0',  la  pro- 
jection B  de  A,  sur  00',  aura  la  même  polaire  par  rapport  aux  deux  circonfé- 
rences 

957.  Le  diamètre  qui  pa.sse  par  le  pôle,  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
qu'on  forme  en  joignant  le  pied  de  la  polaire  aux  extrémités  d'une  corde  qui 
passe  par  le  pôle. 

958.  Si  deux  circonférences  se  coupent,  les  points  d'intersection  sont  égale- 
ment distants  des  pieds  des  polaires  du  centre  de  similitude  externe  de  ces 
circonférences,  et  cette  distance  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  moitiés 
des  parties  des  polaires  comprises  dans  les  deux  circonférences. 

959.  Si  D  est  le  point  où  AQ  coupe  la  circonférence,  le  quadrilatère  AOPD  est 
inscriptible;  les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  APQ  et  DPQ  sont, 
respectivement  tangentes  aux  extrémités  des  rayons  AO  et  OD  (îig.  230). 

960.  Par  deux  points  P  et  P'  symétriques  par  rapport  au  centre  d'un  cercle, 
on  mène  deux  cordes  perpendiculaires  AB  et  A'B'.  On  mène  les  tangentes  en 
A  et  B  qui  se  coupent  en  C  et  les  tangentes  en  A'  et  B'  qui  se  coupent  en  C 
Démontrer  que  CC  reste  tangente  à  une  circonférence  quand  la  corde  AB. 
tourne  autour  de  P  (M). 
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961.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  cercle  de  rayon  quelconque  r  dont  le 
centre  O  est  à  l'intérieur  du  triangle;  puis  on  construit  le  triangle  A'B'C 
polaire  réciproque  de  ABC  par  rapport  au  cercle  0.  On  demande  1°  le  lieu  des 
sommets  A',  B'  et  C  quand  0  est  tixe  et  que  r  varie  de  0  à  oo  ;  2°  la  position  de 
0  et  la  valeur  de  r  pour  lesquelles  A',  B'  et  C  sont  respectivement  sur  BC,  CA 
et  AB;  >  le  lieu  de  0  tel  que  A'B'  soit  parallèle  à  AB;  4°  de  démontrer  que  si 
A'B'  est  parallèle  à  AB  et  B'C  à  BC,  C'A'  l'est  aussi  à  CA.  Quelle  est  alors  la 
)  osition  du  point  0?  (M). 


QUATERNE    ANHARMONIQUE 


331.  —  On  nomme  quaterne  anharmonique  un  système  de  quatre  demi- 
droites  menées  dans  un  plan  par  une  origine  commune,  qui  est  le  sommet  ou 
le  centre  du  quaterne;  les  demi-droites  en  sont  les  rayons. 


THEOREME  XVI 


332.  -    t/w  quaterne  déter raine  sur  une  sécante  quelconque  quatre 
points  dont  le  rapport  anhartnonique  est  constant. 


C  A 

f  ABCD)  =  ^ 


Considérons  (flg.  232)  le  rapport 

DA 
DB 

et  menons  par  le  point  C  la  droite  ECF  paral- 
lèle au  rayon  d.  De  la  similitude  des  triangles 
AEC  et  ASD,  on  tire  : 

CA  _  CE 
DA~  DS 
et  des  deux  triangles  semblables  CBF  et  SBD 
on  déduit 

CB  _  CF 
DB  "  DS' 
On  en  conclut  : 
CA      CB       CE 


CA 

DA  ■   DB  ~  CF     "^      CB 


DA  _  CE 

DB  "  CF* 

Le  rapport  ('ABCD)  est  donc  constant  quelle 

que  soit  la  sécante  menée  par  C.  Mais  quelle  que  soit  la  position  du  point 

CE 
C  sur  le  rayon  SC  le  rapport  ^  est  constant;  par  conséquent   le  rapport 

anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  D  est  aussi  constant. 

C'est  ce  rapport  constant  que  l'on  appelle  le  rapport  anharmonique  du 
quaterne. 

•Remarque.  —  Prolongeons  (tig.  233)  les  rayons  a.  b,  c,  au-delà  du  sommet  S. 
•■On  a  trouvé  ci-dessus  : 

(ABCD)  =  ^ 
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Si  l'on  mène  la  sécante  DNPM  et  par  le  point  P  la  parallèle  LK  à  SD,  on 

établira  de  même 


(PDNM)  = 


PK 
PL 


Fiff.  233. 


Or,  à  cause  des  triangles  semblables  de  som- 
met S,  on  a  : 

CE_  PK 
CF~  PL' 
On  en  en  conclut  : 

(ABCD)  =  (PDNM)  =  (MNDP)  (322) 

Corollaire  \.  —  Si,  sur  deux  droites,  on 
a  déterminé  respectivement  quatre  points 
A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  D',  tels  que 

(ABCD)  =  (A'B'C'D') 
et  si  AA',  BB',  CC,  se  coupent  en  un  même- 
point,   la   droite  DD'  passera  aussi  par  le 
point  S. 

Car  si  SD  (fig.  234)  rencontrait  A'D'  en  D",  on 
aurait  : 

(A'B'C'D")  =  (ABCD)  =  (A'B'C'D'j. 

Donc  D"  coïncide  avec  D'  (324,  Rem.)  et  par 
suite  DD'  passe  par  le  point  S. 

Corollaire  II.  —  Si,  à  partir  du  sommet 

d'un  angle,  on  marque  sur  les  côtés   trois 

points  qui,  avec  le  somm,et,  déterminent  des  rapports  anharmoniques 

égaux,  les  droites  qui  joindront  les  points  hotnologues  se  couperont  en  un 

même  point.  On  a  ainsi  le  moyen  de  déterminer  sur 

une  droite  un  quatrième  point  qui  forme  avec  trois 

autres  un  rapport  anharmonique  donné. 

Applications.  —  962.  Si  deux  parallélogrammes 
AECG  et  BEDH  ont  l'angle  E  commun,  les  droites 
BC,  AD  et  GH  seront  concourantes.  Conclure  de  là 
que  les  points  milieux  des  diagonales  d'un  quadrila- 
tère et  le  point  milieu  du  segment  qui  joint  les  points 
de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

963.  Si  un  quaterne  (S,  abcd)  est  coupé  par  deux 
droites  U  et  U'en  A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  D',  et  que  par  S  on  mène  des  parallèles 
à  U  et  U',  qui  les  rencontrent  respectivement  en  0  et  0',  le  rectangle  dés  dis- 
tances des  points  0  et  0'  à  deux  points  correspondants  A  et  A',  B  et  B',  est 
constant. 

964.  Inversement,  si,  sur  deux  droites,  qui  peuvent  d'ailleurs  se  confondre, 
on  détermine  à  partir  de  deux  points  0  et  0'  des  points  A  et  A',  B  et  B',..  tels 
que 

OA.O'A'  =  OB.O'B'  =  OC.O'C  =  OD.O'D'... 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  A,  B,  C,  D  sera  égal  à  celui  des 
quatre  points  correspondants  A',  B',  C,  D'. 

965.  Si,  sur  deux  droites  U  et  U',  qui  peuvent  d'ailleurs  se  confondre,  on. 
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'détermine  deux  séries  de  points  dont  les  distances  à  deux  points  rixes  de  ces 
droites  sont  liées  entre  elles,  par  une  relation  de  la  forme. 

XX' -\- Bx  +  Cx' +  D~  =  0,        (1) 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  de  la  première  série  sera  égal  au 
•rapport  anharmonique  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde. 

Les  deux  séries  de  points  forment  ce  qu'on  appelle  deux  ponctuelles  homo- 
graphiques;  la  relation  (1)  est  appelée  relation  homographiqiie.  Elle  est 
dite  linéaire  dans  le  cas  particulier  où  le  terme  x.i''  manque.  Si  B  =  C,  les 
ponctuelles  sont  dites  en  involution  ;  les  points  conjugués  sont  fiermntables 
entre  les  deux  ponctuelles. 

THÉORÈiME  XVII 


333.  —  Si  l'on  Joint  un  point  quelconque  d'une  circonférence  à  quatre 
points  fixes  de  cette  circonférence,  le  rapxjort  anharmonique  de  ce  qua- 
terne  sera  constant,  quel  que  soit  le  point  choisi. 
Soient  (tîg   235)  les  quatre  points  rixes  MNPQ  et  le  point  mobile  S.  Pour 

chaque  position  de  .S  sur  l'arc  MSQ 
les  angles  inscrits  Sj,  S3,  S_.  sont  con- 
stants et  les  quaternes  correspon- 
dants sont  superposabk's. 

Si  le  point  S  parcourt  l'are  MS'Q  on 
obtient  des  quaternes  dans  lesquels  on 
a  des  relations  de  la  forme  : 
S'   —  s 

S',  =  Si      et     S',  =  25) -S,. 

Si  l'un  prolonge  au  delà  de  S  les 
raynns  c  et  d,  on  obtient  un  quaterne 
(S.  abc'd')  superposable  au  quaterne 
S'  car  ['angle  C'SB'  est  égal  à  l'ample 
NS'P  comme  supplément  de  S3. 

Or,  pour  la  sécante  AD  dans  le  qua- 
terne (S,  abcdi  on  a,  en  menant  AHK 
parallèle  à  SB  : 

CA 

(ABCD)  =   ^^ 


DA 
DB 


AK 
SB 
AH 
"SB 


AK 

AH' 


D'autre  part,  pour  la  sécante  AD' 
dans  le  quaterne  (S,  abc'd')  on  a  : 


Fig.  235 


(AB'C'D') 


C'A 
C'B' 
D'A 
D'B' 


AK 

SB' 
AH 
SB' 


AK 

AH' 


On  en  conclut  que  (ABCD)  =  (AB'C'D'). 

Le  rapport  (ABCD)  est  donc  constant  quelle  que  soit^  la  positi  m  du  point  S 
sur  la  circonférence.  C'est  ce  rapport  constant  qu'on  appelle  le  rapjjort 
-anharmonique  des  quatre  points  MNPQ  de  la  circonférence. 

Application.  —  966.  Si,  par  le  milieu  C  d'une  corde  AB.  on  mène  deux 
-cordes  DCE  et  FCG,  les  droites  DG  et  FE  couperont  AB  à  des  distances  égales 
-de  C  ou  en  deux  points  isogones. 
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THÉORÈME  XVI II 

334.  —  Si  une  tangente  'mobile  coupe  quatre  tangentes  fixes,  le  rapport 
anharmonique  des  segments  dèteriininès  sur  la  tangente  mobile  sera 
constant. 

Car,  si  l'on  joint  le  centre  aux  points  d'intersection,  les  angles  qu'on  forme 
ainsi  sont  les  moitiés  des  angles  que  forment  les  rayons  des  points  de  contact 
des  tangentes,  et,  par  suite,  les  différents  quaternes  correspondant  à  diffé- 
rentes positions  de  la  tangente  mobile  seront  égaux. 

C'est  ce  rapport  anharmonique  constant  qu'on  appelle  le  rapport  anhar- 
monique des  tangentes.  On  voit  qu'il  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  de  contact  (333). 

Corollaire.  —  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'une  droite 
est  égal  au  rapport  anharmonique  des  polaires  de  ces  points  par  rapport 
à  une  circonférence.  Car  les  polaires  des  quatre  points  se  coupent  en  un  même 
point  (327.  I)  et  sont  perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  le  centre  à 
ces  quatre  points.  Ces  polaires  feront  entre  elles  les  mêmes  angles  que  ces 
droites  ;  leur  rapport  anharmonique  sera  donc  ie  même  que  celui  de  ces 
droites  et,  par  suite,  le  même  que  celui  des  quatre  points. 

Applications.  —  967.  Dans  un  triangle  circonscrit,  les  droites  qui  joignent 
les  points  de  contact  de  deux  côtés,  les  points  de  rencontre  de  ces  côtés  avec 
les  bissectrices  des  angles  opposés  et  les  pieds  des  hauteurs  menées  à  ces 
côtés,  se  coupent  en  un  même  point. 

968.  Si  deux  faisceaux  de  trois  droites  A.  B.  C;  A',  B',  C  partent  de  deux 
points  0,  0',  les  droites  qui  joindront  les  points  d'intersection  de  A  et  B',  A' et 
B  ;  de  B  et  C,  B'  et  C  ;  de  C  et  A',  C  et  A,  se  coupent  en  un  même  point. 

9&.K  Si  la  perpendiculaire  menée  de  C  à  la  bissectrice  AD  de  l'angle  BAC 
du  triangle  ABC,  rencontre  en  F  la  médiane  partant  de  A,  FD  sera  parallèle 
à  AC. 

970.  Si,  par  les  sommets  A  et  C  d'un  quadrilatère  inscrit  ABCD,  on  mène  à 
AB  et  CD  des  perpendiculaires  qui  se  rencontrent  en  G,  le  point  G  se  trouvera 
sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  de  BC  et  AD. 

THÉORÈME  XIX 

335.  —  Lorsque  deux  quaternes  qui  ont  un  rayon  commun  ont  rnêin^ 
rapport  anharmonique,  lespotnts  d'intersection  des  trois  autres  ragons- 
sont  sur  une  même  droite 

La  sécante  GEF  (rtg.  236)  qui  passe  par 
les  points  de  rencontre  des  rayons  b  et  6', 
c  et  c',  rencontre  le  rayon  d  en  H  et  le 
rayon  d'en  H'.  Or  on  a  : 


(GEFH)  =  (GEFH'). 

Les  points  H  et  H'  coïncident  donc  (324, 
Rem.). 

Applications.  —  971.   Si   deux  triangles 

Fig.  236.  sont  tels  que  les  droites  qui  Joignent  leurs 

sommets  deux  à  deux,  se  coupent  en   un 

même  point,  les  points  d'intersection  des  côtés  correspondants  sont  en  ligne 

droite  et  réciproquement. 
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972.  Si  les  trois  sommets  d'un  triangle  se  meuvent  sur  trois  droites  passant 
■par  un  même  point  et  si  deux  côtés  passent  par  deux  points  fixes,  le  troisième 
-côté  passera  par  un  point  fixe  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  premiers. 

973.  Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  assujettis  à  passer  par  trois  points 
en  ligne  droite  et  si  deux  des  sommets  se  meuvent  sur  deux  droites  fixes,  le 
lieu  du  troisième  sommet  est  une  droite  passant  par  le  point  d'intersection 
des  deux  premières. 

974.  Si  deux  quadrilatères  ABCD,  abcd  sont  tels  que  les  droites  Art,  H6,  Ce, 
Dd,  se  coupent  en  un  même  i)oint  S  et  si  de  plus  les  points  d'intersection  de 
AB.  ab  ;  BC,  bc;  CD,  cd  sont  en  ligne  droite,  AD,  ad  se  couperont  sur  cette 
droite,  de  même  que  AC,  ac  ;  BD,  bd.  Les  points  de  rencontre  des  diagonales 
des  deux  quadrilatères  se  trouveront  sur  une  droite  passant  par  S.  Si  ABCD 
est  un  parallélogramme,  les  droites  qui  joindront  le  point  S  aux  points  de  ren- 
contre des  côtés  opposés  de  abcd  seront  parallèles  aux  côtés  de  ABCD. 

979.  Si  trois  triangles  ont  leurs  sommets  sur  trois  droites  qui  se  coupent  en 
un  même  point,  leurs  trois  axes  d'homologie  se  couperont  aussi  en  un  même 
point.  (Appl.  897). 

976.  Si  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  homologiques,  et  si  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  A,  B,  C,  à  un  point  quelconque  M,  rencontrent  l'axe 
d'homologie  en  A",  B",  C",  démontrer  que  les  droites  A'A",  B'B",  C'C"  se  cou- 
pent en  un  même  point. 

977.  Si  ABC,  A'B'C  sont  deux  triangles  homologiques,  et  si  A",  B",  C"  sont 
les  points  d'intersection  de  BC,  B'C  ;  CA',  AC  ;  AB',  BA' ;  démontrer  que  le 
triangle  A"B"C"  est  homologique  avec  les  triangles  ABC,  A'B'C.  Les  axes 
•d'homologie  se  confondent. 

978.  On  joint  deux  points  A  et  B  aux  sommets  d'un  triangle  MPQ.  Démon- 
trer que  les  droites  qui  joindront  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  des 
quadrilatères  AMBP,  APBQ.  AQBM  se  coupent  en  un  même  point.  De  là  on 
peut  conclure  que  si  le  triangle  ABC  est  homologique  à  B'C'.\'.  CA'B',  il  sera 
aussi  homologique  à  A'B'C. 

979.  Si.  sur  chaque  côté  d'un  angle,  on  marque  trois  points,  les  points  d'in- 
tersection des  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux  sont  en  ligne  droite. 

Les  six  points  A,  B,  C,  A',  B',  C  peuvent  être  considérés  comme  les 
•sommets  d'un  hexagone  AB'CA'BC  dont  les  côtés  opposés  se  coupent  ainsi 
■en  trois  points  en  ligne  droite. 

980.  En  permutant  les  sommets  (Applic.  979),  on  obtient  six  hexagones  : 

Ali'CA'BC    (1)  ACCA'BB'     (4) 

ACCB'BA'    (2)  AA'CB'BC    (5) 

AA'CCBB'     (3;  AB'CCBA'    {&) 

pour  chacun  desquels  nous  aurons  une  droite  ;  les  droites  correspondant  aux 
trois  premiers  se  coupent  en  un  même  point,  ainsi  que  les  droites  correspon- 
dant aux  trois  derniers. 

La  démonstration  repose  sur  ce  que  ces  droites  Joignent  les  sommets  de 
triangles  dont  les  côtés  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  même  droite. 

981.  Si,  par  les  sommets  opposés  B  et  D  d'un  parallélogramme  ABCD,  on 
mène  deux  droites  qui  rencontrent  en  C,  C"  ;  A',  A"  les  côtés  des  angles  A  et 
•C,  C'C"  sera  parallèle  à  A'A". 

THÉORÈME  XX  (de  Pascal) 

336  —Les  côtés  opposés  d'un  hexagone  inscrit  se  coupent  en  trois 
points  en  ligne  droite. 
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Soit  l'hexagone  inscrit  ARCDEF  (fig.  237)  ;  nous  devons  démontrer  que  les 

trois  points  M,  N.  P  sont  en 
ligne  droite.  Si  nous  consi- 
^  dérons  les  deux  quaternes 
^■^  (A.RFDE)  et  (C.BFDE),  coupés, 
le  premier  par  la  droite  DE,  le 
second  par  la  droite  EF,  nous 
aurons  (333)  : 

(MHDE)  =  (PFGE). 
Comme  ces  deux  droites  ont 
le  point  E  commun,  les  droites 
qui  joignent  les  points  homo- 
logues se  coupent  en  un  même 
point  (332,  Cor.  11);  donc  les 
trois  droites  MF,  HF,  DG  se 
coupent  en  un  même  point,  c-à-d  (jue  l'intersection  N  des  côtés  AF  et  DC  se 
trouve  sur  MP. 

Corollaire.  ^  Si  les  côtés  AH  et  DE  sont  parallèles,  les  points  d'intersec- 
tion de  BC  et  EF,  CD  et  FA  sont  sur  une  parallèle  à  AB. 

Applications.  —  yS'i.  Si  l'on  joint  un  point  D  de  la  circonférence  circons- 
crite au  triangle  ARC,  aux  trois  sommets  de  ce  triangle,  les  perpendiculaires 
menées  à  ces  droites  par  D  rencontreront  les  côtés  opposés  du  triangle  en  trois 
points  situés  sur  un  même  diamètre. 

983.  Si  deux  cordes  AA',  BB'  sont  parallèles,  en  joignant  les  points  A  et  B  à 
un  point  quelconque  C  de  la  circonférence  et  les  points  A'  et  B'  à  un  autre 
point  C,  les  points  d'intersection  de  AC,  B'C  et  de  BC,  A'C  se  trouveront  sur 
une  parallèle  A  A'. 

984.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  et  si.  d'un  point  B 
de  la  circonférence  extérieure,  on  mène  deux  cordes  BA,  BC  tangentes  à  la 
circonférence  intérieure,  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC  se 
trouve  sur  la  corde  des  contacts  des  deux  tangentes. 


THEOREME  XXI  (de  Brianchon) 


337.  —  Dans  un  hexagone  circoyiscrit,  les  diagonales  qui  joignent  les 
sommets  opposés  se  coupent  en  un  même  point. 

Car,  si  on  jnint  les  points  de  contact  deux  à  deux,  on  formera  un  hexagone 
inscrit,  dont  les  côtés  auront  pour  pôles  les  sommets  de  l'hexagone  circons- 
crit. Les  points  d'intersection  des  côtés  opposés  de  l'iiexagone  inscrit  seront 
donc  les  pôles  des  diagonales  de  l'hexagone  circonscrit  et  comme  ces  trois 
pôles  sont  en  ligne  droite  (336),  leurs  polaires,  c'est-à-dire  les  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit,  se  couperont  en  un  même  point  (330). 

Remarque.  —  Les  deux  derniers  théorèmes  sont  encore  vrais  lorsque  les 
côtés  de  l'hexagone  inscrit  deviennent  infiniment  petits,  ou  que  deux 
sommets  de  l'hexagone  circonscrit  se  confondent.  On  en  déduit  ainsi  un  grand 
nombre  de  théorèmes  applicables  au  pentagone,  au  quadrilatère,  au  triangle. 
JMous  ne  citerons  que  les  deux  suivants  : 

M  l'on  a  un  quadrilatère  circonscrit  et  un  quadrilatère  inscrit  formé 
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par  les  cordes  de  contact,  les  points  de  rencontre  des  côtés  optposés  de  ces 
quadrilatères  sont  su?'  une  même  droite  et  leurs  diagonales  se  coupent  en 
un  même  point. 

Si,  par  les  som,m,ets  d'un  triangle  inscrit,  on  mène  des  tangentes,  les 
trois  points  d'intersection  de  ces  tayigentes  avec  les  côtés  opposés  sont  en 
ligne  droite. 

Application.  —  1>85.  Si  on  a  un  triangle  circonscrit  ABC  et  que,  par  un 
point  T,  on  mène  deux  tangentes  rencontrant  l'une  AB,  en  D,  l'autre,  AC  en  E, 
la  droite  qui  joindra  le  point  T  au  point  de  rencontre  de  CD  et  BE  passera  par 
le  point  de  contact  du  côté  de  BC. 


QUATERNE  HARMONIQUE 


338.  —  Quand  le  rapport  anharmonique  d'un  quaterne  (330)  vaut  —  1,  ce 
quaterne  est  dit  harmonique.  Les  rayons  sont  deux  à  deux  conjugués  dans 
le  même  ordre  que  les  points  qu'ils  déterminent  sur  une  sécante  quelconque. 


THEOREME  XXII 

339.  —  Sur  toute  sécante  parallèle  à  Vun  des  rayons  d'un  quateryie 
harmonique,  les  trois  autres  déterminent  des  segments  égaux,  et  récipro- 
quement. 

]o,  —  Si  le  quaterne  harmonique  S  (flg.  238)  est  coupé  par  une  sécante  quel- 
conque aux  points  EGFH,  on  aura  : 
FR_  _  HE 
FG  ~       HG' 
Quand  la  sécante  devient  parallèle  au  rayon 
SD,  le  point  H  passe  à  l'infini  et  le  second  rap- 
port a  pour  limite  l'unité.  On  a  donc  à  la 
limite  : 


FE_  _ 
FG  ~ 


d'où       EF=FG. 


2°  —  Supposons  que  sur   la  sécante    EG, 
parallèle  au  rayon  SD,  on  ait 
EF  =  FG. 
Menons  par  F,  la  sécante  MN.  Les  triangles  MEF  et  SMP  sont  semblables,  de 
même  que  les  triangles  FNG  et  SNP.  On  a  donc  : 


FM       EF 
l'M  ~  SP 

et 

FN            FG 
PN""       SP" 

On  en  conclut 

FM            FN 
PM  ~       PN 

ou 

FM            PM 

FN  "~       PN 

Le  quaterne  S  est  donc  harmonique. 

Corollaire.  —  Les  deux  côtés  d'un  angle,  la  bissectrice  de  cet  angle  et 
celle  du  supplément  form,ent  un  quaterne  harmonique . 
C'est  une  conséquence  immédiate  du  2°  puisque  sur  une  parallèle  à  l'une  des- 
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bissectrices,   l'autre   bist^ectrice  et  les  côtés  de  l'angle  déterminent   deux 
segments  égaux. 

Applications.  —  986.  Si  deux  rayons  conjugués  d'un  quaterne  harmo- 
nique sont  rectangulaires,  ils  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
deux  autres  rayons. 

987.  Si,  sur  la  médiane  AM  d'un  triangle  ABC  comme  diamètre,  on  décrit 
une  circonférence  qui  coupe  en  G  la  circonférence  circonscrite,  AG  sera  le 
conjugué  harmonique  de  la  hauteur  AD  par  rapport  aux  côtés  AB  et  AC. 

988.  Si  G,  E,  F.  H  sont  les  points  où  une  droite  coupe  la  médiane  AD  et  les 
côtés  AC.  AB,  CB  il 'un  triangle  ABC.  on  aura  : 

EC        BF       2Gp_ 
EA  ^  FA  ^  GA 

989.  Si  (S,ABCD)  est  un  quaterne  harmonique,  les  rapports  des  distances 
des  points  de  SA  et  de  SC  aux  rayons  SB  et  SD  seront  égaux. 

990  La  hauteur  d'un  triangle  est  moyenne  harmonique  entre  les  segments 
déterminés  par  les  côtés  AB  et  AC  sur  la  perpendiculaire  menée  par  le  milieu 
de  AC. 

991.  Si  l'on  prend  un  point  H  entre  A  et  B,  sur  la  sécente  AB,  on  a  ; 

AC.CB         AH.HB. 
CD'       "       HD-' 

PROBLÈME  iV 

340.  —  Etant  do7inés  trois  points  sur  une  droite  .construire  le  conjugué 
harmonique  de  l'un  d'euœ p)Cir  rapport  aux  deuxautres. 

Soient  A  et  B  deux  points  d'une  droite  (fig.  2j'8).  Si  l'on  se  donne  le  point 
intérieur  C,  on  trouvera  le  conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  aux  deux 
autres  points,  en  joignant  les  trois  points  à  un  point  quelconque  S  et  en 
menant  un  segment  EFG  qui  soit  divisé  par  SC  en  deux  parties  égales  ;  h^  qua- 
trième rayon  SD  du  faisceau  sera  parallèle  à  EG  et  le  point  où  il  rencontre 
AB  sera  le  conjugué  harmonique  cherché. 

Si  l'on  se  donne  le  point  extérieur  D,  on  mènera  le  segment  EG  entre  les 
rayon  SA  et  SB,  parallèlement  à  SD.  Le  rayon  SC  passant  par  le  milieu  de  EG, 
déterminera  .-uc  .\B  le  conjugué  C. 

341.  On  appelle  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  angle,  le  lieu  du 
■conjugué  harmonique  de  ce  point  sur  toutes  les  transversales  qu'on  peut 
mener  de  ce  point,  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  respectifs  de 
chacune  des  transversales  avec  les  côtés  de  l'angle.  Le  point  considéré 
s'appelle  pôle. 

THÉORÈME  .XXKI 

342. — La  polaire  d'uyi  poi?it  parrap^jort  à  un  angle  est  une  droite 
passant  par  le  somynet  de  V angle. 

Soit  C  le  conjugué  harmonique  du  point   D  par  lequel  on  a  mené  la 
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sécante  ABD,  dans  l'angle  ASB  (fig.  23y).  Le  quaterne  (S,  ABCD)  est  donc 

harmonique  et  par  suite  le  rayon  SC  est 
le  lieu  du  conjuguéde  Dsur  toute  sécante 
menée  par  D. 

THÉORÈME  XXIV 

343.  —  Si  par  un  point  on  mène 
(Jeu  '•  sècantps  dans  un  angle,  les 
droites  qui  j oigne r\1  les  points  d'in- 
tersection se  coupent  sur  la  polaire 
du  point. 

Fig-  -39.  Soient  G  et  C  (fig.  237)  1-s  conjugués 

harmoniques  de  D  sur  les  deux  sécantes 
DE  et  DA  ;  ces  points  appartieni)ent  à  un  même  rayon  SGC  (342). 

Joignons  TC  et  soit  G'  le  point  où  TC  prolongé  rencontre  DE.  On  a  (332, 
Re.m.)  :  (ABCD)=  (EFDG').  Mais  (ABCD)  =  —  1  :  donc  on  a  aussi  : 

(EFDG')  =  -  1   d'où  (EFG'D)  =  -  1  (325). 
c'est-à-dire  que  G'  est  le  conjugué  harmonique  de  D.  G'  se  confond  donc  avec-- 
G  et  CTG  se  confond  avec  SGC. 

PROBLÈME   V 

338.  -••  Construire  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  angle. 

La  construction  résulte  immédiatement  lu  théorème  précédent. 

Application.  —  992.  Si  on  joint  les  sommets  d'un  triangle  à  un  point 
quelconque,  les  conjuguées  harmoniques  de  deux  de  ces  droites  par  rapport 
aux  côtés  de  l'angle  d'où  elles  partent,  se  couperont  sur  la  troisième.  Les 
trois  points  où  elles  rencontrent  les  côtés  du  triangle  opposés  aux  angles 
d'où  elles  partent,  sont  en  ligne  droite. 

345.  --  On  appelle  quadrilatère  complet  la  figure  déterminée  par  quatre 
droites  dont  trois  ne  passent  pas  par  le  même  point.  Ces  droites,  appelées  côtés 
du  quadrilatère,  se  coupent  deux  à  deux  en  six  points  qui  sont  les  sommets 
du  quadrilatère.  Les  sommets  se  répartissent  en  trois  couples  de  sommets- 
opposés.  Les  droites  qui  les  joignent  sont  les  diagonales  du  quadrilatère. 

Ainsi,  dans  le  quadrilatère  ABFE,  SD  (fig.  239)  les  diagonales  sont  AF,  EB' 
SD. 

Applications.  —  993.  Si.  sur  deux  droites  OX  et  OY,  on  a  deux  segments  AB- 
CD, le  lieu  géométrique  des  points  P.  tels  que  la  sommée  des  triangle  PAB  et 
PCD,  soit  équivalente  à  une  aire  donnée,  est  une  droite  parallèle  à  la  base  MN 
du  triangle  qu'on  forme  en  prenant  sur  les  deux  droites,  à  partir  du  point  0, 
des  longueurs  OM  et  ON  respectivement  égales  à  AB  et  CD. 

994.  Les  milieu.x  des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  sur  une 
même  droite;  elle  passe  par  le  centre  du  cercle  inscrit  si  le  quadrilatère  est 
circonscriptible. 

THÉORÈME  XXV 

346.  —  Dans  tout  quadrilatère  complet,  chaque  diagonale  est  divisée 
harmoniquement  par  les  deux  autres. 
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Soit  le  quadrilatère  complet  SETF,  AB(fig-.  239).  ST  est  la  polaire  du  point 
D  par  rapport  à  l'angle  ASB  (343).  G  et  D  sont  donc  des  conjugués  harmoni- 
ques c'est-à-dire  que  les  diagonales  ST  et  AB  divisent  harmoniquement  la  diago- 
nale EF.  De  même  les  diagonales  ST  et  EF  divisent  harmoniquement  AB  en  C 
et  D.  Enfin,  DT  étant  la  polaire  de  S  par  rapport  à  l'angle  EDA,  le  quaterne 
(D,  STGCj  est  harmonique  et  la  diagonale  ST  est  divisée  harmoniquement  par 
les  deux  autres  en  G  et  G. 

PROBLÈME   VI 


347.  —  Construire  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  circon- 
férence. 

Menons  par  le  point  P  les  sécantes  PAB  et  PCD  (fig.  240),  puis  les  cordes 
BC  et  AD  et  les  cordes  DB  et  AC.  Ces  cordes  déterminent  les  points  F  et  F. 
La  diagonale  FE  du  quadrilatère  complet  FBEA,  DC  détermine  sur  BA  et 

DC  les  conjugués  harmoniques  de  P. 

FE  est  donc  la  polaire  du  point  P. 

Applications.  —  995.  Les  polaires 
d'un  point  relativement  aux  trois 
angles  d'un  triangle  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  trois  points  situés  sur 
une  droite  qu'on  appelle  \^  polaire 
du  point  par  rapport  au  triangle. 

>  996.  Si  on  prolonge  les  côtés  opposés 

d'un  quadrilatère  inscrit  jusqu'à  leur 
rencontre,    la  droite  qui  joindra  le 
centre  au  point  de  rencontre  des  dia- 
gonales   sera    perpendiculaire    à    la 
droite  qui  joint  les  points  de  rencon- 
tre des  côtés  opposés  et  la  coupera  au  point  où  elle  est  rencontrée  par  les  cir- 
conférences circonscrites  aux  quatre  triangles  formés  par  les  côtés  du  quadri- 
latère. 

997.  Si,  des  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit, 
on  mène  des  tangentes,  ces  tangentes  seront  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  la  distance  des  points  de  rencontre, 
et  cette  distance  est  double  du  segment  tangent  mené  de  son  point  milieu. 

998.  La  circonférence  qui  passe  par  les  points  milieux  des  diagonales  et  l'un 
des  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  est  tangente  à  la  droite  qui  joint  es 
points  de  rencontre. 

999.  Si  d'un  point  C  extérieur  à  une  circonférence,  on  mène  deux  tangentes 
CD,  CE  et  qu'on  joigne  les  deux  fjoints  D  et  E  aux  extrémités  A  et  B  d'un  dia 
mètre  par  des  droites  qui  se  coupent  en  F,  CF  sera  perpendiculaire  à  AB  et 
égal  à  CD. 

lOOU.  Si  on  joint  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  inscrit  à  un  point  D  par 
des  droites  qui  rencontrent  la  circonférence  en  A',  B',  C,  le  triangle  A'B'C  ' 
sera  homologique  avec  ABC  et  l'axe  d'homologiesera  la  polaire  de  D. 

lUUl.  Si,  sur  une  droite  donnée,  on  prend  deux  points  conjugués  A  et  B,  a 
circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre  rencontrera  en  un  point  rixe  C 
le  diamètre  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  et  AC  sera  égal  à  la  tangente 
menée  de  A  à  la  circonférence  donnée;  la  somme  des  carrés  des  inverses  des 
Cordes  interceptées  sur  les  polaires  de  .\  et  de  B  sera  constante. 

Cambiee  et  Lambot.  —  Atliénées.  9 
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1U02.  Si  deux  cordes  AB.  CD  se  coupent  en  P.  la  droite  qui  juindra  les  points 
d'intersection  des  tangentes  en  A  et  C,  en  B  et  D,  passera  par  le  point  F. 

1003.  Les  pôles  de  l'axe  radical  de  deux  circonférences,  relativement  à 
chacune  d'elles,  divisent  tiarmoniquement  la  distance  des  centres  de  simili- 
tude de  ces  circonférences. 

1U04.  Si,  d'un  point  de  l'une  des  circonférences,  on  mène  des  droites  aux 
centres  de  similitude  de  deux  circonférences,  elles  rencontreront  l'autre  cir- 
conférence en  quatre  points  dont  deux  seront  aux  extrémités  d'un  diamètre, 
et  la  droite  qui  joindra  les  deux  autres  passera  par  un  point  Hxequi  est  le  pôle 
de  l'axe  radical  relativement  à  cette  circonférence. 

looo.  Si,  d'un  point  de  l'axe  radical  de  deux  circonférences,  on  mène  un  seg- 
ment tangent  à  l'une  d'elles  et  que  de  ce  point  comme  centre,  avec  le  segment 
pour  rayon,  on  décrive  une  circonférence,  cette  circonférence  coupera  la  ligne 
des  centres  en  deux  points  fixes  qui  diviseront  chaque  diamètre  en  parties 
harmoniques. 

lOOt).  Soit  T  un  point  sitiié  sur  le  prolongement  du  diamètre  DE  d'un  cercle 
0;  MN  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menées  par  T;  ÏAB  une  sécante 
quelconque  rencontrant  MN  en  C;  P  le  point  diamétralement  opposé  à  M. 
Démontrer  1°  que  le  rapport  (TACB'  est  harmonique;  2°  que  le  quaterne 
(P.NAMB)  est  harmonique;  3°  que  PA  et  PB  déterminent  sur  le  diamètre  DE 
les  segments  (  iK  et  OL  égaux  (C.  G.). 

1007.  On  donne  1°  trois  points  A,  H,  C  sur  une  même  droite,  A  étant  extérieur 
au  segment  BC;  2"  une  circonférence  passant  par  B  et  C;  3"  une  sécante 
variable  AED;  4°  le  point  de  rencontre  M  de  CD  et  BE,  et  le  point  de  rencontre 
N  de  BD  et  CE;  5o  la  projection  orthogonale  de  P  sur  MN.  On  dimande  1° 
le  lieu  du  centre  de  la  circonlérence  circonscrite  au  triangle  AMN.  quand  on 
fait  varier  la  sécante  AED;  2°  de  démontrer  que  le  rapport  des  segments  PC 
et  F'B  reste  constant  quand  le  ra}on  de  la  cii  conférence  varie  (M). 


Théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie  plane. 

lt)U8.  Par  un  point  pris  à  l'int'^rieur  dun  triangle,  lancer  une  bille  de 
manière  qu'après  s'être  réfléchie  sur  les  trois  côtés,  elle  revienne  au  point  où 
elle  a  touché  le  premier  côté. 

1009.  Si,  dans  un  triangle  ABC.  l'angle  A  =  60'^,  lec*  ntre  du  cercle  des  neufs 
points  se  trouvera  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A  et  au  milieu  du  segment  qui 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle. 

1010.  Si,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit  extérit  urement  des 
triangles  équilatéraux  BCA'.  CAH'.  ABC,  les  centres  des  triangles  équilatéraux 
sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral.  Calculer  l'aire  du  triangle  A'B'C' 
en  fonction  des  côtés  du  triangle  AKC. 

1011.  Etant  donnés  deux  parallèles  et  dt:U.x  points  de  part  et  d'autre,  trouver 
le  plus  court  chemin  pour  aller  d'un  point  a  l'autre,  la  partie  comprise  entre 
les  parallèles  ayant  une  direction  doimée. 

1012.  Etant  donné  un  point  P  à  l'intérieur  il'un  cercle  0,  trouver  sur  la  cir- 
conférence un  point  H  tel  que  l'angle  PHO  soit  le  plus  grand  possible. 

1013.  pétant  donnés  deux  circonférences  et  un  point,  mener  à  ces  deux  cir- 
conférences deux  tangentes  parallèles  telles,  que  les  distances  du  point  aux 
tairgeni'S  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 
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1014.  Etant  donnés  deux  droites  et  un  point  sur  chacune  d'elles,  décrire 
deux  circonférences  tangentes  entre  elles,  tangentes  aux  deux  droites  aux 
points  donnés  et  dont  les  rayons  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné. 

1015.  Si,  dans  un  quadrilatère,  deux  angles  opposés  sont  droits,  la  diagonale 
opposée  à  ces  angles  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  ren- 
contre des  côtés  opposés. 

1016.  Etant  donnés  trois  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit,  déterminer  le 
quatrième  sommet  de  manière  que  le  quadrilatère  soit  circonscriptible. 

1017.  Si  un  quadrilatère  est  circonscrit,  les  points  de  rencontre  des  hauteurs 
des  triangles  formés  par  les  tangentes  et  leurs  cordes  de  contact  sont  les 
sommets  d'un  parallélogramme. 

1018.  Dans  un  triangle,  la  droite  qui  joint  le  milieu  d'un  des  côtés  au  milieu 
de  la  distance  du  sommet  opposé  au  point  de  rencontre  des  hauteurs,  est 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs  menées  des  deux 
autres  sommets. 

1019.  Le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  est  moyen  proportionnel 
entre  les  distances  du  centre  aux  points  où  le  diamètre  perpendiculaire  à  l'un 
des  côtés  rencontre  les  deux  autres. 

1920.  Si  un  triangle  équilatéral  est  inscrit  dans  un  cercle,  la  distance  d'un 
point  D  de  l'arc  (AC)  au  sommet  B  est  égale  à  la  somme  de  ses  distances  aux 
sommets  A  et  C.  Le  carré  de  DR  surpasse  la  somme  des  carrés  de  AD  et  de  DC 
de  quatre  fois  le  rectangle  du  rayon  et  de  la  distance  de  D  à  A(\ 

1021.  Si  trois  parallélogrammes  sont  formés  par  trois  couples  de  parallèles, 
trois  de  leurs  diagonales  se  couperont  en  un  même  point  et  passeront  par  les 
sommets  du  triangle  formé  par  les  trois  autres  diagonales. 

1022.  Si,  des  deux  extrémités  du  côté  AC  du  triangle  Al^C,  on  mène  des 
perpendiculaires  aux  côtés  opposés,  puis  qu'on  joigne  les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  par  la  droite  DE  qui  rencontre  AC  en  K,  la  droite  qui  joint 
le  point  M,  milieu  de  AC.  à  l'orthocentre  H,  est  perpendiculaire  a  BK  ;  la 
droite  DE  est  perpendiculaire  au  diamètre  BK  et  KH  à  BM. 

102.'^.  Le  triangle  qu'on  forme  en  joignant  les  centres  des  carrés  construits 
sur  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  est  équivalent  au  carré  fait  sur  la  demi- 
somme  des  côtés  de  l'angle  droit. 

1024.  Si  A',  B',  C  sont  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  ABC,  les  pieds  des 
perpendiculaires  menées  de  A' à  AB,  AC,  HB'  et  CC  sont  en  ligne  droite. 

1025.  Si  A',  B',  C  sont  les  points  où  les  perpendiculaires  menées  aux  côtés 
d'un  trianglft  ABC,  d'un  point  N  de  la  circonférence  circonscrite,  rencontrent 
cette  circonférence,  les  droites  A  A',  BB',  CC  seront  parallèles  à  la  droite  de 
Simson  du  point  N.  De  là,  on  peut  conclure  que  les  droites  de  Simson  de  deux 
points  diamétralement  opposés  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 

1026.  La  droite  de  Simson  d'un  point  N  de  l'arc  (BC)  est  perpendiculaire  à 
l'isogonale  de  AN  par  rapport  à  l'angle  A. 

1027.  Si  AiBiCi  est  le  triangle  symétrique  de  ABC  par  rapport  de  centre  du 
cercle  circonscrit,  et  A'B'C''  le  triangle  déterminé  par  les  points  où  les  hau- 
teurs du  triangle  ABC  rencontrent  la  circonférence  circonscrite,  les  droites  de 
Simson  d'un  point  de  ia  circonférence  circonscrite,  par  rapport  aux  triangles 
AiBiCi  et  A'B'C,  seront  perpendiculaires  à  la  droite  de  Simson  de  ce  point 
par  rapport  au  triangle  ABC  et  par  suite  seront  parallèles  entre  elles. 

1028.  Si  les  hauteurs  AD  et  BE  rencontrent  respectivement  en  F  et  G,  H  etK 
les  circonférences  décrites  sur  BC  et  CA  comme  diamètres,  ces  quatre  points 
sont  à  la  même  distance  du  sommet  C. 
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1029.  far  le  point  F,  pris  sur  le  prolongement  du  côté  BC  du  parallélo- 
grammH  ABCD,  mener  une  droite  PEFH  rencontrant  D  "  en  E,  DA  en  F 
et  le  prolongement  de  BA  en  H,  de  manière  que  le  triangle  KDF  soit  équivalent 
à  la  somme  des  triangles  ECP  et  FAH. 

liiSO.  Si  on  a  deux  carrés  adjacents  ABCD  et  AEFG,  ABE  étant  le  côté  com- 
mun, les  droites  DF  et  GC  se  coupent  sur  AB;  les  portions  interceptées  sur 
DF  par  AC  et  le  prolongement  de  BC  sont  égales. 

1031.  Si,  du  point  L  de  Lemoine,  on  mène  des  perpendiculaires  à  deux  des 
côtés  du  triangle,  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  est 
perpendiculaire  à  la  médiane  correspoml  au  troisième  côté,  et  si  par  L  on 
mène  des  parallèles  aux  côtés  du  triangle  orthique,  elles  rencontreront  les 
côtés  du  triangle  en  six  points  concycliques. 

1032.  Si  une  droite  coupe  en  A',  B',  C  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  ABC  et 
si,  par  les  sommets  du  triangle,  on  mène  des  parallèlps  à  la  droite,  rencontrant 
la  circonférence  en  A",  B",  C",  les  droites  A'A".  B'B".  C'C"  se  coupent  en  un 
même  point  de  la  circonférence  circonscrite. 

1033.  Si,  par  rapport  aux  trois  côtés  d'un  triangle,  on  prend  bs  symétriques 
d'une  droite  passant  par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs,  ces  trois  symé- 
triques se  coupent  en  un  même  point  de  la  circonférence  circonscrite, 

lUlM.  Quatre  droites,  situées  dans  un  plan,  forment  quatre  triangles  qui 
présentent  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  circonférences  circonscrites  à  ces  triangles  ee  coupent  en  un  même 
point; 

2°  Les  centres  de  ces  circonférences  se  trouvent  sur  une  même  circonfé- 
rence qui  passe  par  leur  point  commun  ; 

3"  Chaque  droite  appartient  à  trois  triangles;  les  droites  qui  joignent  le 
sommet  de  chaque  triangle,  opposé  à  la  droite  considérée,  au  centre  du  cercle 
circ(jnscrit  à  ce  triangle,  se' coupent  en  un  même  point  de  la  circonférence 
circonscrite  au  quatrième  triangle; 

4'J  A  chaque  droite  correspond  un  point  et  ces  quatre  points  sont  sur  la 
circonférence  des  centres; 

0"  Les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des  quatre  triangles  se  trouvent 
sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les  milieux  de 
diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  droites  ; 

6»  Si  ce  quadrilatère  est  inscriptible,  le  point  de  rencontre  des  quatre 
circonférences  cire  inscrites  est  sur  le  segment  qui  joint  les  points  de  ren- 
contre d<s  côtés  opposés  du  quadrilatère; 

7"  Le  carré  de  ce  dernier  segment  est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  des 
segments  ta-igenls  menés  à  la  circonférence  circonscrite  par  les  points  de  ren- 
contre des  côtés  opposés  ; 

8°  Si,  par  les  extrémités  de  ch:tque  côté,  on  mène  des  perpendiculaires  aux 
côtés  qui  aboutissent  à  ces  extrémités,  les  points  de  rencontre  de  ces  couples 
de  perpendiculaires  se  trouvent  sur  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  perpen- 
diculaire à  la  ilroitequi  joint  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés; 

9o  Ces  diamètres  sont  les  diagonales  des  parallélogrammes  qu'on  forme  en 
menant  par  les  extrémités  de  deux  côtés  opposés  des  perpendiculaires  à  ces 
côtés  ; 

luo  Si  R  est  le  point  commun  aux  quatre  circonférences  circonscrites 
et  A.  B,  C,  D,  les  sommets  du  quadrilatère,  on  a  : 

AR_Rp_Ap  AR^Rli^AB. 

BK  "  RC  ~"  CB  DR       RC       CD  ' 
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d'où  :1  résulte  que  si  l'on  divise  intérieurement  et  extérieurement  les  côtés 
opposés  AB  et  CD  dans  le  rapport  AI)  :  CH  et  les  côtés  AD  et  CB  dans  le  rapport 
AB  :  DC,  les  4  circonférence.-;  (cercles  d'AppoUonius)  décrites  sur  les  distan- 
ces des  points  de  division,  comme  diamètres,  passeront  par  le  point  com- 
mun. Les  centres  de  ces  quatre  cercles  sont  sur  une  même  circonférence. 

1(>35.  Trouver  un  point  M  tel  qu'en  le  projetant  sur  les  côtés  d'un  quadrila- 
tère en  A',  B',  C,  D',  la  figure  A'B'C'D'  soit  un  parallélogramme. 

1036.  Si,  par  un  point  d'une  circonférence,  on  mène  trois  cordes  sur 
lesquelles  on  décrit  des  circonférences,  les  trois  points  d'intersection  de  ces 
circonférences  sont  en  ligne  droite. 

10.37.  Dans  un  quadrilatère  inscriptiljle,  cha<|ue  diagonale  détermine  deux 
triangles;  les  points  de  rencontre  des  hauteurs  de  ces  quatre  triangles 
déterminent  un  quadrilatère  égal  au  quadrilatère  donné  ;  les  quatre  droites 
qui  joignent  les  pieds  des  perpendiculaires  menées  de  chaque  sommet  aux 
côtés  du  triangle  formé  par  les  trois  autres,  passent  par  un  même  point. 

Si  on  considère  les  triangles  ayant  pour  sommet  commun  le  j)oint  de  rencon- 
tre des  diagonales,  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  ces  quatre  triangles 
seront  les  sommets  d'un  parallélogramme,  de  même  que  leurs  orthocentres 
et  leurs  centres  de  gravité.  La  droite  qui  joint  le  centre  du  cercle  circonscrit 
à  l'un  de  ces  triangles,  à  l'orthocentre  du  triangle  opposé,  passe  par  le  point 
de  rencontre  des  diagonales. 

1038.  Si  on  prolonge  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  jusqu'à  leur 
rencontre,  la  droite  qui  passe  par  les  milieux  des  diagonales  passe  aussi 
par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  rencontre.  On  appelle  cette 
droite  la  médiane  du  quadrilatère. 

103'J.  L'aire  du  triangle  ayant  pour  sommets  l'un  des  points  de  rencontre 
des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  et  les  milieux  des  diagonales  vaut  le 
quart  de  l'ai le  du  quadrilatère. 

1040.  Un  pentagone  donne  lieu  à  cinq  quadrilatères  quand  on  prolonge  les 
côtés  de  deux  en  deu.K  :  les  médianes  de  ces  cinq  quadrilatères  passent  par  un 
même  point. 

1041.  Si,  dans  un  pentagone  ABCDE,  les  perpendiculaires  menées  des 
sommets  A,  B,  C,  D  aux  côtés  opposés  CD,  DE,  EA,  AB  se  coupent  en  un 
même  point,  la  perpendiculaire  menée  de  E  à  BC  passera  par  ce  point  ;  et 
si  le  pentagone  est  inscriptible  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  sur  une 
même  circonférence. 

1042.  Si,  dans  un  trapèze  ABCD,  les  angles  A  et  B  sont  droits,  et  si  par  le 
point  0  de  rencontre  des  diagonales  AC  et  BD,  on  mène  une  parallèle  aux 
bases,  qui  rencontre  AB  en  E,  EO  sera  la  bissectrice  de  l'angle  CEI).  Si,  sur 
DC  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence  à  laquelle  on  mène  la  tan- 
gente AF,  et  qu'on  mène  le  diamètre  FG,  la  somme  des  carrés  des  côtés  du 
trapèze  sera  équivalante  à  deux  lois  le  carré  de  AG.  Si  DC  est  perpendiculaire 
à  AC,  AC  sera  moyenne  proportionnelle  entre  AD  et  BC. 

1043.  Si,  sur  la  perpendiculaire  OA,  menée  du  centre  d'un  cercle  0  à 
une  droite  extérieure  AB,  on  prend  AD  équivalent  au  segment  tangent  mené 
de  A  à  la  circonférence,  les  segments  tangents  menés  des  différents  points 
de  AB  seront  égaux  aux  distances  de  ces  points  au  point  D. 

1044.  Trouver  sur  une  droite  donnée,  extérieure  à  deux  cercles  donnés,  le 
point  tel  que  la  somme  des  segments  tangents  menés  de  ce  point  aux  deux 
circonférences  est  la  plus  petite.  Quel  est  le  point  pour  lequel  la  difllerence 
des  segments  est  la  plus  grande  ? 
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1045.  Si  deux  circonférences  0  et  C  se  coupent  et  que,  par  lune  des  extré- 
mités A  de  la  ligne  des  centres,  on  ntiène  une  droite  à  l'un  des  points  d'in- 
tersection, les  distances  du  point  A  aux  deux  points  où  cette  droite  rencontre 
Ja  seconde  circonférence  sont  entre  elles  comme  le  rayon  OA  est  à  la  distance 
des  centres  OC. 

1046.  Etant  donnés  deux  circonférences  et  un  point  sur  chacune  d'elles, 
trouver  sur  l'axe  radical  un  point  tel  que  si  on  le  joint  aux  deux  points 
donnés,  ces  lignes  coupent  les  circonférences  en  deux  points  qui  se  trouvent 
sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe  radical. 

1047.  Mener  à  deux  circonférences  données  deux  segments  tangents  égaux 
qui  fassent  entre  eux  un  angle  donné. 

1048.  Trouver  l'aire  du  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  communes 
intérieures  à  deux  circonférences  et  une  tangente  commune  extérieure,  en 
supposant  les  tangentes  communes  intérieures  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre. 

1049.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement,  quelle  est  la 
distance  des  points  de  contact  d'une  tangente  commune  extérieure  ?  Démon- 
trer ijue  la  distance  du  point  de  contact  des  deux  circonférences  à  cette 
tangente  commune  est  moyenne  harmonique  entre  les  rayons. 

1050.  Si  deux  triangles  homologiqu  es  ont  leurs  côtés  perpendiculaires,  le 
centre  d'homologie  se  trouvera  en  l'un  des  points  d'intersection  des  circon- 
férences circonscrites  aux  triangles,  et  si  on  mène  de  ce  point  des  perpen- 
diculaires aux  côtés  des  deux  triangles,  les  droites  qui  joindront  leurs  pieds 
seront  parallèles  à  l'axe  d'homologie  des  deux  triangles. 

1051.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  en  A  et  si,  par 
le  point  A,  on  mène  une  sécante  ABC  rencontrant  les  circonférences  en  B 
et  C,  les  points  où  les  peroendiculaires  menées  de  B  et  C  au  diamètre 
passant  par  A  rencontrent  les  circonférences  sont  également  distants  de  A. 

1052.  Deux  circonférences  0  et  0'  sont  tangentes  en  A  ;  par  A  on  mène  une 
sécante  rencontrant  les  circonférences  en  B  et  B'  ;  puis  par  B'  une  tangente  à 
la  circonférence  0'  rencontrant,  en  C,  la  tangente  commune  aux  deux  cir- 
conférences. Démontrer  que  si  BC  rencontre  en  D  la  circonférence  0,  le 
quadrilatère  B'ADC  sera  inscriplible.  Déduire  de  là  le  moyen  de  construire 
une  circonférence  tangente  à  une  circonférence  donnée  et  passant  par  deux 
points  donnés. 

1053.  Deux  circonférences  se  coupent  en  A  et  B  ;  si,  par  ces  points,  on  mène 
à  l'une  d'elles  des  tangentes  qui  coupent  l'autre  et  D  et  C.  on  aura  : 

AC.  AD  =  BC.  BD. 

Si  par  A  on  mène  à  ces  circonférences  les  tangentes  AE  et  AF,  la  corde  AB 
sera  moyenne  proportionnelle  entre  BEet  BF;  le  point  B  sera  le  milieu  de  la 
partie  de  la  corde  AB  comprise  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle  EAF.  Si, 
par  A,  on  mène  une  droite  qui  coupe  les  circonférence.s  en  G  et  H,  les  distances 
BG  et  BH  seront  proportionnelles  aux  rayons  des  circonférences  et  si,  de  B,  on 

CK 

mène  BK  , perpendiculaire  à  GH,  le  rapport   yt^   est  constant. 

1054.  Si  les  quatre  côtés  d'un  parallélogramme  passent  par  les  extrémités 
de  la  ligne  des  centres  de  deux  cercles,  l'une  des  diagonales  passe  par  le  centre 
de  similitude  externe,  l'autre  par  le  pied  de  l'axe  radical. 

1055.  Si  deux  parallélogrammes  ABCD,  AB'C'D'  ont  l'angle  A  commun,  les 
droites  BD'.  CC,  DB'  se  coupent  en  un  même  point.  Il  en  serait  de  même  si 
les  angles  en  A  étaient  opposés  par  le  sommet. 
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1056.  Dans  un  trianglç  ACB  rectangle  en  A,  on  mène  la  médiane  CD,  puis 
les  perpendiculaires  CE,  CFà  CB,  CD,  rencontrent  BA  en  E  et  F  ;  faire  voir 
que  le  point  E  est  le  milieu  de  A  F. 

1057.  Les  segments  déterminés  sur  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
circonscrit  par  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  qu'ils 
font  entre  eux,  sont  inversement  proportionnels. 

1058.  Si  l'on  joint  un  point  0,  pris  à  l'intérieur  d'un  triangle  ABC,  aux  trois 
sommets  par  des  droites  qui  rencontrent  les  côtés  opposés  en  A' B' C,  on 
aura  : 

OA/        _OIV        _0Ç[_,  OA     ,     PB         OC 

AA'   +   BB'  +  ce  ~  *  AA'+  BB'  +  CC  —  ^• 

1059.  Si  les  diamètres  AA',  BB',  CC  de  la  circonférence  circonscrite  au  tri- 
angle ABC  rencontrent  en  a,  ,5,  y  les  côtés  BC,  CA,  AB,  on  aura  : 

oA'       ,3B'    ,    TÇ'  _ 
aA  "^  /3B  "^  yc 

1060.  Si,  par  un  point  0  pris  à  l'intérieur  d'un  triangle,  on  mène  des  paral- 
lèles aux  côtés,  1°  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  triangles  formés 
par  deux  côtés  et  une  parallèle  sera  égale  à  deux  fois  la  racine  carrée  dp  celle 
du  triangle;  2"  la  somme  des  racints  carrées  des  aires  des  triangles  formés 
par  deux  parallèles  et  un  côté  du  triangle,  est  égale  à  la  racine  cai  rée  de  celle 
du  triangle. 

1061.  Inscrire  dans  un  cercle  un  trapèze,  connaissant  son  aire  et  les  côtés 
non  parallèles. 

1062.  Si  l'on  divise  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  en  parties  inver- 
sement proportionnelles,  le  segment  qui  Joint  les  points  de  division  est  divisé 
en  parties  égales  par  la  droite  qui  Joint  les  milieux  des  diagonales  du  quadri- 
latère. 

1063.  Si  A',  B',  C  sont  les  points  où  se  coupent  les  côiés  homologues  du 
triangle  ABC  et  du  triangle  ortliique,  les  droites  AA',  BB',  CC  sont  respective- 
ment perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  l'ortliocentre  de  .ABC  aux 
milieux  des  côtés. 

1064.  Par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  circonférences,  on  mène 
deux  droites  rectangulaires  rencontrant  la  ligne  des  centres  en  a  et  a',  l'une 
des  circontérence  en  6  et  b' ,  l'autre  en  cet  c';  prouver  qu'on  a  toujours  : 

ab a'b' 

ac  '~  a'c'' 

1065.  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  un  cercle;  par  deux  points  de  la  cir- 
conférence on  fait  passer  des  circonférences  tangentes  aux  côtés  du  triangle; 
les  trois  points  de  contact  sont  en  ligne  droite. 

1036.  Etant  donnés  deux  cercles  et  le  triangle  formé  par  deux  tangentes 
communes  intérieures  et  une  tangente  commune  extérieure,  le  rectangle  des 
côtés  tangents  intérieurement,  est  équivalent  au  rectangle  des  rayons  plus  le 
rectangle  des  distances  du  commet  aux  points  de  contact. 

1067.  On  donne  un  triangle  ABC  et  deux  points  E,  F  sur  une  droite  passant 
par  A;  on  Joint  E,  F  à  un  point  0  de  la  base  BC  ;  la  droite  MNqui  joint  les 
points  où  ces  droites  coupent  AB  et  BC,  passera  par  un  point  tixe,  quel  que 
soit  le  pointe. 

1068.  Par  le  sommet  D  d'un  losange  AEDF  on  mène  une  droite  qui  rencontre 
AE  eu  B  et  AF  en  C;  on  Joint  ensuite  BF  et  CP]  qui  se  coupent  en  M.  Le  tri- 
angle BMC  tst  équivalent  au  quadrilatère  AEMF. 
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1069.  Si,  par  un  des  points  d'intersection  de  deux. circonférences,  on  mène 
une  droite  et  si  l'on  partage  dans  un  rapport  donné  la  partie  comprise  entre 
les  deux  circonférences,  le  point  ainsi  déterminé  décrira  une  circonférence 
lorsqu'on  fera  varier  la  droite. 

1070.  Etant  donnés  deux  cercles  égaux,  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  si 
l'on  mène  aux  circonférences  des  segments  tangents,  le  rectangle  de  ces  seg- 
ments soit  équivalent  à  la  distance  des  centres  multipliée  par  le  segment  per- 
pendiculaire mené  du  point  à  la  ligne  des  centres. 

1071.  Une  corde  EF  est  parallèle  à  un  diamètre  AR  d'un  cercle  ;  on  joint  EB 
et  de  F,  on  mène  au  diamètre  une  perpendiculaire  FH  qui  rencontre  BE  en  I  ; 
démontrer  que 

BH'  =  Hl.  HF. 

1072.  On  a  deux  cercles  concentriques  0  et  un  trapèze  ABCD,  dont  les  bases 
sont  AB  et  CD,  inscrites  dans  le  plus  grand  des  deux  cercles.  Si  E  et  F  sont  les 
points  où  les  bissectrices  des  angles  AOD  et  COB  rencontrent  la  circonférence 
intérieure,  EF  sera  parallèle  aux  bases  de  trapèze  et  sera  la  4«  proportionnelle 
à  OA,  OD  et  la  diagonale  AC.  Déduire  de  cette  propriété  un  moyen  de  con- 
struire une  4e  proportionnelle  à  trois  lignes  données  en  ne  faisant  usage  que 
du  compas. 

1073.  Si,  sur  les  diagonales  d'un  trapèze,  on  décrit  des  circonférences,  leur 
corde  d'intersection  passera  par  le  point  de  rencontre  des  côtés  non  paral- 
lèles. 

1074.  Si.  par  le  milieu  d'une  corde  donnée  dans  un  cercle,  on  mène  deux 
cordes  quelconques,  les  droites  qui  joindront  leurs  extrémités  rencontreront 
la  corde  donnée  en  des  points  également  dislants  de  son  milieu. 

1075.  Si  un  angle  do)iné  tourne  autour  de  son  sommet  et  que,  dans  ses  diffé- 
rentes positions,  on  mène  d'un  point  fixe  des  perpendiculaires  à  ses  côtés,  les 
droites  qui  joindront  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  seront  tangentes  à  une 
même  circonférence  qui  se  réduira  à  un  point  si  l'angle  donné  est  droit. 

1070,  Si,  à  partir  de  l'extrémité  B  du  diamètre  BC,  on  prend  les  ares  égaux 
(BD)  =  (BE),  et  si  on  joint  un  point  quelconque  F  de  la  circonférence  aux 
points  Bet  D  par  des  cordes  qui  rencontrent  CBen  Met  CE  en  N,  la  droite  MN 
est  perpendiculaire  à  CE. 

1077.  La  distan  '6  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle, 
est  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  l'excès  de 
ce  rayon  sur  le  diamètre  du  cercle  inscrit. 

1078.  Construire  un  carré,  connaissant  quatre  points  en  ligne  droite  par 
lesquels  les  côtés  doivent  passer. 

1079.  OA  et  OB  sont  deux  rayons  perpendiculaires  l'un  à  l'autre.  Sur  OA 
comme  diamètre  on  décrit  une  demi-circonférence;  déterminer  sur  OB  le 
centre  de  la  circonférence  tangente  à  cette  demi-circonférence  et  au  quadrant 
en  B;  calculer  ensuite  le  rayon  de  la  circonférence  tangente  aux  trois  autres. 

1080.  Si,  d'un  point  D  de  l'hypoténuse  BC  d'un  triangle  rectangle  ABC,  on 
mène  DE  perpendiculaire  à  AB,  et  DF  perpendiculaire  à  AC,  on  aura 

BC.BD  =  AB.BE  4- AC.DE  ; 

BD.DC  =  BE.EA  +  AF.FC. 

1081.  Si  on  a  deix  triangles  équilatéraux  ABC  et  A'B'C,  inscrits  dans  deux 
circonférences  concentriques,  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point 
de  l'une  des  circonférences  aux  sommets  du  triangle  inscrit  dans  l'autre  est 
constante. 
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1082.  Construire  un  triangle  rectangle  isoseèle,  connaissant  la  somme  ou  la 
diflférence  de  l'hypoténuse  et  d'un  côté  de  l'angle  droit. 

1083.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  l'angle  au  sommet  et  le 
rapport  des  segments  déterminés  sur  la  médiane  correspondant  à  la  base 
par  la  droite  qui  joint  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 

1084.  Construire  un  triangle  connaissant  1"  la  base,  la  différence  des  angles 
à  la  base  et  le  rectangle  des  deux  autres  côtés;  2°  l'angle  au  sommet,  la 
hauteur  et  le  rapport  des  segments  qu'elle  détermine  sur  la  base;  3°  l'angle 
au  sommet,  la  hauteur  et  le  rectangle  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  au 
sommet. 

1085.  Inscrire,  dans  un  triangle  donné,  un  triangle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  à  des  droites  données. 

1086.  Construire  un  triangle  connaissant  une  hauteur,  la  médiane  partant 
du  même  sommet  et  1°  le  rectangle  des  deux  autres  côtés;  |o  la  différence  des 
angles  à  la  base. 

1087.  Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  0  à  l'intérieur,  inscrire  dans 
ce  triangle  un  deuxième  triangle  dont  les  côtés  soient  divisés  en  parties  égales 
par  les  droites  OA,  OB,  OC. 

1088.  D'un  point  C,  extérieur  à  une  circonférence  0,  on  mène  les  tangentes 
CA  etCB;  de  D,  milieu  de  OC,  on  mène  les  tangentes  DM  et  DN;  la  distance  du 
centre  à  la  corde  des  contacts  MN  sera  double  de  sa  distance  à  la  corde  AB;  et 
si  E  est  le  point  où  DM  rencontre  AC,  DE  vaudra  la  moitié  de  EC. 

1089.  AD  étant  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  de  l'angle  droit  A  d'un 
triangle  rectangle  ABC  à  l'hypoténuse  BC.  la  parallèle  à  AD,  menée  par  le 
centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ADC  intercepte  sur  AC,  à  partir  de  A, 
un  segment  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC. 

1090.  La  droite  AE  qui  joint  le  sommet  A  du  triangle  ABC  au  point  de  con- 
tact du  côté  opposé  BC  avec  la  circonférence  ex-inscrite,  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  le  milieu  M  de  BC  au  centre  I  du  cercle  inscrit.  De  là  on  conclut  que 
Ml  passe  par  le  milieu  du  segment  qui  joint  le  sommet  A  au  point  de  contact 
du  côté  opposé  BC  avec  le  cercle  inscrit  et  qu'elle  intercepte  sur  la  hauteur 
AI)  à  partir  de  A,  un  segment  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit. 

1091.  La  droite  qui  joint  un  sommet  d'un  triangle  à  l'extrémité  du  diamètre 
du  cercle  inscrit,  perpendiculaire  au  côté  opposé,  passe  par  le  point  de  contact 
de  ce  côté  avec  la  circonférence  ex-inscrite. 

1092.  La  distance  du  milieu  d'un  côté  au  point  de  contact  de  la  circonférence 
inscrite  est  moyenne  proportionnelle  entre  ses  distances  aux  pieds  de  la  hau- 
teur et  de  la  bissectrice  de  l'angle  opposé. 

1093.  Par  le  point  D  ou  la  bissectrice  de  l'angle  A  rencontre  le  côté  BC,  on 
mène  à  la  circonférence  inscrite  la  tangente  DM,  qui  coupe  en  E  et  F  les  droi- 
tes A'B'  et  A'C,  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ;  démontrer  que 
le  quadrilatère  EB'C'F  est  inscriptible  et  que  le  point  où  A'M  rencontre-la  cir- 
conférence inscrite  est  le  point  de  contact  de  la  circonférence  inscrite  avec  la 
circonférence  des  neuf  points. 

1094.  Si,  sur  deux  côtés  d'un  triangle  et  sur  la  médiane  partant  du  même 
sommet  comme  diamètres,  on  décrit  des  circonférences,  toute  corde  menée 
par  le  sommet  dans  les  deux  premières  est  divisée  par  la  troisième  en  parties 
égales. 

1095.  Si  on  a  deux  cordes  quelconques  AB  et  CD  dans  un  cercle,  le  rectangle 
des  distances  des  points  A  et  B  à  la  corde  CD  est  équivalent  au  rectangle  des 
distances  des  pointes  C  et  Dà  la  corde  AB. 
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1096.  La  circonférence  décrite  sur  la  base  d'un  triangle  comme  diamètre, 
rencontre  les  bissectrices  des  angles  à  la  base  en  deux  points  qui  se  trou- 
vent sur  la  corde  des  contacts  de  la  circonférence  inscrite  avec  les  deux  autres 
côtés. 

1007.  Si  l'on  prolonge  la  symédiane  AD  d'un  triangle  inscrit  ABC  jusqu'à 
sa  rencontre  en  E  avec  la  circonférence,  les  rectangles  des  côtés  opposés  du 
quadrilatère  ABEC  sont  équivalents  ;  BC  est  la  symédiane  des  triangles  ABE 
et  ACE. 

1098.  Si  un  triangle  est  circonscrit  à  un  cercle,  et  si  l'on  mène  des  tangentes 
parallèles  aux  côtés,  elles  formeront  trois  triangles  ayant  un  sommet 
commun  avec  le  triangle  primitif  ;  la  somme  des  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits à  ces  triangles  est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit  au  premier 
triangle. 

1099.  Si  deux  triangles  ABC,  A'B'C  métaparalléles  ont  pour  métapoles 
D  et  D',  les  points  où  les  droites  AD',  BD',  CD'  rencontrent  B'C,  C'A',  A'B' 
sont  sur  une  même  droite  qui  passe  par  les  points  où  A'D,  B'D,  CD  ren- 
contrent BC,  CA,  AB;  cette  droite  est  parallèle  à  DD'. 

1100.  Par  un  point  donné  dans  un  angle  droit,  mener  une  sécante  telle  que 
la  somme  des  carrés  de  ses  segments  soit  équivalente  à  un  carré  donné. 

1101.  D'un  point  extérieur  à  une  circonférence,  mener  une  sécante  telle  que 
le  segment  extérieur  soit  égal  à  la  distance  du  centre  à  la  sécante. 

1102.  Si,  des  extrémités  d'une  corde,  on  mène  des  perpendiculaires  à  une 
tangente,  le  rectangle  de  ces  perpendiculaires  sera  équivalent  au  carré  de  la 
distance  du  point  de  contact  à  la  corde. 

1103.  Si,  sur  la  base  BC  d'un  triangle,  on  prend  deux  points  D  et  D'  égale- 
ment distants  d'un  point  fixe  de  cette  base  et  si  l'on  joint  AD  et  AD'  qui  ren- 
contrent la  circonférence  circonscrite  en  E  et  E',  la  somme  AD.AE-|-  AD'.AE' 
est  constante. 

1 104.  Si  une  droite  CD  est  perpendiculaire  au  diamètre  AB  d'une  circonfé- 
rence et  si  les  droites  qui  joignent  les  points  A  et  B  à  un  point  de  la  circonfé- 
rence rencontrent  CD  en  E  et  F,  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABE 
et  ABF  seront  égaux. 

1105.  Si  l'on  prend  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  et  sur 
son  prolongement  deux  longueurs  AD  et  AE  égales  à  VaB.AC,  le  quadrila- 
tère BDCE  estinscriptible. 

1106.  Si,  par  le  centre  d'un  triangle  équilatéral  ABC,  on  mène  une  parallèle 
au  côté  BC,  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  de  cette  parallèle 
aux  sommets  B  et  C  sera  double  du  carré  de  sa  distance  au  sommet  A. 

1107.  Le  lieu  des  points  M  tels  que  MB"  +  MC"  =  2MA^  est  la  perpendicu- 
laire menée  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  médiane  AA'.  (Ap.  1 106.) 

1108.  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  bases  d'un  trapèze  ABCD  est  le  lieu 
des  points  M  tels  que  les  triangles  MAD  et  MBC  ou  MAC  et  MBD  sont  équi- 
valents. 

1109.  Si  un  triangle  LMN  est  inscrit  dans  un  autre  ABC,  L  se  trouvant 
sur  AB,  M  sur  BC,  N  sur  CA,  les  circonférences  circonscrites  aux  triangles 
ALN,  BML.  CNM,  se  couperont  en  un  même  point  qui  sera  le  centre  de  la 
circonférence  circonscrite  à  ABC,  si  le  triangle  MNL  est  semblable  à  ABC,  et 
l'un  des  points  de  Brocard  si  LMN  est  semblable  à  ABC. 

1110.  Si  deux  polygones  semblables  ont  leurs  côtés  parallèles,  tout  polygone 
inscrit  dans  l'un  et  circonscrit  à  l'autre,  sera  moyen  proportionnel  entre  les 
deux  premiers  polygones. 
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1111.  Si  les  côtés  opposés  d'un  hexagone  ABCDEF  sont  parallèles,  les 
droites  qui  Joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  passent  par  un  même  point. 

1112.  Etant  donnés  un  angle  droit,  sa  bissectrice  et  un  point,  mener  par  le 
point  une  sécante  telle  que  la  partie  comprise  entre  le  point  et  un  des  côtés, 
soit  égale  à  la  partie  comprise  entre  la  bissectrice  et  l'autre  côté. 

1113.  Si,  par  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  circonscrit,  on  mène  des 
tangentes,  elles  couperont  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  en 
trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

1114.  Si,  d'un  point  A  extérieur  à  une  circonférence  0,  on  mène  deux 
tangentes  AC  et  AB  et  si  D  est  le  m.ilieu  de  la  distance  de  A  à  la  corde  de 
contact  BC,  la  circonférence  décrite  sur  cette  distance  comme  diamètre  cou- 
pera ortliogonalement  la  circonférenc   0. 

1 1 15.  Si,  par  l'un  des  points  A  d'intersection  de  deux  circonférences  0  et  0' 
on  mène  une  droite  qui  coupe  les  circonférences  en  B  et  B',  les  perpendicu- 
laires menées  de  B  et  de  B'  à  AO'  et  AO  se  couperont  sur  la  corde  AA'  d'inter- 
section des  deux  circonférences. 

1116.  Si  A',  B',  C,  sont  les  projections  d'un  point  P  sur  les  côtés  du  triangle 
ABC,  les  perpendiculaires  menées  de  A,  B,  C  aux  côtés  du  triangle  A'B'C  se 
couperont  en  un  même  point  Q  isogonal  de  P.  Les  droites  AP,  BP,  CP  ceront 
perpendiculaires  aux  côtés  d  u  triangle  A"B"C",  déterminé  par  les  projections  de 
Q  sur  les  côtés  de  ABC.  Les  six  points  A',  B',  C,  A",  B",  C"  sont  sur  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  le  milieu  de  PQ.  Et  réciproquement. 

1 1 17.  Deux  circonférences  dont  les  rayons  sont  2  et  3,  sont  tangentes  inté- 
rieurement; par  le  centre  de  la  plus  petite,  on  mène  une  perpendiculaire  au 
diamètre  commun  et  par  les  points  où  elle  rencontre  la  grande  circonférence 
des  tangentes  à  la  petite;  démontrer  que  ces  tangentes  sont  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre. 

11 18.  Inscrire  dans  un  segment  AH,  un  triangle  isoscèle  DCE  dont  le  commet 
soit  au  milieu  de  AB  (t  tel  que  la  base  et  la  liauteur  aient  ensenble  une  lon- 
gueur donnée.  Quel  est  le  maxnnum  de  cette  longueur  ? 

1119.  Sur  les  deux  côtés  AB,  AC  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle, 
on  trace  extérieurement  deux  carrés  ABDE  et  ACFG  et  on  joint  BF  et  CD  qui 
coupent  les  côtés  de  l'angle  droit  en  H  et  K;  faire  voir  que  AH  =  AK  et  que 

ÂH'  =  HC  X  KB. 

1120.  Du  sommet  A  de  l'angle  droit  dans  un  triangle  rectangle  on  mène  AD 
perpendiculaire  à  l'hypoténuse  BC;  DE  perpendiculaire  à  AC  ;  EF  perpendicu- 
laire à  BC  et  ainsi  de  suite;  la  limite  de  la  somme  de  ces  segments  perpendi- 
culaires est 

(AC  +  CB)  AC 
AB 

1121.  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  de  ditférents  points  de  AC,  des 
parallèles  au  côté  AB,  puis  on  décrit  des  circonférences  avec  ces  paralèlles 
pour  rayon  ;  les  tangentes  menées  du  sommet  C  à  ces  circonférences. 'se  con- 
fondent 

1122.  Par  un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  triangle,  mener  une  droite  qui  le 
divise  en  deux  parties  équivalentes. 

1123  Si  d'un  point  P  situé  sur  le  diamètre  AB.  on  mène  une  sécante  quel- 
conque rencontrant  la  circonférence  aux  points  M  ei  M',  et  si,  par  M  et  M',  on 
mène  à  cette  sécante  des  perpendiculaires  rencontrant  en  D  et  D' la  tangente 
menée  par  A,  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  de  D  à  PD'  se  trouvera 
sur  une  circonférence  concentrique  à  la  circonférenée  donnée  et  passant 
par  P. 
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1124.  SI,  d'un  point  A  extérieur  à  une  circonférence,  on  mène  deux  tan- 
gentes AB,  AC  et  une  sécante  AE;  puis, qu'on  mène  la  corde  CD  parallèle  à  AH 
et  qu'on  Joigne  BD  qui  rencontre  AE  en  F,  le  triangle  DFC  sera  iso-cèle. 

1125.  Si  on  joint  un  point  fixe  A  au  point  de  contact  M  d'une  tangente  quel- 
conque à  une  circonférence  0  et  que  par  le  milieu  de  AM  on  lui  mène  une  per- 
pendiculaire qui  rencontre  la  tangente  en  P,  tous  les  points  P  seront  sur  une 
même  perpendiculaire  à  OA. 

1126.  On  a  deux  cercles  0  et  0'.  On  joint  les  extrémités  A  et  B  de  la  ligne 
des  centres  à  deux  points  E  et  E'  de  l'axe  radical  des  deux  circonférences.  Si 
AE  et  AE'  coupent  la  circonférence  0  en  C  et  C  et  si  BE  et  BE'  coupent  la  cir- 
conférence 0'  en  D  et  D',  les  droites  CC  et  DD'  se  couperont  sur  l'axe  radical 
des  deux  circonférences.  Quand  AE  est  perpendiculaire  à  BE',  AE'  est  aussi 
perpendiculaire  à  BE  et  les  quatre  points  C,  C,  D,  D'sont  en  ligne  droite. 

1 127.  D'un  point  M  du  diamètre  AD  du  cercle  0  circonscrit  au  triangle  ABC, 
on  mène  ME  et  MF  perpendiculaires  à  AB  et  AC  et  on  les  prolonge  jusqu'à 
leur  rencontre  en  H  et  K  avec  CD  et  BD;  on  joint  EF  et  HK  qui  coupe  AD 
en  N;  démontrer  1°  que  EF  est  parallèle  à  HC;  2°  que  HK  est  perpendiculaire 
à  la  symédiane  de  A  du  triangle  BAC;  3°  que  ON  est  égal  au  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  AEF, 

1128.  Si  A,  B,  C;  A'.  B',  C  sont  les  points  où  deux  droites  coupent  les  côtés 
d'un  triangle,  les  droites  AB',  BC,  CA'  de  même  que  A'B,  B'C,  C'A  couperont 
les  côtés  en  trois  points  qui  seront  en  ligne  droite. 

1129.  Si  a,  b,  e,  cl  sont  les  côtés  consécutifs  d'un  quadrilatère,  m  et  n  ses 
diagonales,  démontrer  que  l'aire  du  quadrilatère  est  égale  à 

\  \J\m'-n'-  —  {a^  —  b-  +  c-  —  d-y^. 

1130.  Si  un  quadrilatère  esta  la  îoisinscriptible  et  circonscriptible,  son  aire 
est  égale  à  la  racine  carrée  du  produit  de  ses  côtés. 

1131.  Si  E  est  le  point  de  rencontre  des  diagonales  AC  et  BD  d'un  quadri- 
latère circonscrit  ABCD,  M  et  N  les  points  de  contact  de  AB  et  de  CD,  on  a  : 

AE  _  AM 

EC  ~  CN' 

1 132.  Si,  par  le  point  0  de  rencontre  des  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit 
ABCD,  on  mène  une  parallèle  à  DC  qui  coupe  AB  en  E,  OE  sera  égal  au  segment 
tangent  mené  de  E  à  la  circonférence  circonscrite. 

1133.  Dans  un  quadrilatère  inscrit  ABCD,  si  du  sommet  A  on  mène  .\Q  per- 
pendiculaire à  DB  et  rencontrant  DC  en  C  et  si  du  sommet  D  on  mène  DP 
perpendiculaire  à  AC  et  rencontrant  AB  en  B',  la  droite  B'C  sera  parallèle  à 
BC.  Si  on  prolonge  les  côtés  opposés  AB  et  CD  jusqu'à  leur  rencontre  en  E  et 
que,  de  E,  on  mène  à  BC  la  perpendiculaire  EF,  les  circonférences  passant  par 
A,  B,  F  et  C,  D,  F  se  couperont  sur  EF. 

1134.  Dans  un  quadrilatère  ABCD.  on  mène  par  D,  DL  parallèle  à  CB  et  ren- 
contrant AB  en  L;  par  B,  on  mène  BP  parallèle  à  CD  et  rencontrant  AD  en  P; 
démontrer  1°  que  PL  est  parallèle  à  la  droite  EF  qui  joint  les  points  de  ren- 
contre des  côtés  opposés,  2»  si  DL  et  BP  se  coupent  en  0,  le  quadrilatère  APOL 
sei^a  inscriptible  quand  ABCD  sera  inscriptible,  3°  si  on  prend  sur  EA  et  EB 
des  longueurs  EH  et  EG  respectivement  égales  à  CB  et  DA,  GH  sera  parallèle  à 
PL  et  par  suite  à  EF,  4°  si  on  prend  un  point  quelconque  M,  la  somme  des  pro- 
duits de  AB  et  CD  par  les  distances  dé  M  aux  côtés  CD  et  AB  sera  équivalente 
à  celle  des  produits  de  AD  et  BC  par  les  distances  de  M  aux  côtés  BC  et  AD. 

1 135.  Si  un  rectangle  ABCD  est  inscrit  dans  un  cercle  et  que,  par  le  point  B, 
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on  mène  une  sécante  rencontrant  la  circonférence  en  E,  les  prolongements 
de  CD  et  de  DA  en  F  et  G,  démontrer  que,  si  BG  =  EF,  on  aura  : 

BC  _    CF  _   AG 

CF  ~~  AG  ~  AB* 

1136  Inscrire  dans  un  tiiang-le  un  rectangle  d'une  aire  donnée,  ou  sem- 
blable à  un  rectangle  donné. 

1137.  Inscrire,  dans  un  cercle  donné,  un  triangle  dont  deux  côtés  passent 
par  deux  points  donnés  et  dont  le  troisième  soit  parallèle  à  la  droite  qui 
joint  les  points  donnés. 

1138.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  dont  les  côtés  passent  par 
trois  points  donnés. 

1139.  Construire  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  la  bissectrice  de 
l'angle  qu'ils  forment. 

1140.  Si  AA',  BB',  ce,  DD'  sont  les  distances  des  sommets  d'un  carré  ABCD 
à  une  droite  quelconque,  démontrer  que  : 

ÂI'-  4-  CC"'^  -  2BB'.Dn'  =  ab'. 
]  141 .  Dans  un  triangle  ABC,  on  mène  la  hauteur  AD  ;  puis  par  D,  une  paral- 
lèle DE  à  AB,  rencontrant  AC  en  E  ;   quelle  relation  doit-il  exister  entre  les 
côtés  pour  que  DE  divise  le  triangle  en  deux  parties  équivalentes  ? 

1142.  Si  dans  un  hexagone  ABCA'B'C  les  côtés  opposés  sont  parallèlas  et  si 
les  diagonales  A  A'  et  BB'  sont  respectivement  parallèles  à  BC  et  CA'  la  troi- 
sième diagonale  CC  sera  parallèle  à  A'B'  ;  les  triangles  AB'C  et  A'BC  ont  même 
centre  de  gravité. 

1143.  Etant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  on  joint  AC  et  AE  ;  par  le 
centre,  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  coupe  ces  deux  droites  en  G  et  H  ; 
on  joint  BGetFH;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  droites. 

1144.  Si  deux  triangles  semblables  ont  un  sommet  homologue  commun,  les 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  autres  sommets  homologues  se  coupent 
au  second  point  d'intersection  des  circonférences  circonscrites  aux  deux 
triangles. 

1145. Si  un  triangle  est  circonserità  un  cercle,  les  symédianes  du  triangle 
inscrit  formé  par  les  points  de  contact  passent  par  les  sommets  du  triangle 
circonscrit. 

1146.  Si,  dans  un  triangle  circonserità  un  cercle,  les  bases  sont  divisées  aux 
points  de  contact  en  parties  inversement  proportionnelles,  les  diagonales  se 
coupent  sur  le  diamètre  perpendiculaire  aux  bases. 

1147.  Si  l'on  coupe  deux  circonférences  par  une  droite  et  qu'on  mène  des 
tangentes  aux  points  d'intersection  elles  détermineront  un  quadrilatère 
inscriptible. 

1248.  Etant  données  trois  droites  AB,  AC,  AD,  mener  une  séoante  BCD  telle 

que  — — —  soit  égal  à  un  rapport  donné. 
BC.CD 

1149,  Si  A  et  B  sont  les  extrémités  de  la  ligne  des  centres  de  deux  circon- 
férences 0  et  C  et  EF  l'axe  radical  de  ces  circonférences,  le  diamètre  de  la 
circonférence  tangente  à  la  circonférence  0,  à  l'axe  radical  et  à  la  circonfé- 
rence décrite  sur  AB  comme  diamètre,  sera  le  même  que  celui  de  la  circon- 
férence tangente  à  la  circonférence  C,  à  l'axe  radical  et  à  la  circonférence 
décrite  sur  AB. 

1150.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement,  la  droite  qui 
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joint  leur  pLiint  de  contact  au  point  de  contact  dune  tangente  à  la  circonfé- 
rence intérieure,  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  des  droites  menées  aux 
extrémités  de  la  corde  tangente. 

1151.  Si  deux  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  et  que,  d'un 
point  A  de  la  circonférence  extérieure,  on  mène  à  la  circonférence  intérieure 
les  tangentes  AC'B,  AB'C,  le  milieu  de  B'C  sera  le  centre  de  la  circonférence 
inscrite  au  triangle  ABC. 

1152.  On  a  deux  circonférences  0  et  T  qui  se  coupent  en  A  et  B  ;  on  joint  les 
points  A  et  B  à  un  point  quelconque  C  de  0,  par  des  droites  qui  rencontrent  T 
en  E  et  F  ;  démontrer  que  si  le  centre  O  se  trouve  sur  T  : 

lo  les  droites  qui  joignent  l'extrémité  H  du  diamètre  OT  aux  points  E  et  F 
sont  parallèles  à  CB  et  CA  ; 
2°  CH  est  une  symédiane  du  triangle  CAB  ; 
3°  Si  CH  coupe  la  circonférence  T  en  D  :'DC-  =  DA.DB. 

1153.  Les  circonférences  décrites  sur  les  hauteur.'«  d'un  triangle  comme 
diamètres,  rencontrent  les  côtés  en  six  points  qui  sont  les  sommets  d'un  hexa- 
gone inscriptible,  d(;nt  les  côtés  opposés  sont  parallèles  ;  les  diagonales  qui 
joignent  les  sommets  opposés  sont  parallèles  aux  côtés  du  triangle  orthique  ; 
les  triangles  qu'on  forme  en  joignant  les  sommets  Je  rang  pair  et  les  sommets 
de  rang  impair  '^ont  semblables  au  triangle  donné.  La  circonférence  circons- 
crite à  l'hexagone  est  ajipelée  la  circonférence  de  Taylor  du  triangle;  elle 
coupe  orthogonalement  les  circonférences  ex-inscrites  au  triangle  orthique. 

1154.  Si,  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  ABC,  on  mène  des  droites  A  A', 
BB',  ce  qui  se  coupent  en  P  ;  puis  par  A'  des  jjarallèles  A'E  et  A'D,  à  BB'  et  CC, 
et  rencontrant  AB  en  D  et  AC  en  E,  la  droite  DE  sera  parallèle  à  B'C  et  passera 
par  les  milieux  de  A'B'  et  A'C, 

1155.  Si,  par  le  centre  de  gravité  d'un  triangle,  on  mène  une  perpendicu- 
laire à  la  médiane  AD,  rencontrant  BC  en  F,  quel  sera  le  rapport  des  segments 
BFetFC  ?  Conclure  de  ce  rapport  que  les  points  où  les  perpendiculaires  aux 
médianes,  menées  par  le  centre  de  gravité,  rencontrent  les  côtés  corrospon- 
dants,  sont  en  ligne  droite. 

1 156.  Si  trois  circonférences  ont  deux  points  communs,  les  segments  tangents 
menés  d'un  point  de  la  circonférence  extérieure  aux  deux  autres  sont  dans  un 
rapport  constant  ;  et  si,  par  un  des  points  d'intersection,  on  mène  deux 
sécantes,  elles  seront  divisées  par  ces  circonférences  en  parties  proportion- 
nelles. 

1157.  Si  on  a  deux  diamètres  AC  et  BD  perpendiculaires  et  si  on  prend  un 
point  E  sur  le  rayon  OB,  qu'on  joigne  CE  et  par  A  on  mène  une  corde 
telle  que  la  partie  comprise  entre  CE  et  la  circonférence,  soit  divisée  en  deux 
parties  égales  au  point  H  où  elle  rencontre  OB,  on  aura  ; 

QB^  _    0?. 

1 158.  Si.  sur  un  diamètre  AB  d'un  cercle,  on  prend  deux  points  M  et  N  éga- 
lement distants  du  centre  ;  si  C  et  D,  E  et  F  sont  les  points  où  les  droites 
qui  les  joignent  à  l'une  des  extrémités  P  d'un  diamètre  FQ,  rencontrent  la 
circonférence  et  la  tangente  en  Q,  les  deux  quadrilatères  EFAB  etEFCDsont 
inscriptibles, 

1159.  Si  par  le  point  D  où  la  bissectrice  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC 
rencontre  la  base  BC,  on  mène  une  perpendiculaire  DE  à  cette  bissectrice  qui 
rencontre  AH  en  E,  on  aura 

AE       AB  ^  AC 
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IIGO.  Si  deux  droites  AE,  AF  sont  également  inclinés  sur  la  bissectrice  AD 
de  l'angle  A  i'un  triangle  ABC,  la  différence 

J 1_ 

DE        DF 
est  constante. 

1161.  A  étant  l'extrémité  du  rayon  perpendiculaire  audjamètre  BC  et  M  un 
point  pris  sur  la  circonférence  entre  A  et  C,  faire  voir  que 

!  1  2 


^r.MAC       tr. UAB       tr. MBC 

1162.  Si,  par  le  milieu  D  du  côté  BC  d'un  triangle  ABC,  on  mène  une  perpen- 
diculaire à  BC,  calculer,  en  fonction  des  côtés  du  triangle,  la  partie  de  cette 
perpendiculaire  comprise  entre  les  côtés  AB  et  AC 

li>63.  Si,  par  les  points  E  et  F  de  rencontre  des  côtés  opposés  d'un  quadrila- 
tère, on  mène  des  droites  qui  passent  par  le  point  de  rencontre  des  diagonales, 
elles  déterminent  sur  les  côtés  quatre  points  qui  seront  les  sommets  d'un 
quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  se  couperont  sur  les  diagonales  du 
premier.  Ces  points  d'intersection  se  trouvent  sur  la  droite  EF. 

1164.  Si,  par  les  sommets  B  et  C  d'un  triangle  ABC,  on  mène  les  droites  BF 
et  CF,  faisant  avec  AB  et  AC,  les  mêmes  angles  que  la  médiane  AD,  on  aura 

ÂF-  =  BC  X  CF. 

1165.  Si,  sur  la  base  AC  d'un  triangle  isoscèle  ACB,  on  décrit  une  demi- 
circonférence  qui  rencontre  CB  en  D.  la  tangente  menée  au  point  D  passe 
par  le  milieu  de  la  distance  du  point  B  au  point  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle. 

1166.  Par  les  sommets  A  et  C  d'un  quadrilatère  ABCD,  on  mène  AS  et  CO 
respectivement  parallèle?  à  CD  et  ABet  rencontrant  la  diagonale  BDen  Set  0' 
démontrer  que  si  R  est  le  point  de  rencontre  des  diagonales  AC  et  BD.  on  a  : 

RB.RD=  RO.RS. 

1167.  Si  ABCD  est  un  trapèze  dont  les  diagonales  se  coupent  en  G  et  si  par 
le  sommet  B,  on  mène  une  parallèle  BH  à  AD,  rencontrant  AC  en  H,  AG  sera 
moyenne  proportionnelle  entre  GC  etGH. 

1168.  Si,  par  le  point  R  d'intersection  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
ABCD.  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés  BC,  AD,  DC,  qui  rencontrent 
AB  en  E,  F,  G,  on  aura  : 

GE  X  GF  =  GA  X  GB. 

et  si  H  et  K  sont  les  points  où  la  parallèle  à  DC  rencontre  BC  et  Al),  GR  sera 
moyen  proportionnel  entre  GH  et  GK. 

116.1.  Si  A'B'C  sont  les  symétriques,  par  rapport  aux  sommets,  des  pieds 
des  hauteurs  d'un  triangle  ABC  le  triangle  A'B'C  vaut  six  fois  le  triangle  ABC 
plus  le  triangle  qu'on  forme  en  joignant  les  pieds  des  hauteurs. 

1170.  Si  on  joint  un  point  M  à  l'orthocentre  H,  au  centre  de  gravité  G,  et  au 
centre  du  cercle  circonscrit  0,  on  a  : 

Wi'^  +  2MÔ^  =  3(MG''^  -f  2GÔ'). 

1171.  La  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  triangle  surpasse  la  somme  des 
carrés  des  distances  des  sommets  à  l'orthocentre  de 

6(R-  —  SGÔ'O- 

1172.  Si  une  parallèle  à  BC  coupe  en  D  et  E  les  côtés  AB  et  AC  d'un  triangle 
ABC  et  si  AB'et  AC  sont  respectivement  moyennes  proportionnelles  entre  AB 
et  AD,  AC  et  AE,  le  triangle  AB'C  est  équivalent  au  triangle  BAE. 
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1173.  Si,  par  les  sommets  B  et  C  d'un  triangle  inscrit  ARC.  on  mène  à  la  cir- 
conférence deux  tangentes  qui  se  coupent  en  A'  et  si,  de  A',  on  mène  à  AB 
et  AC  les  perpendiculaires  A'B'  et  A'C,  la  médiane  AM  st^ra  perpendiculaire  à 

B'C  et  l'aire  du  triangle  A'B'C  sera  égale  à  .,,.^.. X  tf  ABC. 

1174.  Par  le  centre  de  gravité  G  d'un  triangle,  on  mène  une  droite  qui  coupe 
les  côtés  ou  leurs  prolongements  en  D,  E,  F;  trouver  la  relation  qui  lie  entre 
eux  les  trois  rectangles  GD.GE,  GE.GF,  GF.GD. 

1 175.  Sur  deux  segments  donnés  AB  et  AC  marquer  deux  segments  AE  et  AF 
qui  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné  et  tels  que  la  somme  des  carrés 
de  E3  et  FC  soit  équivalente  à  un  carré  donné. 

1176.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  deux  droites  données  et  tel  que 
la  corde  des  contacts  soit  vue  d'un  point  donné  sous  un  angle  donné. 

1 177.  Des  sommets  d'un  triangle,  décrire  trois  circonférences  qui  aient  une 
tangente  commune. 

1178.  Sur  les  deux  parties  BC  et  CA  du  diamètre  d'une  circonférence,  on 
décrit  deux  autres  circonférences  et  par  C  on  mène  une  corde  quelconque;  les 
parties  de  cette  corde  comprises  entre  la  circonférence  primitive  et  les  deux 
autres  sont  égales. 

1 179.  Trouver  une  circonférence  telle  que  les  segments  tangents  menés  à  cette 
circonférence  de  trois  points  donnés  soient  égaux  à  des  longueurs  données. 

1180.  Si  A',  B',  C  sont  les  centres  des  carrés  construits  extérieurement  sur 
les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  rectangle  en  A  : 

1"^'  les  droites  AA',  RB',  CC  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés 
du  triangle  A'B'C; 
2°  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C  ont  le  même  centre  de  gravité; 

3°  l'aire  A'B'C  =  BC'B'C  =/^4-^)' =  ^BA'C  : 

distances  de  l'orthocen 

égales  à 


4o  les  distances  de  l'orthocentre  du  triangle  A'B'C  aux  côtés  AB  et  AC  sont 

bc      . 
2»é)  +  c)' 


5»  A'B'-  +  B'C'^  +  C'A'-  =  AB*  +  BC"^  -f  CA"  +  ô^rABC. 

1181.  Dans  un  quadrilatère  ABCD,  par  C  on  mène  CO  parallèle  à  AB  et 
rencontrant  BD  en  0  ;  on  mène  OE  parallèle  à  AD  et  par  B,  BE  parallèle  à  CD; 
ces  deux  droites  se  couperont  sur  AC 
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LIVRE    V 
LE  PLAN 

348.  Définitions.  —  Voir  n°«  16  et  17. 

THÉORÈME  I 

349.  —  Par  trois  points  de  V espace,  non  situés  sur  une  même 
'droite,  il  passe  un  plan  et  un  seul. 

Voir  n°  18. 

Ou  énonce  aussi  le  théorème  eu  disant  :  Trois  points  quelconques 
(le  V espace  déterminent  un  plan. 

Corollaires.  —  I.  Une  droite  et  unp)oint  extérieur  à  cette  droite 
■déterminent  un  plan. 

Deux  points  A  et  B  marqués  sur  la  droite  et  le  point  donné  C 
déterminent  un  plan  qui  contient  la  droite;  i-éciproquement,  s'il 
existe  un  plan  contenant  la  droite  et  le  point  donné  C,  il  contient 
les  points  A,  B  et  C.  Or,  les  trois  points  A,  B  et  C  déterminent  un 
seul  plan;  il  en  est  donc  de  même  de  la  droite  et  du  point  C. 

II.  —  Deux  droites  qui  ont  un  poi^it  commun  déterminent  un  plan. 

III.  —  Deux  droites 2)arallèles  (Utmninent  un  idan. 

Elles  sont,  par  définition  dans  un  même  plan  et  ce  plan  est  unique 
■car  il  est  déterminé  par  l'une  des  parallèles  et  un  point  de  l'autre. 

IV.  —  Par  une  droite  donnée  passent  une  infinité  de  plans. 
Cette  droite  et  un  point  quelconque  A  de  l'espace  déterminent  un 

plan  a;  par  cette  droite  et  un  point  B  qui  n'est  pas  dans  le  plan  a, 
ipasse  un  second  plan  ^,  etc. 

Remarques.  —  Voir  n°  19. 

INTERSECTIONS 

théorèmp:  II 

350.  —  Une  droite  qui  passe  par  un  point  d'un  plan  et  par  un  point 
extérieur  à  ce  plan,  n'a  que  le  premier  point  commun  avec  le  plan. 
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Car  si  elle  avait  un  second  point  dans  le  plan,  elle  y  serait  toute  entière 
(348)  et  le  plan  contiendrait  ainsi  nécessairement  le  point  extérieur,  ce  qui 
est  absurde. 

Une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  un  plan,  rencontre  le  plan  en 
ce  point  commun,  qui  est  leur  point  d'intersection. 

(/OROLLAiRE.  Une  droite  qui  rencontre  un  plan  a  ne  peut-être  dans  un 
même  plan  avec  une  droite  du  plan  a  ne  passant  pas  par  le  point  d'inter- 
section de  lapremi'ere  droite. 

Car  le  plan  des  deux  droites  coïnciderait  nécessairement  avec  le  plan  a. 
puisqu'il  serait  déterminé  comme  celui-ci  par  la  droite  de  a  et  le  point  d'in- 
tersection de  l'autre  droite  avec  a  (349,  1). 

Deux  droites  qui  ne  peuvent  être  dans  un  même  plan  et  n'ont 
ainsi  aucun  point  commun,  se  croisent  ou  sont  gauches.  Un 
polygone  dont  les  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même  plan  est  gauche. 

THÉORÈME  111 

351.  —  Si  deiac  plans  distincts  ont  un  point  commun,  ils  ont 
une  droite  commune  passant  par  le poi72t. 

Soient  (fig.  241)  deux  plans  a  et  jî,  ayant  le  point  commun  P.  Par  le  point  P 

A  et  dans  l'un  des  plans, /5,  menons  une  demi- 

/p\  droite  quelconque  PA  sur  laquelle  nous  mar- 

/     \  quons  arbitrairement  le  point  A  Si  le  point  A 

/  V      \  est  dans  le  plan  a,  les  deux  plans  ont  en  com- 

/     \      l\  /■  ot  /    ^^^^  1^  droite  PA  et  le  théorème  est  démontré. 

/  \    1  /f*   ^  /         Dans  le  cas  contraire,  A  se  trouve  alors  d'un 

/  \p/  ';      \      /  côté  du  plan  a  et  par  suite  un  point  B,  marqué 

/_ Y'  l       •"•    /  sur  la  demi-droite  PB  opposée  à  PA,  sera  de 

\\l   /  l'autre  côté  du  plan  a.  Mais  alors  une  ligne 

\  jb/  quelconque  du  plan  ,5,  dont  les  extrémités  sont 

\i/  A  et  B  (  t  distincte  de  ia  droite  AB,  traverse 

^  nécessairement  le  plan  a  en  un  certain  point  Q. 

""  ~    ■  Dès  lors  les  plans  a  et  ,3.  contenant  chacun  les 

deux  points  PetQ,  contiennent  la  droite  PQ. 

Celte  droite  est  l'intersection  des  plans  distincts  a  ei  /5,  qui  se  coupent. 

THÉORÈME  IV 

352  —  Si  deu.v  plans  se  C"uppnl.  ils  n'ont  pas  d'autres  points 
communs  que  ceux  de  leur  dfoitc  d'intersection. 

Car  s'ils  avaient  un  point  commun,  en  dehors  de  leur  intersection, 
qui  est  une  droite,  ils  coïncideraient  nécessairement  (349,  I). 

Applications.  1182.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  s'appuie  sur 
deux  droites  gauches  données. 

1183.  Si  un  plan  coupe  plusieurs  plans  qui  passent  par  une  même  droite,  les 
différentes  inte^s^'Ctions  se  couperont  en  un  même  point. 

1184.  Si  trois  plans  se  coupent  deux  à  deux,  leurs  intersections  se  coupent 
en  un  même  point  ou  sont  parallèles. 


lilVEE   V 
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PLAN  ET  DROITE  PERPENDICULAIRES 


THEOREME  V 


353.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  deux  droites 
d'un  plan,  qui  passent,  par'  son  point  d'intersection  avec  le  plan, 
elle  est  perpendiculaire  à  toute  droite  menée  par  ce  point,  dans 
le  plan. 

Soit  la  droite  d  (fig.  242), qui    rencontre  le  plan  a  an  point  P  et 

perpendiculaire  à  deux  droites  PC  et 
PD  du  plan  a,  passant  par  P. 

Cette  hypothèse  est  légitime,  car  on 
peut  toujours  dansdeux  plans  distincts 
passajit  par  AB  (349,  IV)  mener  deux 
perpendiculaires  PC  et  PD  à  d.  Ces 
deux  perpendiculaires  déterminent  un 
plan  a. 

Menons  PM  quelconque  dans  le  plan 
CL  et  la  sécante  CD.  Joignons  enfin  les 
points  C,  M  et  D  à  deux  points  A  et  B 
de  la  droite  d,  symétriques  par  rap- 
poi't  au  point  P. 

PC  est  la  médiatrice  de  AB,  dans  le 
plan  ACB  ;  ou  en  conclut-  que  AC=:BC  ;  de  même  :  AD  =  BD, 
Les  deux  triangles  ACD  et  BCD  qui  ont  deux  côtés  égaux  chacun 
à  chacun  et  un  côté  commun  CD,  sont  égaux  et  ils  coïncideront  si 
Fou  fait  tourner  le  demi-plan  BCD  autoui'  de  la  droite  CD  jusqu'à  ce 
qu'il  contienne  le  point  A.  Après  rotation,  BM  coïncidera  avec  AM  ; 
donc  BM  =  AM  et  dans  le  triangle  isoscèle  AMB  la  médiane  MP  est 
perpendiculaire  à  AB. 

354.  —  Un  plan  et  une  droite  qui  le  rencontre  sont  perpendi- 
culaires l'un  à  l'autie,  lorsque  la  droite  est  perjjendiculaire  à  toutes 
les  droites  du  plan  qui  passent  pai'  son  [)oint  d'intersection.  Dans  le 
cas  contraire  la  droite  est  dite  oblique  au  plan. 

Le  point  d'intersection  de  la  dioite  et  du  plan  est  le  pied  'de  la 
perpendiculaire  ou  de  l'oblique. 


Fig.  242 


THEOREME  VI 


355.  —  Toutes  les  perpendiculaires  menées  à  une  droite, 
par  un  même  point  de  la  droite,  sont  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  cette  droite. 
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Deux  perpendiculaires  PB  et  PC  à  la  droite  d  (fig.  243)  déter- 
minent un  plan  a  qui  contient  toutes  les 
autres.  Car,  si  la  perdiculaire  PD 
n'était  pas  dans  a,  le  plan  p  déterminé 
par  d  et  PD  couperait  a  (351)  suivant 
une  droite  PD'  perpendiculaire  à  d(353) 
et  ce  plan  |S  contiendrait  deux  perpendi- 
culaires PD  et  PD'  à  une  ménae  droite 
au  même  point,  ce  qui  est  impossible. 

356.  Rotation.  —  Une  droite  d  et 
un  point  D  extérieur  déterminent  un 
plan.  Si  nous  menons  DP  perpendiculaire 
à  (i  et  si  nous  faisons  tourner,  autoui- 
de  d,  le  demi-plan  qui  contient  le  point  D,  le  segment  PD,  pen- 
dant le  mouvement,  reste  perpendiculaire  à  d,  au  point  fixe  P  ;  PD 
se  déplace  donc  dans  un  plan  a  perpendiculaire  à  d,  au  point  P, 
et  conmie  PD  est  invariable  en  longueur,  le  point  D  décrit,  dans 
ce  plan  a,  une  circonférence. 

Le  mouvement  du  point  D  est  une  rotation,  dont  la  droite  d  est 
Taxe,  le  point  P.  le  centre,  et  le  segment  PD,  le  rayon. 

THÉORÈME    VII 


Fig.  243 


357.  —  Par  un  point  quelconque  d'une  droite,  on  peut  ynener 
un  plan  perpeyidiculaire  à  cette  d?'oite,  et  un  seul. 

1°  Dans  deux  plans  distincts  passant 
par  la  droite  AB  (349,  IV),  menons  les 
deux  perpendiculaires  PC  et  PD  à  la 
droite  AB  (fig.  244).  Ces  deux  perpendi- 
culaires déterminent  un  plan  a  qui  est 
perpendiculaire  à  la  droite  AB  (353). 

2"  Un  auti'e  plan  j3,  passant  par  P,  ne 
peut  être  pei-pendiculaire  à  la  droite  AB, 
car  dans  ce   cas  un  plan   quelconque  y, 
mené  par  AB,  couperait  les  plans  a  et  [3 
Pig-  244  (351)  suivant  deux  droites  PQ  et  PR  per- 

pendiculaires à  AB  (353)  au  même  point  P  et  dans  un  même  plan  y, 
ce  qui  est  impossible.  Donc  a  est  le  seul  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  AB,  au  point  P. 

THÉORÈME  VIII 

358.  —  Par  un  point  eœtérietir  à  une  droite,  on  peut  mener 
un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  et  u?i  seul. 
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1"  Dans  le  plan  déterminé  par  le  point  P  et  la  droite  AB  (tig.  245) 
menons  PO  perpendiculaire  à  AB;  puis  dans 
un  plan  quelcouque  mené  par  AB  et  distinct 
du  précédent,  menons  OQ  perpendiculaire  à 
AB.  Les  droites  OP  et  OQ  déterminent  un  plan 
a  perpendiculaire,  en  0,  à  la  droite  AB  (353) 
et  contenant  le  point  P. 

2'-  Un  autre  plan  j3  mené  par  le  point  P 
et  perpendiculaire  à  AB  ne  peut  rencontrer 
cette  droite  au  point  0,  car  au  point  0  le 
plan  a  est  \o.  seul  plan  per[)en(licu]aii'e  à  la 
droite  AB  (357).  Ce  plan  p  ne  peut  non  plus 
rencontrer  la  droite  AB  en  un  p<iint  C, 
différent  do  0,  car  AB  serait  peipondiculaire  à  CP  et  comme  AB  est 
déjà  perpendiculaire  à  OP  (P),  le  triangle  POC  aurait  deux  angles 
droits,  ce  qui  est  impossible.  Il  n'existe  donc  pas  do  plan  P  distinct 
de  a,  passant  par  P  et  [)ei'|»('ndiciilaire  à  la  droile  AB. 


THEOREME  IX 


359.  —  Le  lieu  des  points  également  distants  de  deux  points 
est  un  plan  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  qui  joint  les 
deux  points. 

1°  Si  M  est  un  point  du  plan  a.  perpendi- 
culaire au  milieu  0  du  segment  AB  (fig.  246), 
OM   est    perpendiculaire    au   milieu   de    AB 
(353)  et  par  suite  (71)  on  a  : 
MA  =  MB. 

2"  Si  Ton  joint  le  point  0  à  un  point  quel- 
conque N,  extérieur  au  plan,   la  droite   ON 
n'est  pas  dans  le  plan  a  (350)  ;  elle  n'est  donc 
pas  perpendiculaire  à  la  droite  AB  (355)  et 
Fig.  246.  par  suite  NA  et  NB  sont  inégaux. 


THEOREME  X 


360.  —  Par  un  point  d'un  plan  on  peut  tnener  une  droite 
perpendiculaire  à  ce  plan  et  une  seule. 

1"  Construisons  dans  le  plan  a  (fig.  247)  un  angle  droit  ayant  pour 
sommet  le  point  donné  P.  Le  plan  [i  mené  par  P  et  perpendiculaire 
au  côté  PC  contiendra  le  côté  PB  (355);  le  plan  y  mené  par  P  et  per- 
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pendiculaire  au  côté  PB  contiendra  le  côté  PC.  ries  deux  plans  sont 
distincts,  sinon  ils  se  confondraient  avec  a; 
comme  ils  ont  le  point  P  commun,  ils  se  cou- 
pent suivant  une  droite  VA.  Celle-ci  est  à  la 
fois  dans  |3  et  y,  elle  est  donc  perpendiculaire 
à  PC  et  PB  et  par  suite  à  a. 

2°  Si  l'on  pouvait  mener  deux  perpendicu- 
laires PA  et  PA'  à  a  (iig.  248),  leur  plan  coupe- 
rait a  suivant  une  droite  d  à  laquelle  PA  et 
PA'  seraient  perpendiculaires  au  même  point, 
ce  qui  est  impossible. 


Fig.  247. 


k 


Corollaire.  —  Si  par  un  point  d'un,  plan,  on 
mène  deux  demi-droites  dont  l'uyie  est  perpendi- 
culaire au  plan,  elles  forment  un  angle  aigu  si 
elles  sont  d'un  même  côté  du  plan;  réciproque- 
inent  si  elles  foyinent  un  angle  aigu,  elles  sont 
d'un  mêine  côté  du  plan. 

Si  PA  est  perpendiculaire  au  plan  a  (flg.  248),  PA' 
est  oblique;  le  plan  de  l'angle  APA'  coupe  a  suivant 
une  droite  CD  à  laquelle  PA  est  perpendiculaire. 
1°  Si  PA'  est  du  même  côté  que  PA,  on  a 

APA'  <  APC=  ]£). 
2°  Si  APA'  est  aigu,  on  a 

APA'  <  l£)  =  APC 
ei  PA'  sera  intérieur  à  l'angle  APC  et  par  suite  du  même  côté  que  PA. 


FJg.  248. 


THEOREME  XI 


361.  —  Par  un  point  extérieur  à  un  plan,  on  peut  mener 
une  droite  pet^pendiculaire  à  ce  plan  et  une  seule. 

\"  Dans  le  plan  déterminé  par  le  point 
donné  P  et  une  droite  quelconque  d  de  a 
(fig.  249),  menons  la  perpendiculaire  PA 
a  la  droite  d.  Menons  ensuite  dans  a  la 
perpendiculaii'e  AB  à  la  droite  d,  puis 
entin  dans  le  plan  PAB,  la  perpendicu- 
laire PB  à  AB.  La  droite  PB  perpendi- 
culaire à  une  droite  BA  de  a,  sera  per- 
pendiculaire à  toute  autre  droite  BC 
passant  par  B  dans  a.  Car  des  triangles 
rectangles  BAC,  PBA  et  PAC,  ou  tire 
respectivement 


Fig.  249. 


BC'  =  BA'  +  AC' 


et 


PB'  =-  AP- 


BA' 
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et,  par  suite  BC'  +  PB'  =  AC'  +  PA'  =  PC" 

c'est-;i-iliie  que  le  triangle  PBC  est  rectangle  en  B.  PB  est  donc 

perpendiculaire  à  deux  droites  du  plan  a,  donc  au  plan  a. 

p  2°.  —  Si  Ton  pouvait  mener  (fig.  250)  deux 

perpendiculaires  PA  et  PA'   à  a,   leur  plan 

couperait  a  suivant  une  droite  d  à  laquelle  PA 

et  PA'  seraient  pei'pendiculaires  et  le  triangle 

J      APA'  aurait  deux  angles  droits. 

Application.  —  1185.  Si,  par  les  milieux  des  côtés 
d'un  triangle,  on  mène  des  plans  perpendiculaires  à 
ces  côtés, ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même 
droite. 


T 


Al 


Fig.  250 


THEOREME    XII 


362.  —  Si  d'un  point  extérieur  à  un  plan  on  mène  à  ce  plan 
le  segment  perpendiculaire  et  différents  segtnents  obliques  : 

T'  Lf!  segment  perpe?2diculaire  est  plus  petit  que  tout  segment 
oblique  ; 

2"  Deux  segments  obliques,  dont  les  pieds  sont  également 
écartés  du  pied  du  segment perpetidiculaire,  sont  égaux; 

o"  De  deux  segments  obliques  quelconques,  celui-là  est  le  plus 
grand  dont  le  pied  s'écarte  le  plus  du  pied  du  segment 
perpendiculaire . 

V   Si  PA  est    perpendiculaire    au   plan  a  (fig.  251),  tout  autre 

segment  PB  est  oblique  et  dans  le  tri- 
angle rectangle  PAB,  on  a  :  PA  <  PB 
(68). 

2"  Si  l'on  a  AB  =  AC,  les  triangles  rec- 
tangles PAB  et  PAC  sont  égaux,  puis- 
qu'ils ont  jiussi  le  côté  commun  PA  ;  par 
suite  :  PB  =  PC. 

3°  Si  l'on  a  AD  >  AB,  on  aura  (68),  en 
portant  sur  AD  le  segment  AE  =  AB  : 
PD  >  PE  =  PB. 


Fig.  251 


THEOREME    XIII 


363.  —  Réciproquement  :  Etant  donnés  un  plan  et  un  point 
extérieur  à  ce  plan  : 

1"  Le  segment  le  plus  petit  que  Von  peut  mener  du  point  au 
plan  est  le  segment  perpendiculaire  ; 
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2"  Les  pieds  de  deux  segments  obliques  égaux  sont  également 
écartés  du  pied  du  segment  perpendiculaire  ; 

S"  Si  deux  segments  obliques  sont  inégaux,  le  pied  du  plus 
grundest  le  plus  écarté  du  pied  du  segment  perpendiculaire. 

Ces  réciproques  s'établissent  aisément  par  Fabsurde. 

Corollaire.  —  Les  pieds  de  divers  segments  obliques  égaux  menés 
d'un  point  à  un  plan,  sont  sur  une  m/nie  circonférence,  dont  le  centre 
est  le  pied  du  segment  j^erpendiculaire  mené  du  point  considéré  au 
plan. 

364.  Distance  d'un  point  à  un  plan.  —  La  distance  d'un 
poiutàuu  plan  est  le  segment  perpendiculaire  mené  du  point  au 
plan  :  c'est  le  segment  le  plus  court. 

Application.s.  —  J186.  La  perpendiculaire  menée  au  plan  d'un  triangle  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit,  est  le  lieu  des  points  également  distants  des 
sommets  du  triangle. 

1 187.  Si  une  droite  fait  des  angles  égaux  avec  trois  droites  d'un  plan,  passant 
par  son  pied  dans  ce  plan,  elle  est  perpendiculaire  au  plan. 

THÉORÈME  XIV 


366.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  et  que,  par 
son  pied,  on  mène  une  perpendiculaire  à  une  droite  quel- 
conque du  plan,  la  droite  qui  joindra  le  pied  de  cette  seconde 
perpendiculaire  à  un  point  quelconque  de  la  jwemière,  sera 
2)erpendiculaire  à  la,  droite  du  plan. 

Par  le  pied  A  de  la  perpendiculaire ^j  au  plan  a,  (iig.  252)  menons 

AB  perpendiculaire  à  la  droite  cZ  de  a  et 
joignons  B  à  un  point  quelconque  P  de  la 
première  droite.  Si  l'on  prend  BC  =  BD, 
on  aura  (68)  dans  le  plan  a  :  AC  =  AD 
et  par  suite  (362)  ;  PC  =  PD.  PB  est 
donc  la  médiatrice  du  segment  CD  dans 
le  plan  PCD  c'est-à-dire  que  PB  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  d. 

RÉCIPROQUEMENT.   —   Si,   d'uu   point 
d' une  perpendiculaire  à  un  plan,  on  mène 
Fig.  252  une  perpendiculaire  à   une  droite  quel- 

conque du  plan,  la  droite  qui  joindra  les 
j)ieds  des  deux  perpendiculaires  sera  perpendiculaire  à  la  droite  du 
plan. 

Car,  si  l'on  prend  encore  BC  =  BD,  on  aura  (68j  PC  =  PD  et 
par  suite  (363)  :  AC  =  AD.  On  en  conclut  que  AB  est  perpendicu- 
laire à  d. 
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Ce  théorème  est  souvent  désigné  sous  le  nom  de  théorème  des 
trois  perpendiculaires  (p,  d  et  AB). 

Corollaire.  —  La  droite  du  plan  est  perpendiculaire  au  plan  des 
deux  antres  perpendiculaires . 

Car  la  droite  d  est  perpendiculaire  aux  droites  BA  et  BP  et  par 
suite  au  plan  ABP  qui  contient  la  droite 7? . 

Applications.—  1188.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  également 
distants  des  trois  côtés  d'un  triangle. 

1189.  Lieu  des  projections  d'un  point  P  de  l'espace  sur  une  droite  d  qui 
tourne  dans  un  plan  a  autour  d'un  point  fixe  de  ce  plan. 

119U.  On  donne  un  plan  a.  et  deux  points  extérieurs  A  et  B.  Lieu  des  points 
M  de  a  tels  que  1°  MA'  +  MB'  =  K'^  2°  MÂ"^  -  MB"  ■=  ±  K^. 

1191.  Lieu  des  points  d'un  plan  a  d'où  l'on  voit  un  segment  rectiligne  exté- 
rieur sous  un  angle  droit, 

1192.  Lieu  des  points  d'un  plan  a  d'où  l'on  voit  sous  des  angles  égaux  deux 
segments  A.\'  et  BB'  perpendiculaires  au  plan  a  en  deux  points  A'  et  B'  de  ce 
plan. 

1193.  Lieu  des  projections  d'un  point  de  l'espace  sur  tous  les  plans  passant 
par  une  droite  donnée. 

DROITES  PARALLÈLES 

théorèmp:  XV 

366.  —  Par  un  point  extérieur  à  une  droite,  on  peut,  dans 
l'espace,  mener  une  parallèle  à  cette  droite,  et  une  seule. 

Le  point  et  la  droite  déterminent  un  plan,  qui  est  unique  et  dans 
ce  plan  on  peut  mener  par  le  point  une  parallèle  à  la  droite  et  une 
seule. 

THÉORÈME  XVI 

367.  —  Tout  plan  qui  rencontre  une  droite,  rencontre  toute  parallèle 
à  cette  droite. 

Le  plan  a  rencontre  la  droite  a  au  point  A  (tig. 
253).  D'autre  part,  les  droites  parallèles  a  et  6  déter- 
minent un  plan  /5  qui  est  distinct  de  a,  sinon  le  plan 
a  contiendrait  la  droite  a,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse.  Or,  les  plans  a  et  /S  ont  un  point  com- 
mun A  :  donc  ils  se  coupent  suivant  une  droite  pas- 
sant par  A.  Cette  droite  située  dans  le  plan  /S  et  qui 
coupe  la  droite  a  doit  couper  sa  parallèle  b  (82)  en  un 
certain  point  B  qui  est  en  même  temps  dans  le  plan 
a.  La  droite  b  a  donc  un  point  commun  B  avec  le 
Fig.  253.  plan  a.  et  ne  peut  en  avoir  d'autre,  sinon  elle  serait 

dans  le  plan  ace  qui  est  impossible  car  les  plans  dis- 
tincts a  et,î  n'ont  en  commun  que  leur  intersection  AB  (352). 


a 

P 

k 

b 

1 

\ 

ri 

/.* 

c/ 

b/ 
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THÉORÈME  XVII 

368.  —  Si  un  plan  est  perpendiculaire  à  une  droite,  il  est 
perpeiidiculaire  a  toute  parallèle  à  celte  droite. 

•Soit  le  plau  a  pei  peDdicnlaire  à  la  droite  a,  au  point  A  (fig.  254)  ; 
il  reucuutro  (367)  la  parallèle  h  au  point  B. 
Le  plan  des  deux  parallèles  rencontre  x  sui- 
vant AB  et  comme  a  est  perpeuiliculaire  à 
a,  a  est  perpendiculaire  à  AB  et  il  en  est  de 
même  de  sa  p.nallèle  h. 

D'autre  part,  si  Ton  mène  daus  le  plan  a, 
CD  perpendiculaire  à  AB  et  si  l'on  joint  le 
point  B  à  un  point  (quelconque  P  de  a .  la  droite 
Fig.  254.  CD  sera  perpendiculaire  à  BP  (365)  et  comme 

elle  1%'st  par  construction  à  AB,  elle  sera  per- 
pendiculaire au  plan  PAB  qui  se  confond  avec  celui  des  deux  jiaral- 
lèles  (349,  III).  CD  est  doue  perpendiculaiie  à  la  droite  h  de  ce 
dernier  plan  et  la  droite  6,  perpendiculaire  à  AB  et  CD,  sera  perpen- 
diculaire au  plan  a. 

PiÉciPEOQUEMENT  :  Deux  perpeiidiriilnires  à  un  plan  sont  paral- 
lèles. 

Si  a  et  h  sont  perpendiculaires  au  plan  a,  la  pai'allèle  à  a  menée 
par  B  sera  perpendiculaire  à  a  et  se  confondra  donc  (360)  avec  b. 

Corollaire.  —  Deux  droites  a  et  h  parallèles  à  une  troisième  c, 
sont  parallèles  entre  elles. 

Cal'  un  plan  perpendiculaire  à  c  sera  perpendiculaire  aux  droites 
a  et  h  qui  seront  donc  parallèles. 

Applications.  —  1J94.  Les  segments  qui  joignent  deux  à  deux  les  milieux 
des  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  déterminent  un  parallélogramme. 

1145.  Dans  un  quadrilatère  gauche,  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés  et  les  milieux  des  diagonales  passent  par  un  même  point. 

m 

1 19ij.  Si  un  segment  AB  est  divisé  au  point  C  dans  le  rapport  —  et  (jue,  des 

points  A,  C,  B,  ou  mène  des  segments  parallèles  AA',  CC,  BB'  terminés  à 
un  même  plan,  on  aura  :  {m  -\-  n)  CC  =  n.  AA'  +  ^-  BB'. 

1197.  La  distance  du  centre  de  gravité  d'un  triangle  à  un  plan,  est  égale  à 
la  moyenne  arithmétique  des  distances  des  sommets  du  triangle  à  ce  plan. 
Ces  distances  sont  prises  avec  les  mêmes  signes  ou  des  signes  différents  sui- 
vant que  les  sommets  sont  du  même  côté  ou  de  côtés  différents  du  plan. 

369.  Projection.  —  On  appelle  projection  d'un  point  sur 

un  plan,  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  par  ce  point  au  plan  ; 
cette  perpendiculaire  est  la  projetante.  Si  le  point  est  dans  le 
plan,  il  se  confond  avec  sa  projection. 
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On  appelle  projection  d'une  ligne  sur  im  plan,  Teusemble  des 
projections  de  tous  les  points  de  cette  ligne  sur  le  plan. 

THÉORÈME  XVIII 

370.  —  La  projection  d'une  droite  sur  un' plan  est  une 
droite  ;  elle  se  réduit  à  un  point  si  la  droite  est  perpendiculaire 
au  plan. 

La  droite  AB  (fig.  255)  et  la  projetante  AA'  du  point  A  (369) 
déterminent  un  plan  p.  La  perpendiculaire 
BB',  qui  projette  tout  autre  point  B  de  la 
droite  sur  le  plan  a,  est  parallèle  à  la  proje- 
tante AA'  (368)  et  détermine  avec  elle  un  plan 
qui  contiendra  la  droite  AA'  et  le  point  B  et 
coïucidera  donc  avec  le  plan  [:!>.  Celui-ci  con- 
tient donc  toutes  les  perpendiculaires,  au 
Fig.  2"3o  plan  a  menées  par  tous  les  points  de  la  dioite 

AB.  Les  pieds  des  perpendiculaires,  com- 
muns aux  plans  a  et  (3,  seront  donc  sur  l'intersection  des  deux  plans, 
qui  est  une  droite  A'B'. 

Réciproquement,  tout  point  C  de  la  droite  A'B'  peut  être  regardé 
comme  la  projection  d'un  point  de  la  droite  AB.  Car  la  perpendicu- 
lain;  C'C,  menée  par  C  au  plan  a,  sera  parallèle  à  AA'  et  détermi- 
nera avec  AA'  un  plan  qui  coïncidera  avec  le  plan  (3  puisque  les  deux 
plans  contiennent  la  droite  AA'  et  le  point  C  extérieur  à  cette  droite. 
Par  suite  C'C,  parallèle  à  A'A  et  située  dans  le  plan  p,  sera  ren- 
contrée par  la  droite  AB  dans  ce  plan,  puisque  AB  rencontre  sa 
parallèle  AA'.  Le  point  C  est  donc  la  projection  du  point  C  de  AB. 

Si  la  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  a,  tous  les  points  de 
la  droite  auront  leurs  projections  confondues  au  pied  de  la  perpen- 
diculaire AB  (361  ). 

Corollaires.  I.  —  Un  segment  rectiligne  non  perpendiculaire  au 
plan  a  ^mur  projection  le  segment  rectiligne  dont  les  extrémités  sont 
les  projections  des  extrémités  du  premier  segment. 

II.  —  Le  rapport  de  section  détermine  par  un  point  sur  un  segment  est 
égal  au  rapport  de  section  déterminé  sur  la  projection  du  segment  par  la 
projection  du  point. 

Gar(flg.  255j  à  cause  des  parallèles  A  A',  CC,  BB',  on  a  (216j  : 

C'A'  _ÇA. 
C'H'        CB 

III-  —  Un  plan  transversal  détermine  sur  les  côtés  d'un  polygone 
gauche  ou  leurs  prolongements,  des  rapports  de  section  dont  le  produit 
est  égal  à  J . 
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Soit  un  polygone  gauche  ABCD...  coupé  par  un  plan  a  aux  points  X  sur 
AB.  Y  sur  BC,  Z  sur  CD,  etc. 

Projetons  ce  polygone  sur  un  plan  ,5  perpendiculaire  au  plan  a  :  cette  pro- 
jection est  un  polygone  plan  A'B'C'D'...  et  les  points  X',  Y',  Z'...  sont  sur 
l'intersection  d  des  plans  a  et  ,î.  On  pourra  donc  appliquer  le  théorème  de  la 
transversale  (305)  au  polygone  A'B'C'D'...  et  à  la  droite  d  et  l'on  aura  : 

X'A'    Y;^B'     Z^'  ^ 

X'B''  Y'C'"  Z'D'""      "~ 


Or  (Cor.  m 


Donc  : 


X'A' 
X'B' 


XA 
XB 


XA 
XB  ' 

YB 
'    YC 


Y'B' 
Y'C  '~ 
ZC 
■    ZD 


YB 
YC 


Z'C 
Z'D' 


ZC 

ZD 


THEOREME  XIX 

371.  —  Une  oblique  à  un  plan  fait  avec  sa  projection  sur 
ce  plan  deux  angles  supplé)nenlaires  dont  l'un  est  plus  petit 
et  Vautre  plus  grand  que  les  angles  que  cette  oblique  fait  avec 
toutes  les  autres  droites  du  plan  qui  passent  par  son  pied. 

La  projection  BP  de  l'oblique  AB  passe  par  le  pied  B  de  celle-ci 
(fig.  256).  Si  ABP  est  l'angle  aigu  de  cette 
oblique  avec  sa  pi'ojectiou,  l'angle  obtus  sera 
ABC. 

Menons  par  B,  dans  le  plan  a,  une  droite 
quelconque  BQ  ;  prenons  BQ  =  BP  et  joignons 
AQ.  Dans  los  tiiangles  ABP  et  ABQ,  qui  ont  le 
côté  commun  AB,  ou  a  : 

BP=BQ     et    AP  <  AQ(362)-. 
Ou  en  conclut  (63)  : 
ABP  <  ABQ. 


Fig,  256. 


L'angle  ABP  étant  le  plus  petit,  son  su|)plément  ABC  est  le  plus 
grand. 

L'angle  aigu  ABP  est  l'inclinaison  de  l'oblique  AB  sui'  le  plan  a 
ou  encore  l'angle  de  l'oblique  avec  le  plan. 

DROITE  ET  PLAN  PARALLÈLES 


THEOREME  XX 

372.  —  Toute  droite  parallèle  à  une  droite  d'un  plan,  est 
dans  ce  plan  ou  n'a  aucun  point  de  coniînun  avec  ce  plan. 
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La  droite   AB  (tig.  257),   parallèle  à  la  droite  CD  du  plan   a, 
détermine  avec  cette  droite  uu  plan  j3. 

1°  Si  la  druire  AB  a  un  point  commun  avec 
le  plan  a,  les  plans  a  et  fB  coïncident  puisqu'ils 
sont  tous  dfnix  déterminés  par  ce  point  com- 
mun et  la  droite  CD;  alors  la  droite  AB  est 
toute  entière  dans  le  plan  a. 

2°  Si  la  droite  AB  a  un  point  extérieur  au 
Fig.  257.  plan    a,    elle    ne    peut    avoir    d'autre    point 

commun  avec  ce  plan,  sinon  elle  y  serait  toute 
entière  (1"). 

373.  Droite  et  plan  parallèles.  —  Une  droite  et  un  plan 
qui  n'ont  aucun  point  commun  sont  dits  parallèles. 

THÉORÈME  XXI 

374.  —  Tout  plan  mené  par  un  point  d'un  plan  et  pay^  une 
droite  parallèle  à  ce  plan,  le  coupe  suivant  une  parallèle  à  la 
droite  considérée. 

Le  plan  (3  (fig.  257)  déterminé  par  la  parallèle  AB  an  plan  a  et 
par  un  point  C  de  a  coupe  a,  sinon  les  plans  coïncidei-aient  et  AB 
serait  dans  le  plan  a.  L'intersection  CD,  située  avec  AB  dans  le 
plan  ^,  ne  peut  couper  AB,  car  AB  aurait  alors  un  point  commun 
-avec  le  plan  a.  Donc  CD  est  pai-allèle  à  AB. 

Corollaires.  —  I.  Si  por  un  point  iVun  plan  parallèle  à  une 
droite,  on  mène  une  parallèle  à  cette  droite,  cette  parallèle  sera  située 
dans  le  plan. 

II.  —  si  deux  pians  qui  se  coupent  sont  x>arallèles  à  une  même  droite, 
leur  intersection  est  parallèle  à  cette  droite. 

Soit  i,  l'intersection  des  plans  a  et  ,5  parallèles  à  une  droite  d.  Le  plan  y, 
déterminé  par  la  droite  d  et  un  point  quelconque  P  de  i,  coupe  chacun  des 
plans  a  et  /3  suivant  une  parallèle  à  d.  Ces  deux  parallèles  situées  dans  y  se 
confondent  donc  (81)  et  par  suite  coïncident  avec  la  droite  i  commune  aux 
plans  a  et  ,3. 

Application.  —  1198.  Si  deux  plans  a.  et  ,5  passent  respectivement  par  deux 
droites  a  et  6  parallèles,  leur  intersection  est  parallèle  à  ces  droites. 

THÉORÈME  XXII 

375.  —  Les  segments  parallèles  menés  des  différents  points 
d'une  droite,  à  un  plan  parallèle  à  cette  droite,  sont  égaux. 

Le  plan  des  segments  parallèles  AC  et  BD  (fig.  257)  coupe  le  plan 
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a  suivant  une  parallèle  CD  à  la  droire  AB  parallèle  au  plan  (374). 
Dans  le  parallélogramme  ABCD  on  a  donc  :  AC  =  ED. 

CoEOLLAiRE.  —  Les  segments  perpendiculaires  menés  des  différents 
points  d'une  droite,  à  un  j dan  parallèle  à  cette  droite,  sont  égaux. 

Comme  chacun  de  ces  segments  perpendiculaii'es  égaux  est  plus 
petit  que  tout  segment  oblique  mené  du  même  point  au  plan  (362), 
on  en  conclut  que  :  la  distance  d'une  droite  à  un  plan  parallèle,  eH  le 
segment  perpendiculaire  mené  d''un  point  quelconque  de  la  droite,  au 
plan. 

Applications.  —  1 199.  Mener  une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée  et  qui 
s'appuie  sur  deux  droites  gauches  données. 

1200.  Par  une  droite  donnée,  on  peut  mener  un  plan  parallèle  à  une  autre 
droite  donnée  et  on  n'en  peut  mener  qu'un. 

THÉORÈiME  XXIII 


376.  —  Il  existe  un  segment ,  et  un  seul,  perpendiculaire  à  la  fois  à 
deux  droites  gauches  quelconques  dans  l'espace  et  il  est  plus  court  que 
tout  autre  segment  Joignant  un  point  de  V  une  des  droites  à  un  point  de 
l'autre. 

1"  Par  un  point  quelconque  C  de  la  droite  b  (flg.  258)  menons  c  parallèle  à  a; 

li>  plan  a.  déterminé  par  les  droites  6  et  e 
est  parallèle  à  a  (372).  D'un  point  quel  on- 
que  D  de  a,  menons  DE  perpendiculaire  à 
a,  puis  dans  a,  la  droite  d  parallèle  à  c  et 
par  suite  à  a.  La  droite  d  rencontre  b 
comme  sa  parallèle  c;  par  le  point  de  ren- 
contre B  menons  enfin  B.\  parallèle  à  ED. 
BA  sera  perpendiculaire  au  plan  a  comme 
sa  parallèle  ED;  BA  sera  donc  perpendicu- 
laire aux  droites  b  et  d  D'autre  part,  BA 
rencontre  a  car  les  plans  déterminés  ytar  les 
parallèles  BA  et  ED,  d  et  a,  coïncident  à 
cause  des  trois  points  communs  B.  E  ot  D. 

Dans  ce  plan,  BA,  perpendiculaire  à  d,  est  perpendiculaire  à  sa  parallèle  a.  AB 

donc  perpendiculaire  aux  deux  droites  gauches  a  et  b. 

2".  Tout  autre  segment  DF  ne  peut  être  perpendiculaire  à  la  fois  aux  droites 
a  et  b.  car  il  serait  perpendiculaire  au  plan  a  qui  contient  la  droite  b  et  une 
parallèle/  à  a,  menée  par  F;  mais  alors  DF  serait  parallèle  à  AB  (368)  et  le 
plan  de  ces  segments  parallèles  contiendrait  les  droites  a  et  b,  ce  qui  est 
impossible. 

3"  Enfin,  on  a  pour  un  segment  quelconque  DF  (363)  : 

DF  >  DE  =  AB. 

Ce  segment  AB  s'appelle  la  plus  courte  distance  des  droites  a  et  b. 

Applications.  —  1201.  Si  une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  sa  plus  courte 
distance  à  toutes  les  droites  du  plan  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles  est  constante. 


Fig.  258. 


LIVEE    V 
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THÉORÈME  XXIV 

377.   —  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite 
n'ont  aucun  point  commun. 

Si  les  plans  a  et  j3,  perpendiculaires  à  la  droite  d  en  A  et  B 

(tig.  259),  avaient  un  point  commun  P.  le 
triangle  PAB  aurait  deux  angles  droits 
A  et  B,  ce  qui  est  impossible. 

378.  Plans  parallèles.  —  Deux 
j)lan5)  qui  n'ont  aucun  point  commun  sont 
dits  parallèles. 


^-/n^ni 


-/-- -Js     0/ 


Applications.  —  1202.  Si,  d'un  point  extérieur 
à  un  plan,  on  mène  des  segments  Jusqu'au 
plan  et  si  on  les  divise  intérieurement  ou  exté- 
rieurement dans  un  rapport  constant,  les  points 
de  division  seront  dans  un  même  plan  parallèle 
au  plan  donné. 
1203.  Si,  par  le  milieu  de  la  plus  courte  dis- 
tance de  deux  droites,  on  mène  un  plan  perpendiculaire,  ce  plan  divisera  en 
deux  parties  égales  tous  lès  segments  qui  s'appuieront  par  leurs  extrémités 
sur  les  deux  droites  données. 


Fig.  259. 


THEOREME  XXV 

379.  —  Si  une  droite  rencontre  unplan,  elle  rencontre  tous  les  plans 
parallèles  au  premier. 


La  droite  d  rencontre  le  plan  a  en  A  (fig.  260).  La 
parallèle  p  menée  à  la  droite  d  par  un  point  C  du 
plan  ,3,  rencontre  a  (367)  en  un  point  D  et  ne  peut 
être  dans  le  plan  ,5,  sinon  les  plans  parallèles  a  et  /3 
auraient  un  point  commun  D.  La  droite  p  rencontre 
donc  ,3  en  C  ;  par  suite  sa  parallèle  d  rencontre 
aussi  ,3  (367). 


THEOREME   XXVI 


Fig.  200. 


380.  —  Si  un  plan  rencontre  un  autre  plan,  il  rencoyHre  aussi  tout 
autre  plan  par ullèle  au  second. 

Si  AD  (fig.  260)  est  l'intersection  d'un  plan  y  avec  le  plan  a,  menons  dans  y, 
par  le  point  A,  une  droite  d  distincte  de  AD.  Elle  rencontre  alors  a  en  A  et  elle 
rencontre  par  suite  en  un  certain  point  B  le  plan  ,3  parallèle  à  a.  Les  plans 
Y  et  ,3  ont  donc  un  point  commun  B  et  se  coupent. 
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THEOREME  XXVII 


381.  —  Les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisièine  sont  parallèles. 

Les  intersections  AD  et  BC  (lig.  260)  des  deux  plans  parallèles  a 
et  j3,  par  un  troisième  plan  y  sont  parallèles,  sinon  elles  auraient, 
dans  le  plan  y  qui  les  contient,  un  point  commun  ;  donc  les  plans 
a  et  p  auraient  aussi  ce  point  commua  et  ne  seraient  pas  parallèles, 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Application,  —  1204.  Si  deux  droites  sont  perpendiculaires,  leurs  projec- 
tions sur  un  plan  parallèle  à  l'une  d'elles  sont  aussi  perpendiculaires  et  réci- 
proquement. 

THÉORÈME  XXVIII 

382.  —  8i  deux  plans  sont  parallèles,  toute  droite  perpen- 
diculaire à  l'un  d'eux  est  perpendiculaire  à  l'autre. 

La  di'oite  p  perpendiculaire  au  plan  a  au  poinî  A  (fig.  261), 
rencontre  (319)  le  plan  6  parallèle  à  a  en  un 
point  B.  Par  B  menons  dans  P  la  droite  quel- 


C- —    /     conque  h.  Le  plan  des  droites /;  et  b  rencontre 

a  suivant  une  droite  a  parallèle  à  b  (381)  et 
passant  par  A.  Or,  dans  ce  plan,  p  est  perpeu- 

,      diculaire  à  la  droite  a,  donc  j;  l'est  aussi  à  b. 

7-  /      La  droite  p  perpendiculaire  à  toute  droite  b  de 

|3  est  donc  perpendiculaire  à  f5. 
PJg-  261.  CoEOLLAiRE.  —  Beiix  plmis   parallèles   à 

un  troisième,  sont  parallèles  entre  eux. 
Car  ils  sont  perpendiculaires  aune  même  droite,  perpendiculaire 
au  troisième  plan. 

THÉORÈME  XXIX 

383.  —  Par  un  point  extérieur  à  un  plan,  on  peut  mener  un 
plan  parallèle  au  premier,  et  un  seul. 

Par  le  point  A  (fig.  261)  extérieur  au  plan  p,  menons  la  perpen- 
diculaire AB  au  plan  |3,  puis  le  plan  a  perpendiculaire  en  A  à  cette 
droite.  Les  plans  a  et  |S,  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont 
parallèles  (377). 

Un  plan  a"  distinct  de  a  et  passant  pai-  A  ne  peut  être  parallèle 
au  plan  |3  car  il  serait  aussi  (382,  Cor.)  parallèle  à  a,  ce  qui  est 
im])Ossible  puisque  ces  deux  plans  ont  le  point  commun  A. 
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THEOREME  XXX 


384.  —  Les  segments  parallèles,  compris  entre  deux  plans 
parallèles,  sont  égaux. 

Les  segments  parallèles  AB  et  CD  (fig.  260)  déterminent  le  plan  y 
qui  rencontre  les  plans  pai'allèles  a  et  (3  suivant  les  parallèles  AD  et 
BC.  Dans  le  parallélogramme  ABCD  on  aura  donc  :  AB  =  DC. 

Corollaire.  —  Si  les  segments  AB  et  DC  sont  perpendiculaires 
au  plan  a,  ils  sont  aussi  perpendiculaires  au  plan  (3  (382)  et  paral- 
lèles (368);  donc  ils  sont  égaux. 

Un  segment  perpendiculaire  compris  entre  deux  plans  parallèles 
est  la  distance  des  deux  plans;  sa  longueur  est  minimum  (364). 

Application.  —  1205.  Les  projections  d'un  segment  sur  deux  droites  paral- 
lèles sont  égales.  (Ces  projections  sont  déterminées  par  deux  plans  perpendi- 
culaires aux  deux  droites,  menés  par  les  extrémités  du  segment.) 

THÉORÈME  XXXI 

385.  —  Deux  angles,  non  situés  dans  le  même  plan  et  dont 
les  côtés  sont  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens  sont  égaux 
et  leurs  plans  sont  parallèles. 

Prenons  arbitrairement  sar  les  côtés  des  angles  CAE  et  DBF  (fig. 
262),  AC  =  BD  et  AE  =  BF  et  joignons  CE,  DF,  AB,  CD,  EF. 

Puisque  AC  est  égal  et  parallèle  à 
BD,  ABDC  est  un  parallélogramme; 
donc  CD  est  égal  et  parallèle  à  AB.  Par 
une  raison  semblable,  EF  est  égal  et 
parallèle  à  AB;  par  suite  (368,  Cor.) 
CD  est  égal  et  parallèle  à  EF.  La  figure 
CEFD  est  donc  un  parallélogramme  et 
CE  est  pgal  et  parallèle  à  DF.  Les  tri- 
angles CAE  et  DBF  ont  leurs  côtés  égaux 
et  sont  égaux.  Donc  : 

CAE  =  DBF. 
Menons  par  A  un  plan  a  parallèle  au 
plan  p  de  l'angle  DBF.  Si  ce  plan  i-encontre  DC  et  FE  respectivement 
eu  G  et  H,  on  aura  (384)  : 

AB  =  GD  =  HF; 

mais  ou  a  aussi 

AB  =  CD  =  EF; 

donc  CD  =  GD     et    EF  =  HF. 

Cambier  et  Lambot.  —  Atliénées.  JO 
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Les  points  G  et  H  coïncident  donc  respectivement  avec  les  points 
C  et  E  et  les  plans  a  et  CAE  qui  ont  en  outre  le  point  A  commun, 
coïncident.  Le  plan  de  Tansfle  CAE  est  donc  parallèle  au  plan  de 
l'angle  DBF. 

CoROLLAiKE.  —  Deux  demi-plmis  dont  Vorig'me  commune  ren- 
conire  deux  plans  ^laralleles,  déterminent  dans  ces  plans  deux  angles 
égaux. 

Car  ces  angles  ont  leurs  côtés  parallèles  (381)  et  de  même  sens 

Remarque,  —  Si  les  deux  angles  ont  leurs  côtés  parallèles,  mais 
tous  deux  de  sens  contraires,  le  théorème  est  encore  vrai;  si  depx 
côtés  ont  le  même  sens  et  les  deux  autres  des  sens  contraires,  les 
angles  sont  supplémentaires  mais  leurs  plans  sont  encore  parallèles. 

386.  Angle  de  deux  droites.  —  Deux  droites  qui  se  coupent 
forment  quatre  angles  qui  sont  deux  à  deux  égaux  ou  supplémen- 
taires. On  appelle  angle  de  deux  droites  gauches  (350)  l'un  des 
angles  qu'on  (obtient  en  menant  par  un  point  d'une  des  droites  une 
parallèle  à  l'autre.  On  peut  choisir,  jiour  la  construction,  le  point  sur 
l'une  quelconque  des  deux  droites  (385). 

Si  l'un  des  angles  ainsi  obtenus  est  droit,  les  trois  autres  le  sont 
aussi  et  les  droites  sont  dites  perpendiculaires,  rectangulaires 
ou  orthogonales.  On  peut  donc  dire  que  :  si  une  droite  est  ]ier}>en- 
dirulaire  à  un  plan,  elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  de  ce 
plan  car,  par  le  pied  de  la  perpendiculaire,  on  peut  mener  une 
parallèle  à  toute  droite  du  plan. 

Applications.  —  12o6.  Mener  dans  un  plan  une  droite  perpendiculaire  à 
une  droite  donnée  hors  du  plan. 

1207.  Entre  deux  droites  données  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace, 
mener  un  segment  parallèle  à  un  plan  donné  et  d'une  longueur  donnée. 

1208.  Les  projections  de  deux  droites  parallèles  sur  un  même  plan  sont 
parallèles. 

1:^09.  Par  deux  droites  quelconques,  non  situées  dans  le  même  plan,  îaire 
passer  deux  plans  parallèles. 

1210.  Si  trois  segments  AB.  CD  et  EF,  non  situés  dans  le  même  plan,  sont 
égaux  et  parallèles,  les  triangles  ACE  et  BEF  qu'on  forme  en  joignant  les 
extrémités  de  ces  segments,  sont  égaux  et  leurs  plans  sont  parallèles. 

1211.  Lieu  des  milieux  des  segments  compris  entre  deux  droites  gauches. 

1212.  Lieu  des  milieux  d'un  segment  de  longueur  constante  dont  les  extré- 
mités glissent  sur  deux  droites  orthogonales. 

THÉORÈME  XXXil 

387.  —  Si  deux  droites  sont  coupées  par  im  sn/stème  de  plans 
parallèles,  les  segments  homologues  sont  proportionnels. 
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Deux  segments  sont  homologues  si  leurs  extrémités  appartiennent 
aux  mêmes  plans. 

Supposons  que  les  droites  a  et  h 
(fig.  263)  rencontrent  respectivement  les 
plans  parallèles  a,  ,8,  et  y,  eu  A,  B,  C,  et 
en  D,  E,  F  et  joignons  AF.  Le  plan  CAF 
rencontre  P  et  y  suivant  les  parallèles  BH 
et  CF  ;  le  plan  AFD  rencontre  a  et  p  sui- 
vant les  parallèles  AD  et  HE.  On  a  donc 

(216): 

AB  _  AH  _  DE. 

BC  ~  HF  ~  EF 

CoKOLLAiRÊ.  —  8%  les  segmeuts  de  l'une 
des  droites  sont  égaux,  il  en  est  de  même 
des  segments  Jiomologues  de  Vautre. 

RÉCIPROQUE  A  DÉMONTRER.  —  1213.  Si  deux  droites,  non  situées  dans  un 
même  plan,  sont  divisées  en  parties  proportionnelles,  les  droites  qui  joignent 
les  points  de  division  homologues  sont  parallèles  à  un  même  plan, 

Applkations.  —  1214.  Si  on  partage  dans  le  même  rapport  les  segments  de 
droites  compris  entre  deux  plans  parallèles,  tous  ces  points  de  division  seront 
dans  un  plan  parallèle  aux  deux  plans  donnés. 

1215.  Les  droites  qui  divisent  en  parties  proportionnelles  deux  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  gauche  sont  parallèles  au  plan  qui  est  parallèle  aux  deux 
autres  côtés. 

1216.  Si,  des  points  A.  B,  C...  d'une  droite,  on  mène  des  segments  perpendi- 
culaires AA',  BB',  ce...  à  une  seconde  droite,  on  a  :  AB  :  BG  :  CD...  ^= 
A'B'  :  B'C  :  CD'... 

1217.  Si,  aux  points  M  et  N,on  divise  les  côtés  opposés  A  B  et  DCd'un  quadri- 
latère plan  ou  gauche  en  parties  proportionnelles  aux  côtés  adjacents  de  sorte 

AD 
=  p^-^  '  la  droite  MN  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle 


.  AM  _  DN  _  AD 
^'^^  ■  MB"  NC~  CD 
des  côtés  opposés  AD  et  BC. 


DIEDRES 


388. 


F  Deux  demi-plans  (tig.  264)  dont  l'origine  est  commune 
et  qui  ne  sont  pas  opposés,  divisent  l'espace  en 
deux  régions  dont  chacune  est  un  angle  dièdre 
ou  plus  simplement  un  dièdre.  La  droite,'  origine 
commune  des  demi-plans  en  est  l'arête  et  les 
deux  demi-plans  en  sont  les  faces. 

De  ces  deux  dièdres,  l'un  est  dit  convexe  et 
l'autre  concave.  Celui-ci  contient  le  demi-plan 
opposé  à  chacune  de  ses  faces,  ce  qui  le  distingue 
du    premier,    le  seul  que  nous  considérerons  en 
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II.  Si  deux  dièdres  ont  l'arête  coramuue  et  sont  situés  de  part  et 
d'autre  d'une  face  commune,  ils  sont  adjacents  ou  consécutifs  et 
le  dièdj'e  total,  formé  de  l'ensemble  des  deux  autres,  est  appelé  leur 
somme  ;  chacun  de  ces  dièdres  est  la  différence  entre  le  dièdre 
total  et  l'autre  dièdre.  On  écrit,  en  désiguaut  ces  dièdres  par  A,  B.C. 
pour  abréger  : 

C  =  A  +  B     ,     A  =  C  —  B     ,     B  =  C  —  A  : 
on  a  aussi  : 

C>  A     .     C  >  B. 
Deux  dièdres  sont  égaux  lorsqu'ils  peuvent  coïncider. 
Eu  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pour  l'angle  eu  géométrie  plane, 
on  déduit  de  ce  qui  précède  les  notions  de  :  somme  de  plusieurs 
dièdres,  multiple  d'un  dièdre,  rapport  (comtnensurable  ou  incom- 
mensurable) (le  deux  dièdres. 

THÉORÈME  XXXIII 

389.  —  Deux  plans  perpen'iicnlaires  à  V arête  d'un  dièdre,  en 
deux  points  quelconques  de  cette  arétr.  déterminent ,  par  leurs 
intet^sections  avec  les  faces,  deux  angles  égaux. 

Les  angles  CAD  et  EBF  (tig.  265)  sont  déterminés  par  deux  plans 
^  j.      parallèles  (377)  et  leurs  côtés  sont  aloi's  paral- 

lèles  et   de  même    sens   (381)  ;   i!s    sont    donc 
égaux  (386). 

Ainsi,  l'angle  déterminé  dans  un  dièdre,  par 
uu  plan  peipeudicidaiie  à  l'ai  été  est  constant, 
(juel  que  soit  le  point  de  Tarète  par  lequel  ou 
mène  le  plan. 

jg.  265  390.   Angle  rectiligne.    —    L"augle   cons- 

tant déterminé  dans  un  dièdre  par  un  plan 
perppndicidaire  à  l'arête,  en  un  point  quelconque  de  cette  arête, 
s'appelle  Taugle  rectiligne  ou  le  rectiligne  de  ce  dièdre.  Il 
2'ésulte  du  tliéoi'ème  |)réc(^dent  qu'on  obtient  l'angle  rectiligne  d'un 
dièdi-e  en  meuaut  dans  chaque  face  une  demi-droite  perpendiculaire 
à  l'arête,  par  un  même  point  de  cette  arête.  On  eu  conclut  aussi 
({n'un  plan  perpendiculaire  à  V arête  commune  de  deux  dièdres  adja- 
cents détermine  dans  ces  dièdres  des  angles  rectilignes  adjacents. 

Si  l'on  dit  de  deux  dièdres  tels  que  les  faces  de  l'un  soient  les 
demi-plans  respectivement  opposés  aux  faces  de  l'autre,  qu'ils  sont 
opposés  par  laréte,  on  pourra  conclui-e  encore  du  théorème  pré- 
cédent (jiie  :  deux  dièdres  opposés  par  l'arctf  sont  coupés  p<ir  tin  plan 
IJerpendiculaire  à  l'arête,  suivant  des  angles  rectilignes  o^iposés  par 
le  soniDief  et  égaux. 
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THEOREME   XXXIV 

391.  —  Deux  dièdres  égaux  ont  des  rectilignes  égaux,  et 
réciproquement . 

V  Deux  dièdres  égaux  peuvent  coïncider  (388,  II)  et  un  plan 
perpendiculaire  à  l'arête,  les  coupera 
alors  suivant  deux  angles  rectilignes  qui 
coïncident  et  sont  par  conséquent  égaux. 
2"  Faisons  coïncider  (fig.  266)  les  recti- 
lignes égaux  FDE  et  CAB;  l'arête  DN, 
perpendiculaire  au  plan  EDF,  coïncidera 
avec  l'arête  AM,  perpendiculaire  au  plan 
BAC;  par  suite,  les  faces  des  deux 
dièdres  coïncideront  et  les  deux  dièdres 
sont  égaux. 

Corollaires.  —  I.   Tout  dièdre  peut  être  retourné  sur  lui-même. 

II.  Deux  dièdres  inégaux  ont  des  rectilignes  inégaux  et  au  plus 
grand  dièdre  correspoyid  le  plus  grand  rectiligne;  et  réciproquement. 

III.  'Si  un  dièdre  <st  la  somme  ou  la  différence  de  deux  autres,  son 
rectiligne  est  la  somme  ou  la  différence  des  rectilignes  des  deux 
autres  ;  et  réciproquement . 

IV.  Tout  dièdre  a  un  demi-pdan  bissecteur  et  un  seul. 


E 


Fig.  266. 


PLANS  PERPENDICULAIRES 

THÉORÈME  XXXV 

392.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  tout  plan 
mené  par  la  droite  forme  avec  le  plan  donné  et  d'un  même  côté, 

deux  dièdres  ar/jacents  égaux. 

La  perpendiculaire  AP  au  plan  a 
(fig.  267)  est  perpendiculaire  à  l'inter- 
section DE  des  plans  p  et  a;  elle  l'est 
aussi  à  la  droite  BC  menée  par  P  et 
dans  a,  perpendiculairement  à  DE. 

Il  en  résulte  que  les  angles  APB  et 
APC  sont  les  rectilignes  des  dièdres  Pa 
et  |5a'  et  comme  ces  rectilignes  sont 
égaux  comme  droits,  les  dièdres  corres- 
pondants sont  égaux  (391). 

Le  plan  a  fait  aussi  avec  j3  et  d'un 
même  côté  deux  dièdres  adjacents  égaux, 
car  les  dièdres  a(3'  et  ^a',  opposés  par 


Fiff.  267. 


l'arête,  sont  égaux  (390) 
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393.  Plans  perpendiculaires,  plans  obliques.  —  Quand  un 
plau  forme  avec  un  autre  et  d"uu  même  côté  deux  dièdres  égaux,  le 
premier  est  dit  perpendiculaire  au  second  et  les  dièdres  sont 
appelés  droits;  il  résulte  du  théorème  précédent  que  le  second  plau 
est  aussi  perpendiculaire  au  premier. 

Si  par  l'intersection  de  deux  plans  perpendiculaires  a  et  p,  on 
mène  un  plan  y  distinct  de  chacun  d'eux,  y  fait  avec  Tun  quelconque 
a  des  deux  autres  et  d'un  même  côté,  deux  dièdres  adjacents  dont 
l'un  est  manifestement  moindre  qu'un  droit  et  l'autre  plus  grand 
qu'un  droit  (388,  II).  Le  premier  est  dit  aigu  et  l'autre  obtus. 
Leur  somme  vaut  deux  droits  et  ils  sont  dits  supplémentaires. 

En  tenant  compte  du  théorème  u°  391  et  de  ses  corollaires,  on 
peut  donc  énoncer  comme  suit  le  théorème  précédent  et  ses  corol- 
laires. 

Théorème.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  tout 
plan  mené  par  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan  donné. 

Corollaires.  —  I.  Si  un  plan  est  perpendiculaire  à  V  intersection 
de  deux  autres,  il  est  ^ierpendiculaire  à  chacun  d'eux. 

IL  Suivant  qu'un  dièdre  est  droit,  aigu  ou  obtus,  son  rectiligne  est 
droit,  aigu  ou  obtus,  et  réciproquement. 

III.  Tous  les  dièdres  droits  sont  égaux. 

THÉORÈME  XXXVI 

394.  —  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  et  qu'on  mène 
dans  l'un  d'eu.v  une  perpendiculaire  à  leur  intersection,  elle 
sera  perpendiculaire  à  l'autre  plan. 

Les  plans  a  et  p  étant  perpendiculaires  (fig.  267)  les  dièdres  ,Sa, 
et  ^a'  sont  égaux;  leurs  rectilignes  APB  et  APC  sont  donc  égaux  et 
par  suite  droits.  La  droite  AP  perpendiculaire  à  BC  et  à  l'inter- 
section DE  des  plans  a  et  ^  est  donc  perpendiculaire  à  a. 

Réciproquement.  —  Si  deux  plans  sont,  perpendiculaires  et  que 
par  un  point  de  Vun  on  mène  une  perpendiculaire  à  Vautre,  cette  per- 
pendiculaire sera  dans  le  premier  plan. 

Sinon,  ou  pourrait  mener  par  le  même  point  une  perpendiculaire 
à  l'intersection  et  par  ce  point  passeraient  donc  deux  perpendiculai- 
res au  même  plan,  ce-qui  est  impossible. 

Applications.  —  1218  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  elle  sera 
parallèle  à  tous  les  plans  perpendiculaires  au  premier. 

1219.  Si.  par  la  bissectrice  d'un  angle,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  de  l'angle,  tous  les  points  de  ce  plan  sont  également  distants  des  côtés  de 
l'angle,  et  réciproquement." 
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122U.  Si  deux  plans  sont  perpendiculaires  et  que  l'on  mène  dans  l'un  d'eux 
une  droite  perpendiculaire  à  une  droite  quelconque  située  dans  l'autre  plan, 
cette  droite  sera  perpendiculaire  au  second  plan. 

1221.  Par  une  droite  non  perpendiculaire  à  un  plan  on  peut  mener  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  donné,  et  un  seul. 

THÉORÈME  XXX VII 

395.  —  Si  deux  plans  sont  pr7^pendiculaires  à  un  troisième, 
leur  intersection  est  perpendiculaire  à  ce  troisième  plan. 

Car(fig.  268),  si  par  le  point  P,  on  mène  une  perpeudiculaiare  au 

plan  Y,  cette  perpendiculaire  doit  se 
trouver  à  la  fois  dans  les  plans  a  et  P 
(394)  ;  donc  elle  est  leur  intersection 
AP. 

Remarque.  —  Ce  théorème  peut 
encore  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante :  Si  un  plan  est  perpenâicidaire 
à  deux  autres,  il  est  perpendiculaire  à 
leur  intersection. 


Yis.  268 


Applications.  —  1222.  Si  l'on  projette  un  point  sur  deux  plans,  les  perpen- 
diculaires menées  de  ses  projections  à  l'intersection  de  deux  plans  la  ren- 
contrent en  un  même  point. 

1223.  Si  une  droite  est  également  inclinée  sur  deux  plans,  ses  traces  sur  les 
deux  plans  sont  également  distantes  de  leur  intersection. 

1224.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  la  somme  de  leurs 
distances  à  deux  plans  donnés  soit  constante  et  égale  à  une  longueur  donnée. 

1225.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  sa  projection  sur  un  second 
plan  est  perpendiculairee  à  l'intersection  des  deux  plans. 

1226.  On  projette  en  F  et  F'  deux  points  A  et  A'  sur  un  plan  a  et  on  mène  un 
plan  ,5  perpendiculaire  à  AA'  ;  démontre  que  l'intersection  des  plans  a.  et  ,5 
est  perpendiculaire  à  FF' 

THÉORÈME    XXXVIII 


396.  —  Par  U7ie  droite  d'un  plan  on  peut  toujours  mener  un 
plan  et  un  seul,  perpendiculaire  au  plan  donné. 

1°  La  perpendiculaire  PC  au  plan  a  (fig.  269)  menée  par  un  point 
P  de  AB,  détermine  avec  AB  un  plan  [j  perpendiculaiie  à  a  (392). 

2°  Un  plan  jS'  passant  par  AB  et  distinct  de  jS  ne  peut  être  per- 
pendiculaire à  a,  sinon  on  pourrait  dans  [3'  mener  par  P  une  pei- 
pendiculaire  PC  à  l'intersection  de  AB  et  elle  serait  comme  PC 
perpendiculaire  à  a  (394),  ce  qui  est  impossible. 

Corollaires.  —  I.  Deux  dièdres  adjacents  dont  hs  faces  non 
communes  sont  opposées,  sont  supplémentaires . 
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IL   Deux   dièdres  adjacents   dont    les   faces   non   communes   ne 
sont  pas  opposées,  ne  sont  pas  sxipplémentaires . 

III.  Deux  dièdres  adjacents  supplémentaires 
ont  leurs  faces  non  communes  opposées. 

IV.  Des  deux  dièdres  formés  d^un  côté  d'un 
plan  a,  par  un  demi-plan  dont  V origine  est 
dans  ce  })lan  a,  si  Vun  est  droit.  Vautre  est 
droit. 

V.  Deux  plans  qui  se  coupent  formetit 
quatre  dièdres  qui  sont  deux-à-deux  égaux  ou 
supplémenta  ires . 

YI.  La   somme   des  dièdres   adjacents  C[ue 
Von  peut  former  d'un  même  côté  d'un  plan,  en 
prenant  comme  arête  commune  une   droite  de  ce  plan,  vaut   deux 
dièdres  droits. 

VII.  La  somme  de  tous  les  dièdres  adjacents  que  Von  peut  former 
autour  d'une  arête  commune  est  égale  à  quatre  dièdres  droits. 


Fig.  269 
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397.  —  Le  rapport  de  deux  diè'Ires  est  égal  à  celui  de  leurs 
rectilignes. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite  pour 
établir  l'égalité  du  rapport  de  deux  angles  au 
centre  et  du  rapport  des  arcs  qu'ils  interceptent 
sur  des  circonférences  de  même  rayon  (144).  On 
obtient  ifig.  270)  : 


a  r 


Fig.  270 


m   ^   A,    ^  m  -\-  l     ^   m 

—  <  -r^  <  et  — 

n  —  A.,  n  n 

et  l'on  en  déduit  (143): 


ay        m  -\-  1 


n 


398.  Mesure  d'un  dièdre.  —  Suit  un  dièdre  quelconque  D  et 
soit  A  son  angle  rectiligne.  Si  A  est  un  dièdre  droit,  dont  l'angle 
rectiligne  est  droit  (393),  on  aura  (397)  . 

D  A 

A    ""    l£) 

Si  l'on  prend  l'angle  droit  comme  unité  d'angle  rectiligne  et  le 
dièdre  droit  comme  unité  de  dièdre,  cette  proportion  montre,  qu'avec 
cette  correspondance  des  deux  unités  : 

Un  dièdre  a  même  mesure  que  son  angle  rectiligne. 
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Si  l'ou  chauge  d'unité  d'angle  rectiligue,  cette  proposition  reste 
vraie  à  condition  de  prendre  comme  unité  de  dièdre,  le  dièdre  cor- 
respondant à  l'unité  d'angle  rectiligne.  C'est  ainsi  que  le  dièdre  se 
mesure  en  degrés,  minutes  et  secondes,  etc. 

Remarque.  —  Cette  correspondance  entre  les  dièdres  et  leurs 
angles  rectilignes  permet  d'étendie  aux  dièdres  plusieuis  des  pro- 
priétés démontrées  poui'  les  angles,  eu  géométrie  plane,  comme  nous 
l'avons  fait  au  u"  396.  Il  eu  est  ainsi  notamment  pour  les  dièdres 
résultant  de  l'intersection  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième. 

THÉORÈME  XL 


399.  —  Tous  les  points  du  demi-plan  bissecteur  d'un  dièdre 
sont  également  distants  des  faces  de  l'angle  ;  et  réciproquement. 

1°  Les  perpendiculaiies  MC  et  MD  (fig.  271)  menées  aux  faces  du 
dièdre  a|3,  par  un  point  M  du  bissecteur  y,  déter- 
minent un  plan  pei'pondiculaire  à  ces  deux  faces 
(392)  et  par  suite  à  leur  intei'section.  Il  en 
résulte  que  les  demi-droites  OC,  OM,  OD  sont 
les  côtés  des  rectilignes  des  dièdres  ay,  yP  et  ap. 
Les  angles  MOC  et  MOD  sont  donc  égaux  et  des 
triangles  rectangles  égaux  MCO  et  MDO  ou  tire  : 
MC  =  MI). 

2"  Réciproquement,  si  MC  =  MD,  les  trian- 
gles rectangles  égaux  MCO  et  MDO  donnent  : 
MOC  =  MOD  et  par  suite  TCt  =  y^. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  points  également 
distants  de  deux  plans  qui  se  coupent,  est  un  système  de  deux  plans 
comprenant  les  demi-plans  bissecteurs  des  quatre  dièdres  formés  par 
les  plans  donnés. 

Applications.  —  1227.  Une  droite  quelconque  du  plan  bissecteur  d'un 
dièdre  est  également  inclinée  sur  les  deux  faces  du  dièdre. 

DÉFINITION.  —  Deux  demi-plans  menés  par  l'arête  d'un  dièdre  sont  dits 
isogonaux  lor.-qu'ils  sont  également  inclinés  sur  le  demi-plan  bissecteur. 

1228.  Quand  deux  points  sont  situés  dans  deux  plans  iso^onaux,  le  rectangle 
de  leurs  distances  à  l'une  des  faces  du  dièdrp  est  équivalent  au  rectangle  de 
leurs  distances  à  l'autre  face. 


Fig.  271. 
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400.  —  Si,  par  un  point  de  l'arête  d'un  dièdre,  on  mène  à 
chaque  face  et  du  même  côté  que  Vautre  face,  une  demi-d^^oite 
perpendiculaire,  l'avgle  des  deux  demi-droites  est  le  supplé- 
ment du  7'ectiligve  du  dièdre. 
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Le  plaa  POQ  (fig,  272)  déterminé  par  les  perpendiculaires  OP 
A  et  OQ  aux  faces  a  et  p,  est  perpendiculaire  à 

chacune  des  faces  du  dièdre  et  par  suite  à  leur 
intersection.  Ce  plan  détermine  donc  le  rectili- 
gne  COD  du  dièdre  et  l'on  a,  en  remarquant  que 
COP  et  DOQ  sont  aigus  (360,  Cor.)  : 

COD  +  POQ  =  COQ  4-  QOD  +  POQ 

=  COQ  +  POD  =  \S)  +  1© 
=  2£). 


Fiû-.  272. 


ANGLES  SOLIDES 


Fig.  273. 
dièdres   formés  par 


401.  Angle  solide.  —  I.  Plusieurs  plans  passant  par  un  même 
s  point  et  limités  à  leurs  intersections  successives 

déterminent  une  surface  qui  divise  l'espace  en 
deux  régions  dont  chacune  est  un  angle  solide 
ou  un  angle  polyèdre  (fig.  273). 

Les  intersections  successives  sont  des  demi- 
droites  nommées  arêtes  :  leur  origine  com- 
mune est  le  sommet  ;  les  angles  compris 
entre  les  arêtes  consécutives  sont  les  faces 
ou  les  angles  plans  de  l'angle  .solide;  les 
es    faces  cousik-utives    deux-à-deux,  sont  les 

dièdres  de  l'angle  solide. 

Des  deux  angles  solides  définis  ci-dessus,  l'un  ne  contient  pas  les 

demi-droites  opposées  à  ses  arêtes;  c'est  le  seul  que  nous  aurons  à 

considérer. 

II.  L'u  angle  srdide  est  convexe  s'il  est  entièi'ement  d'un  même 
côté  du  plan  de  l'une  quelconque  de  se>s  faces;  il  est  concave  dans 
le  cas  contraire.  Un  angle  convexe  peut  être  coupé  par  un  plan  sui- 
vant un  polygone  convexe,  qu'on  appelle  une  section  plane  de 
l'angle  solide. 

III.  Le  plus  simple  des  angles  solides  est  le  triédre  qui  comprend 
trois  face«,  trois  arêtes,  trois  dièdres.  Nous  désignerons  par  a.  h,  c 
les  ri-ois  faces  et  par  A.  B,  C  les  rectilignes  des  dièdres  opposés. 

IV.  —  On  appelle  plan  diagonal,  un  pian  déterminé  par  deux 
arêtes  non  consécutives. 

402.  —  Angles  solides  symétriques.  Si  l'on  prolonge  les 
arêtes  d'un  angle  solide  au-ilel'i  du  .-iiduiaet.  on  ol)tient  un  second 
angle  solide  qui  est  appelé  \>^  symétrique  du  pi'emier  (fig.  274). 
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Deux  angles  solides  symétriques  ont  leurs  angles  plans  égaux 
deux  à  deux,  comme  opposés  })ar  le  som- 
met, et  leurs  dièdres  égaux  deux  à  deux, 
comme  opposés  par  l'arête. 

Si  Ton  détermine  dans  l'un  des  angles 
solides  une  section  plane  ABC  et  dans  l'au- 
tre une  section  plane  parallèle  A'B'C  et  si 
l'on  parcourt  les  périmètres  de  ces  sections 
dans  l'ordre  ABC  et  A'B'C,  on  rencontre 
les  éléments  égaux  des  deux  angles  solides 
(faces  et  dièdres)  dans  le  même  ordre,  et 
l'on  remarque  que  les  deux  sens  de  rotation, 
dans  les  deux  plans  parallèles  de  ces  sec- 
tions, sont  identiques,  bien  que  les  dièdres  soient  opposés  par  le 
sommet.  Il  en  résulte  que  l'on  ne  peut  en  général  faire  coïncider 
deux  angles  solides  sj^métriques,  bien  que  leurs  éléments,  faces  et 
dièdres,  soient  égaux  deux  à  deux.  Si  l'on  fait  coïncider  deux  faces 
correspondantes,  ASC  et  A'S'C  par  exemple,  on  pourra  placer  SA' 
sur  SA  et  SC  sur  SC  et  les  deux  angles  solides  seront  des  deux  côtés 
du  plan  de  la  face  commune;  si  l'on  place  SA'  sur  SC  et  SC  sur  SA, 
les  deux  angles  solides  sont  d'un  même  côté  du  plan  de  la  face 
commune  mais  les  faces  adjacentes  ne  se  présentent  plus  dans  le 
même  ordre. 

THÉORÈME  XLII 


Fiff.  274. 


403.  —  Chaque  angle  plan  ou  face  d'un  angle  solide  est  plus 
petit  que  la  somme  des  autres. 

Il  n'y  a  lieu  de  faire  la  démonstration  que  pour  le  plus  grand 
des  angles  plans. 

P.  Dans  la  face  ASB,  supposée  la  plus 
grande,  (tig.  275)  faisons  l'angle  BSD  =  BSC, 
menons  la  sécante  quelconque  ADB,  portons 
se  =  SD  et  joignons  enfin  AC  et  BC.  Les 
deux  triangles  BSC  et  BSD  sont  égaux,  car 
BSC  =  BSD,  SC  =  SD  et  BS  est  commun  ; 
donc  :  BC  =  BD. 

Mais,  dans  le  triangle  ABC,  on  a  : 
AD+DB  <  AC  +  CB; 
AD  <  AC, 

puisque  DB  =  CB.  Des  deux  triangles  ASD  et  ASC,  qui  ont  deux 
côtés  égaux  et  le  troisième  inégal,  on  déduit  alors  : 

ASD  <  ASC. 


d'où 
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Ajoutant  de  paît  et  d'autre  les  augles  égaux  DSB  et  CSB,  on 
a  eutiu 

ASD  4-  DSB  =  ASB  <  ASC  f  CSB. 
2"  Dans  le  cas  d'un  angle  solide  quelconque,  si  ASB  est  toujours  le 
plus  grand  angle  plan,  on  divisera  faugle  solide  en  trièdres  par  des 
plans  diagonaux  menés  par  l'une  des  aièles  SA  ou  SB  et  les  arêtes 
non  adjacentes.  On  obtiendra  ainsi  une  suite  de  trièdres  :  S. ABC, 
S.ACD,  S.ADE,..,  dont  undeduiia.  en  vertu  du  1".  la  suite  d'iné- 
galités : 

ASB  <  BSC  +  ASC 
ASC  <  CSD  +  ASD 
ASD<DSE-f  ASE,... 
On  en  conclut,  par  addition  : 

ASD  <  BSC  +  CSD  +  DSE  +  ... 

Application.  —  1229.  Si  par  le  sommet  d'un  angle  trièdre,  on  mène  à  l'inté- 
rieur du  trièdre  une  droite,  la  somme  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  arêtes  du 
trièdre  est  moindre  que  la  somme  et  plus  grande  que  la  demi-somme  des 
angles  plans  du  trièdre, 

THÉORÈME   XLlll 


Fig.  276. 


404.  —  La  somme  des  angles  plans  d'un  angle  solide  convexe 
est  toujours  moindre  que  quatre  angles  droits. 

Coupons  (ti^.  270)  l'angle  solide  S  par  uu 
plan  .A.BCl)qni  rencontre  toutes  les  arêtes  et 
Joignons  ou   point  O  pris  dans  la  sertion,  à 
tous  les  soiuinets  de  la  section.  La  somme 
des  angles  des  tiiaugles  ASH,  BSC,  etc., 
formés  MUtoui"  «lu   sommet  S,  équivaut  à  la 
somme  des  angles  d'iiu  j)ai'eil   mmibre  de 
triangles  AOB,  JiOC,  etc..  foi'uiés  autour  du 
sommet  0. 
Mais  on  a  (403)  aux  sommets  successifs  du  polygone  : 
ABO  +  OBC  <  ABS  +  SBC, 
BCO  +  OCD  <  BCS  +  SCD,  etc. 
Il  suit  de  là  que,  dans  les  triangles  dont  un  sommet  est  en  0,  la 
somme  des  angles  à  la  base  est  plus  petite  que  la  somme  des  angles 
à  la  base  dans  les  triangles  dont  uu  sommet  est  eu  S,-  donc  par  com- 
pensation, la  somme  des  angles  formés  autour  du  point  0  est  plus 
grande  que  la  somme  des  angles  formés  autour  du  point  S.  Mais  la 
somme  des  augles  formés  autour  du  |)oiut  0  est  égale   à  quatre 
augles  droits;  donc,  la  somme  des  angles  plans  qui  forment  l'angle 
solide  S  est  moindre  que  quatre  angles  droits. 


LIVRE    V 


309 


TRIÈDRES 


THEOREME  XLIV 


405.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  trois 
angles  donnés  soient  les  faces  d'un  trièdre  est  que  leur  somme 
soit  moindre  que  quatre  droits  et  que  chacun  d'eux  soit  ptus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Soient  fl,  b,  c  les  trois  angles  donnés.  Si  a  est  le  plus  grand,  la  condition 

indiquée  se  ramène  aux  inéga- 
lités : 

a-{-6  +  c<45)eta<è  +  c. 

1"  La  condition  est  néces- 
saire ;  car  tout  trièdre  la  rem- 
plit (403  et  404). 

2"  Elle  est  suffisante. 

Construisons  (lig.  277)  trois 
angles  consécutifs  A"OB,  BDC 
et  COA',  respectivement  égaux 
aux  angles  donnés  c.  a,  b,  en 
plaçant  le  plus  grand  au  milieu 
et  décrivons  avec  le  sommet 
commun  0  comme  centre,  une 
circonférence  d'un  rayon  arbi- 
traire R.  De  l'hypothèse  on  con- 
clut pour  les  arcs  interceptés  : 
A"B  +  BC  +  CA'  <  cire.  R,    (1)        et        BC  <  BA"  +  CA'.     (2) 

De  la  première  inégalité,  il  résulte  qu'en  parcourant  la  circonférence  à 
partir  de  A"  et  dans  le  sens  A"B,  on  rencontre  tous  les  points  dans  l'ordre 
A",  B,  C,  A',  avant  de  revenir  une  première  fois  en  A".  r)'autre  part,  si  l'on 
mène  les  cordes  A''D  et  A'E  respectivement  perpendiculaires  aux  rayons  OB 
et  OC,  on  aura  : 

BD  =  BA"  et  OE  =  CA', 

et  comme  BA"  et  CA'  sont  plus  petits  que  BC,  puisque  l'angle  BOC  est  le  plus 
grand  des  trois,  les  points  D  et  E  appartiendront  à  l'arc  BC.  De  la  condition  (2) 
on  tiro  alors  : 

BC  <  BD  +  CE. 
Les  points  D  et  E  se  présentent  donc  sur  l'arc  BC  dans  l'ordre  B,  E,  D,  C; 
car  si  D  et  E  coïncidaient,  on  aurait  : 

BC  =  BD  +  CE 
et  s'ils  se  présentaient  dans  Tordre  B,  D,  E,  C,  on  aurait  : 

BOBD  +  CE. 
Il  en  résulte  que  les  cordes  A"D  et  A'E  S3  coupent  à  l'intérieur  du  cercle. 
Soit  H  ce  point  de  rencontre  et  menons  par  H  la  perpendiculaire  HP  au  plan 
du  cercle.  HP  est  perpendiculaire  à  HA"  et,  dans  le  plan  PHA",  on  a  : 

IH<in        ou        1H<IA". 
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Si,  dans  le  plan  PHA",  on  décrit  un  arc  de  centre  I  et  de  rayon  lA"  cet  arc 
rencontrera  donc  la  droite  HP  en  un  point  A.  Menons  enfin  la  demi-droite 
OA  ;  le  trièdre  O.ABC  on  aura  ses  angles  plans  égaux  aux  angles  donnés. 

Car  l'angle  plan  BOC  =  a,  par  construction.  D'autre  part,  AH  est  perpen- 
pendiculaire  au  plan  du  cercle,  Hl  est  perpendiculaire  au  rayon  OB;  par  suite 
(365)  Al  est  perpendiculaire  à  OB  et  les  triangles  rectangles  AIO  et  A"10  sont 
égaux  par  construction.  On  en  conclut  : 

BOA  =  BOA"  =  e. 
Enfin,  de  l'égalité  de  ces  triangles  rectangles  on  déduit  aussi  : 
OA  =  OA"  =  OA' 
et  les  triangles  rectangles  OKA  et  OKA'  ont  ainsi  des  hypoténuses  égales  et  un 
côté  OK  commun.  Ils  sont  donc  égaux  ;  donc  : 

COA  =  COA'  =  b. 

Remarque.  —  L'arc  de  centre  I  et  de  rayon  JA"  rencontre  la  droite  HP  en 
un  point  Ai  symétrique  de  A  par  rapport  à  H.  Le  trièdre  O.AjBC,  symétrique 
du  trièdre  O.ABC,  répond  aussi  à  la  question  et  il  n'y  en  a  pas  d'autre. 

Corollaire.  —  Si  l'on  suppose  c  =  h,  les  conditions  précédentes 
deviennent 

a  -\-  21)  <  4.S)     .     a  <_  2h. 

Pour  chaque  couple  de  valeurs  de  a  et  h  vérifiant  ces  conditions, 
on  aura  donc  un  trièdre  dont  deux  angles  plans  sont  égaux.  Le 
trièdre  est  dit  isoscèle. 

Si  l'on  suppose  a  ==  h  =  c,  les  conditions  se  réduisent  à 

Sa  <  iS). 

Et  pour  toute  valeur  de  a  vérifiant  cette  condition,  on  obtiendra 
un  trièdre  dont  les  trois  angles  plans  sont  égaux. 

Remarque.  —  Il  existe  d'autres  cas  particuliers  du  trièdre. 

Si  l'on  coupe  un  dièdre  droit  par  un  plan  oblique  à  l'arête  et  qui 
coupe  cette  arête  en  S,  S  sera  le  sommet  d"un  trièdre  dont  l'un  des 
dièdres  est  droit;  c'est  un  trièdre  rectangle. 

Si  l'on  coupe  un  dièdre  quelconque  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'arête  en  un  point  S,  S  sera  le  sommet  d'un  trièdre  dont  deux 
dièdres  sont  droits;  c'est  un  trièdre  birectangle.  Deux  des  angles 
plans  sont  droits. 

Si  l'on  coupe  un  dièdre  droit  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête 
en  un  point  S,  S  sera  le  sommet  d'un  trièdre  dont  les  trois  dièdres 
sont  droits;  c'est  un  trièdre  trirectangle.  Les  trois  angles  plans 
sont  droits. 

Trois  droites  passant  par  un  même  point  et  deux  à  deux  perpen- 
diculaires déterminent  huit  trièdres  trirectangles. 

Applications.  —  1230.  Si  on  coupe  un. angle  trièdre  trirectangle  A.BCD  par 
un  plan,  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  A  de  l'angle  au  plan, 
est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  la  section. 

Démontrer  1°  que  le  carré  de  l'aire  de  cette  section  est  équivalent  à  la 


LIVEE    V 


:il 


somme  des  carrés  des  aires  des  triangles  formés  dans  les  faces  de  l'angle  ; 
2°  que  H  étant  l'orthocentre  de  la  section  BCD,  on  a  : 

AH-       AB'  ^  AC-       AD- 

1231,  Les  plans  menés  par  les  arêtes  et  les  bissectrices  des  faces  opposées  d'un 
trièdre  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

1232.  Les  trois  plans  bissecteurs  des  dièdres  d'un  trièdre  se  coupent  suivant 
une  même  droite. 

1233..  Lps  plans  menés  perpendiculairement  aux  faces,  par  les  bissectrices 
de  ces  faces,  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

1234.  Les  plans  menés  par  les  arêtes,  perpendiculairement  aux  faces  oppo- 
sées, se  coupent  suivant  une  même  droite. 

1235.  Dans  un  trièdre  isoscèle,  les  dièdres  opposés  aux  faces  égales  sont 
égaux;  et  réciproquement. 

1236.  Dans  un  angle  trièdre,  au  plus  grand  dièdre  est  opposé  par  le  plus  grand 
angle  plan;  et  réciproquement. 

1237.  Dans  tout  trièdre  isoscèle  S.  ABC,  le  plan  mené  par  l'arête  SB  commune 
aux  faces  égales  et  par  la  bissectrice  de  la  troisième  face  ASC  esi  perpendicu- 
laire à  cette  face  et  divise  le  dièdre  SB  en  deux  parties  égales. 

406.  Trièdres  supplémentaires  —  Si  Ton  mène  par  le  som- 
met d'un  trièdi-e,  une  demi-di'oite  perpendiculaire  à  chaque  face 
et  du  même  côté  que  l'arête  opposée  par  rapport  à  cette  face,  les 
trois  demi-droites  ainsi  menées  sont  les  arêtes  d'un  ti-ièdre  qui  est 
dit  le  supplémentaire  du  premier.  Nous  allons  démontrer  que 
cette  propriété  est  réciproque. 

THÉORÈME  XLV 


407.  —  Si  un  trièdre  est  le  supplémenùiire  d'un  autre,  celui- 
ci  est  le  supplémentaire  du  premier. 

Soit  S.A'B'C  le  trièdre  supplémentaii-e  de 
S.ABC  (fig.  278). 

L'arête  SC  étant  perpendiculaire  à  la  face 
ASB,  est  perpendiculaire  à  SA  ;  de  même 
l'arête  SB'  est  aussi  perpendiculaiie  à  SA^ 
parce  que  cette  arête  est  perpendiculaire  à  la, 
face  CSA.  Il  en  résulte  que  la  face  B'SC  déter- 
minée par  ces  deux  arêtes  est  perpendiculaire 
à  SA.  Enlin,  l'angle  ASA'  est  aigu  puisque  les 
arêtes  SA'  et  SA  sont  d'uu  même  côré  de  la 

face  BSC  à  laquelle  SA'  est  perpendiculaire  ;  doue  ces  arêtes  sont 

aussi  d'uu  même  côté  de  la  face  B'SC  (360,  Coe.). 

Le  raisonnement  est  le  même  pour  les  arêtes  SB  et  SC.  Le  trièdre 

S.ABC  est  donc  le  supplémentaii'e  du  trièdre  S.A'B'C. 


Fig  278. 
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408.  —  Dans  deux  trièdt^es  supplémentaires,  les  faces  de  l'un 
sont  respectivement  les  suppléments  des  reclilignes  des  dièdres 
de  l'autre. 

La  face  B'SC  (fig.  278)  du  trièdre  S.  A'B'C  est  déterminée  par 
deux  demi-droites  SB'  et  SC  respectivement  perpendiculaires  aux 
faces  CSA  et  BSA  du  dièdre  SA,  eu  un  même  point  de  l'arête  ;  il 
résulte  aussi  de  la  déliuition  et  du  théorème  précédent  que  l'arête 
SB'  et  la  face  BSA  sont  d'un  même  côté  de  la  face  CSA  et  que  l'arête 
se  et  la  face  CSA  sont  d'un  même  côté  de  la  face  BSA.  On  en  con- 
clut (400)  que  la  face  B'SC  et  l'angle  rectiligue  du  dièdre  SA  sont 
supplémentaires. 

Si  a,  h,  c,  A,  B,  C  désignent  les  éléments  du  trièdres  S.  ABC  (401) 
et  si  a',  b',  c' ,  A',  B',  C.  désignent  les  éléments  correspondants  du 
trièdre  supplémentaire,  on  pourra  exprimer  le  théorème  précédent 
par  des  égalités  de  la  forme  : 

a'  +  A  =  2£)        et        «  -f-  A'  =  2£). 

Corollaire  I.  —  Si  deux  trièdres  sont  symétriques,  leurs  supplé- 
mentaires sont  aussi  symétriques . 

Corollaire  II.  —  Si  deux  trièdres  ont  quelques-uns  de  leurs  élé- 
ments égaux  chacun  à  chacun,  il  en  est  de  même  des  éléments  corres- 
pondants des  trièdres  supplémentaires. 

THÉORÈME  XLYII 

409.  —  La  somme  des  reclilignes  des  dièdres  d'un  trièdre  est 
comprise  entre  deux  droits  et  six  droits,  et  la  somm,e  de  deux 
de  ces  angles  est  moindre  que  le  troisième  augmenté  de  deux 
droits. 

On  a  (408)  entre  les  éléments  de  deux  trièdres  supplémentaires  : 

A  +  B  4-  C  +  rt'  +  ?>'  +  '"'  =  6i2). 
Or,  on  a  aussi  (404)  : 

0  <«'  +  //  +  ^'  <  4S). 
On  en  conclut  : 

2S)  <  A  +  B  +  C  <  6S. 

D'autre  part,  la  relation  (403) 

a'  <  h'  +  c' 
devient,  si  l'on  remplace  a' par  2£) — A,  6' par  23  ^B,  c'  par  2S — C: 
2£)  —  A  <  2£)  —  B  +  2S)  —  C. 
On  eu  déduit  : 

B  +  C<2£)-f-A. 
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THEOREME  XLVIII 

410.  —  La  condition  yiécessaire  et  suffisante  pour  que  trois 
angles  donnés  soient  les  rectilignes  des  dièdres  d'un  trièdre, 
est  que  leur  somme  soit  comprise  entre  deux  droits  et  six  droits 
et  que  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  eux  soit  moindre 
que  le  troisième  augmenté  de  deux  droits. 

1°  La  conditiou  est  nécessaire,  car  tout  trièdre  la  remplit  (409). 
2"  Elle  est  suffisante.  Soient  A,  B,  C  trois  angles  remplissant  les 
•conditions 

2£)<  A  +  B  +  C  <  6£), 
A  +  B  <  C  +  2S)     B  +  C  <  A  +  2£),     C  f  A  <  B  +  2S 
Posons  : 

a'  =  2£)-A,        ?>'=2£)-B.        c'=2£)  — C. 
On  tire  de  là; 

A  =  2£)  —  a',        B  =  2£)  —  &',         C  =  2£)  —  c' 
■et  les  conditions  de  l'hypothèse  deviennent  : 
0  <a'  +  h'  +  c'  <  4S), 
e'  <  a'  +  h',        a'  <  6'  +  c',        h'  <  c'  ^  a'. 
Les  aui^les  a',  h\  c'  sont  donc  (405)  les  angles  plans  d'un  trièdre. 
Le  trièdre  supplémentaire  de  ce  trièdre  aura  doue  (408)   pour 
rectilignes  les  angles  A,  B,  C  donnés. 

THÉORÈME  XLIX 


411 .  —   Si  deux  trièdres  ont  leurs  angles  plans  égaux  chacun 

à  chacun,  ils  ont  aussi  leurs  drièdres  égaux  chacun  à  chacun. 

1^'  Cas.  Les  éléments  égaux,  par  hypothèse,  .'^e  présentent  dans  le 

même  ordre.  Il  faut  entendre  parla,  qu'ayant  disposé  dans  un  nième 

plan  deux  sections  planes  ABC  et  A'B'C  (fig.  279)  faites  dans  les 

doux  trièdres.  de  manièie  (ju'un 
même  sens  de  rotation  donne  les 
sommets  dans  l'ordre  A,  B,  C  et 
A',  B',  C,  les  sommets  S  et  S' tom- 
bent d'un  même  côté  du  ])lan. 

Portons  sur  les  arêtes  des  deux 
trièdi'es  six  segments  égaux  : 
SA  =  S'A'  =  SB  =  SB'....  Les 
extrémités  de  ces  segments  sont 
les  sommets  de  deux  sections 
planes  égales  ABC  et  A'B'C  ;  car 
dans  les  triangles  isoscèles  ASB  et  A'S'B',  on  a  :  ASB  =  A'S'B'  et 


Fig.  279. 
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AS  =  SB  =  A'S'  =  S'B'.  Donc  AB  =  A'B'  et  Ton  ùémontierait  de 
même  que  BC  =  B'C  et  AC  =  A'C. 

Menons  les  segments  SO  et  S'O'  respectivement  perpendiculaires 
aux  plans  ABC  et  A'B'C  Les  segments  obliques  SA,  SB,  SC  étant 
égaux,  leurs  pieds  A,  B,  C  sont  à  égale  distance  du  pied 0  du  segment 
perpendiculaire.  0  est  donc  le  centre  de  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  ABC;  0'  est  de  même  le  centre  de  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  A'B'C.  Mais  ces  triangles  sont  égaux  et  si 
on  les  fait  coïncider,  0'  et  0  coïncideront.  On  en  conclut  que  OA  =  0'A' 
et  comme  SA  =  S'A',  les  triaugles  rectangles  SOA  et  S'O' A'  sont 
égaux;  donc  SO  =  S'O'.  Il  en  résulte  que  le  mouvement  qui  fait  coïn- 
cider les  deux  triangles  et  les  deux  centres  fait  aussi  coïncider 
les  segments  perpendiculaires  OS  et  O'S'.  Mais  alors  les  deux 
trièdres  coïncident;  leurs  dièdres  sont  donc  égaux  chacun  à  chacun. 

2**  Cas.  Les  éléments  égaux,  par  hypothèse,  ne  sont  pas  dans  le 
même  ordre. 

La  démonstration  précédente  s'applique  à  l'un  des  trièdres  et  au 
symétrique  de  l'autre  (■102).  La  conclusion  est  donc  encore  fondée. 

THÉORÈME  L 

412.  —  Si  deux  trièdres  sont  leurs  dièdres  égaux  chacun  à 
chacun,  ils  ont  aussi  leurs  angles  plans  respectivemerd  égaux. 

Si  les  trièdi'es  S  et  T  ont  leurs  dièdres  égaux  chacun  à  chacun, 
leurs  supplémentaires  S' et  T'  auront  leurs  angles  plans  égaux  chacun 
à  chacun  (498,  II).  Mais  alors  les  trièdres  S'  et  T'  auront  leurs 
dièdres  respectivement  égaux  (411)  ft  par  suite  il  en  seia  de  même 
dps  angles  plans  des  deux  premiers  trièdres. 

THÉORÈME  Ll 

413.  —  Si  deux  trièdres  ont  un  dièdre  égal  formé  par  deux 
angles  plans  égaux  chacun  à  chacun,  leurs  autres  éléments 
sont  respectivement  égaux. 

Car  si  les  trièdres  S  et  T  ont  les  éléments  qui  sont  égaux,  par 
hypothèse,  placés  dans  le  même  ordre,  on  pourra  les  faire  coïncider 
(on  h'  démontre  aisément);  si  l'ordre  est  différent  on  pourra  faire 
coïncider  l'un  des  trièdres  avec  le  symétrique  de  l'autie. 

THÉORÈME  LU 

414.  —  Si  deux  trièdres  ont  un  angle  plan  égal  adjacent  à 
deux  dièdres,  égaux  chacun  à  chacun,  leurs  autres  éléments 
sont  respectivement  égaux. 
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Ou  le  démontre  uisémeut  par  la  cousidération  des  trièdres  supplé- 
mentaires, auxquels  on  applique  le  théorème  précédent. 

Applications.  —  1237.  Trouver,  par  une  construction  plane,  les  éléments 
d'un  trièdre  dont  on  donne  :  1°  Les  trois  angles  plans;  2°  Un  angle  rectiligne 
et  les  deux  angles  plans  adjacents;  3°  Un  angle  plan  et  les  angles  rectilignes 
des  deux  dièdres  adjacents. 

1238.  Connaissant  le  triangle  qu'un  trièdre  trirectangle  détermine  sur  un 
plan,  déterminer  les  dièdres  que  forme  ce  plan  avec  les  trois  faces  du  trièdre. 

1239.  Construire  les  rectilignes  des  dièdres  d'un  trièdre  dont  les  trois 
angles  plans  valent  :  1°  Chacun  |  de  droit;  2»  Les  deux  premiers  |  de  droit,  le 
troisième  un  droit;  3"  Chacun  |  de  droit;  4°  Les  deux  premiers  |  de  droit,  le 
troisième  !  de  droit. 


Théorèmes  et  problèmes  relatifs  au  V"'^  Livre. 

1240.  Si,  par  le  sommet  d'un  trièdre,  on  mène  dans  chaque  face  une  perpen- 
diculaire à  l'arête  opposée,  ces  trois  perpendiculaires  seront  dans  un  même 
plan. 

1241.  La  somme  des  dièdres  d'un  angle  solide  convexe  de  n  faces  est  com- 
prise entre  2n  —  4  et  6n  —  12  droits. 

1242.  Couper  un  trièdre  isoscèle  par  un  plan  tel  que  la  section  soit  un  triangle 
équilatéral  égal  à  un  triangle  donné. 

1243.  Par  le  sommet  d'un  trièdre,  mener  une  droite  qui  fasse  des  angles 
égaux  avec  les  trois  arêtes. 

1244.  Etant  donnés  deux  plans,  mener  dans  l'un  d'eux,  par  un  point  donné, 
la  droite  qui  fait  avec  l'autre  le  plus  grand  angle. 

1245.  Les  bissectrices  de  deux  faces  d'un  trièdre  et  celle  du  supplément  de  la 
troisième,  sont  dans  un  même  plan. 

1246.  Construire  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  non  situées  dans 
un  même  plan  et  fasse  avec  elles  des  angles  donnés. 

1247.  Si  on  coupe  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  gauche,  proportion- 
nellement, par  deux  droites  EF  et  GH,  de  sorte  qu'on  ait  : 

AE_BF  DG  _  AH 

ED  ~  FC  GC  ~  HB' 

les  droites  EF  et  GH,  se  couperont  en  un  point  1  et  l'on  aura  : 
HI  _  AE      .    El  _  AH 
IG~  El)  IF  ~  HB* 

1248.  Le  lieu  des  points  qui  divisent  dans  un  rapport  donné  les  segments 
parallèles  à  un  plan  fixe,  qui  s'appuyentsur  deux  droites  fixes,  est  une  droite. 

1249.  Si  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  gauche  sont  égaux,  ils  sont 
également  inclinés  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  autres  côtés  et 
leurs  projections  sur  cette  droite  sont  égales. 

1250.  Etant  donnée  une  droite  qui  divise  proportionnellement  les  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  gauche,  mener  une  perpendiculaire  à  cette  droite, 
qui  divise  les  deux  autres  en  parties  proportionnelles. 
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1251.  Si  l'un  des  dièdres  d'un  trièdre  est  droit,  toute  section  faite  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'une  des  autres  arêtes  sera  un  triangle  rectangle. 

1252.  Par  un  point  donné  0  à  l'intérieur  d'un  trièdre  S. ABC,  mener  un  plan 
tel  que  le  point  donné  soit  le  centre  de  gravité  de  la  section. 

1253.  Couper  un  angle  tétraèdre  par  un  plan  tel  que  la  section  soit  un  paral- 
lélogramme. 

1254.  Touver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  faces  d'un  trièdre 
soient  proportionnelles  à  trois  longueurs  données. 

1255.  Si,  par  un  point  S  intérieur,  on  mène  les  demi-droites  SA',  SB',  SC 
respectivement  perpendiculaires  aux  faces  BSC,  CSA,  ASB  d'un  trièdre  et 
dirigée  en  sens  inverse  des  arêtes  opposées,  ces  demi-droites  déterminent  un 
trièdre  S.A'B'C  supplémentaire  de  S. ABC. 

1256.  Démontrer  que  les  plans  ASA',  BSB',  CSC  de  la  fig.  278  se  coupent 
suivant  une  même  droite  SO  et  que  les  faces  homologues  BSC  et  B'SC,  CSA  et 
CSA',  ASB  et  A'SB'  se  coupent  suivant  trois  droites  situées  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  SO. 

1257.  ABCDE  est  un  pentagone  régulier  :  on  considère  deux  triangles  équi- 
latéraux  ABF  et  AEF  qui  ont  le  sommet  commun  F  ;  on  divise  ensuite  BF  et 
EF  en  moyenne  et  extrême  raison,  aux  points  G  et  H  ;  faire  voir  que  le  quadri- 
latère CDHG  est  un  carré. 


LIVRE  VI 
LES    POLYÈDRES 

DÉFINITIONS 

415.  —  Vn  solide  dout  la  siiiface  est  entièrement  formée  de 
polygones  plans  est  un  polyèdre  (iig.  280).  Ces  polygones  sont  les 
faces  du  polyèdre.  Les  faces  ont  deux  à  deux  un  côté  commun, 
qui  est  une  arête  du  polyèdre;  les  sommets  des  faces  sont  aussi  les 

sommets  du  polyèdre.  A  chaque  arête  corres- 
pond un  dièdre  compris  entre  les  deux  faces 
adjacentes  à  cette  arête  et  qu'on  nomme  un 
dièdre  du  polyèdre.  Enfin,  chaque  sommet  du 
polyèdre  est  le  sommet  d'un  angle  solide 
dont  les  angles  plans  contiennent  chacun  l'une 
des  faces  qui  ont  ce  sommet  commun. 

Le  polyèdre  le  plus  simple  est  le  tétraèdre 

qui  a  quatre  faces.  On  nomme  un  polyèdre 

d'apiès  le  nombre  de  .ses  faces.  On  distingue  notamment  l'hexaèdre 

qui  a  six  faces,  l'octaèdre  qui  en  a  huit,  le  dodécaèdre  qui  en  a 

douze,  l'icogaèdre  qui  en  a  vingt,  etc. 

On  appelle  diagonale,  un  segment  qui  joint  deux  sommets  n'ap- 
partenant pas  à  la  même  face. 

416.  —  Un  polyèdre  est  convexe  lorsque  par  rapport  au  plan 
de  chaque  face,  tous  les  sommets,  à  l'exception  de  ceux  de  la  face 
considérée,  sont  d'un  même  côté.  Nous  ne  considérerons  que  des 
polyèdres  convexes. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  : 

1"  Deux  polyèdres  convexes  dont  tous  les  sommets  coïncident 
deux  à  deux,  coïncident  entièrement;  ils  sont  dits  égaux. 

2o  Un  plan  sécant  qui  ne  coïncide  pas  avec  l'une  des  faces  du  polyèdre  déter- 
mine dans  celui-ci  une  section  plane  qui  est  un  polygone  convexe.  Car 
chaque  côté  de  ce  polygone  est  un  segment  de  l'intersection  du  plan  sécant 
avec  le  plan  d'une  face;  or.  par  rapport  au  plan  de  cette  face,  le  polyèdre  est 
tout  entier  du  même  côté;  le  polygone  est  donc  d'un  même  côté  de  l'intersec- 
tion considérée  c'e.st-à-direque  le  polygone  est  convexe. 

3°  Une  droite  qui  ne  coïncide  pas  avec  une  arête,  qui  n'appartient  au  plan 
d'aucune  face  et  qui  rencontre  le  polyèdre,  n'a  que  deux  points  communs 
avec  la  surface  du  solide.  Ce  sont  les  points  où  elle  rencontre  le  contour  de  la 
section  plane  déterminée  dans  le  solide  par  un  plan  mené  par  la  droite  consi- 
dérée. 

4°  La  surface  d'un  polyèdre  convexe  partage  l'espace  en  deux  régions,  l'une 
intérieure  et  l'autre  extérieure  au  polyè  ire. 
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417.  —  Nous  avons  vu  (2)  que  retendue  d'un  solide  se  nomme 
son  volume.  Nous  apprendrons  à  mesurer  ce  volume,  pour  un  cer- 
tain nombre  de  solides. 

I.  Deux  solides  sont  équivalents  lorsqu'ils  ont  des  volumes 
égaux  ;  si  S(  et  S^  sont  ces  solides,  on  écrit  : 

Deux  polyèdres  équivalents  à  un  troisième,  sont  équivalents. 

II.  Lorsque,  par  un  plan  ou  par  toute  autre  surface,  on  décompose 
un  solide  S  en  deux  parties  S;  et  S.,,  le  solide  S  est  appelé  la 
somme  des  solides  Sj  et  S.  et  l'on  écrit  : 

S  =  S,  +  S,. 
Si   les  solides  Sj  et  S^  sont  respectivement  équivalents  à  deux 
autres  solides  S'  et  S"  qui  ne  résultent  pas  d'une  décomposition  du 
solide  S  en  deux  parties,  le  solide  S  est  aussi  appelé  la  somme  des 
solides  S'  et  S"  et  l'on  écrit  encore 

S  =  S'  +  S". 

III.  Chacun  des  solides  S'  et  S"  est  appelé  la  diflFérenee  entre  le 
solide  S  et  l'autre  solide  et  l'on  éciit  : 

S'  =  S  —  S"        et        S"  =  S  —  S'. 

IV.  On  dit  aussi  que  le  solide  S  est  plus  grand  que  chacun  des 
solides  S'  et  S"  qui  sont  plus  petits  que  le  premier  et  l'on  écrit  : 

S  >  S'        et        S  >  S". 
Toutes  ces  définitions  reposent  sur  ce  postulat-  :  Deux  solides  ont 
des  volumes  égaux  ou  bien  le  volume  de  Vun  est  égal  à  celui  d'une  por- 
tion de  Vautre. 

PRISME    ET    PARALLÊLIPIPÈDE 

418.  Surface  prismatique.  —  Etant  donné  un  contour  poly- 

gonal ABCD...  (tig.  281),  formé  de  segments 
consécutifs  situés  dans  un  même  plan,  si  l'on 
mène  par  l'un  quelconque  des  sommets,  A,  une 
droite  a  non  située  dans  ce  plan,  et  par  les 
autres  sommets  des  parallèles  à  cette  droite, 
ces  droites  prises  successivement  deux  à  deux  et 
et  dans  le  même  ordre  que  les  sommets  du  con- 
tour polygonal,  déterminent  une  surface  pris- 
matique dont  les  droites  o,  h,  c.  sont  les 
arêtes.  Toutes  ces  droites  sont  parallèles  entre 
Fig.  281,  elles  et  deux  arêtes  consécutives  déterminent 

une  poi'tion  de  plan  nommée  face.  Chaque  face 
contient  uu  des  côtés  du  contour  polygonal. 
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Uu  surface  prismatique  est  ouverte  ou  fermée  suivant  que  le 
contour  polygonal  est  ouvert  ou  fermé  ;  nous  ne  considérerons  que 
des  surfaces  fermées.  La  suiface  est  convexe  si  elle  est  tout 
entière  d'un  même  côté  du  plan  d'une  face  quelconque  ;  nous  suppo- 
serons toujours  qu'il  en  est  ainsi. 

Tout  plan  qui  rencontre  une  arête  d'uue  surface  prismatique  les 
rencontre  toutes  (367)  et  l'intersection  avec  la  surface  est  un  poly- 
gone que  l'on  nomme  une  section  plane.  Tout  plan  perpendiculaire 
à  une  arête,  l'est  à  toutes  les  autres  et  la  section  plane  déterminée 
par  un  tel  plan  se  nomme  une  section  droite. 

THÉORÈME  I 

419.  —  Deux  sections  planes  parrallèles  dune  su7' face  pris- 
matique sont  égales. 

Les  angles  des  deux  polygones  ABCD  et  A'B'C'D'  (fig.  281)  sont 
égaux  chacun  à  chacun,  car  leurs  côtés  sont  respectivement  paral- 
lèles et  de  même  sens  ;  les  côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun, 
comme  segments  parallèles  compris  entre  deux  arêtes  parallèles. 
Les  deux  sections  sont  donc  égales. 

Corollaire.  —  Deux  sections  droites  d'une  surface  prismatique 
sont  égales. 

420.  Prisme.  —  L  On  nomme  prisme  un  solide  limité  par  une 

surface  prismatique  et  deux  sections  planes  parallèles  (fig.  282). 

IL  Ces  sections  planes  sont  deux  polygones 
égaux  ;  ce  sont  les  bases  du  prisme.  La  por- 
tion de  surface  prismatiqvie  limitée  par  ces 
polygones  est  la  surface  latérale  du 
prisme  ;  elle  est  formée  de  parallélogrammes; 
son  étendue  est  l'aire  latérale  du  prisme. 
La  surface  totale  comprend,  en  plus,  les  deux 
bases. 

Les  porti(jns  des  arêtes  de  la  surface  pris- 
matique comprises  entre  les  plans  des  bases 
sont  les  arêtes  latérales  du  piisme  :  elles 
sont  égales  (384). 

III.  La  hauteur  du  prisme  est  la  distance  des  plans  de  ses  deux 
bases,  ou  le  segmeut  perpendiculaire  mené  d'un  point  quelconque 
d'une  base  au  plan  de  l'autre. 

IV.  Un  prisme  est  droit  lorsque  les  arêtes  latérales  sont  perpen- 
diculaires aux  plans  des  bases  ;  chacune  d'elles  est  alors  égale  à  la 
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hauteur  du  prisme.  Dans  tout  autre  cas,  le  prisme  est  oblique  et 
la  hauteur  est  plus  petite  que  l'arête  latérale  (362). 

Y.  Uu  prisme  est  triangulaire,  quadrangulaire.  pentago- 
nal,  etc.,  suivant  que  sa  base  est  un  triangle,  un  quadrilatère,  un 
pentagone,  etc. 

VI.  Lorsque  les  bases  sont  des  parallélogrammes,  le  prisme  est  un 
parallélipipède  ;  toutes  les  faces  sont  donc  des  parallélogrammes 
(lig.  283).  Unparallélipipède  droit  (IV)  est  rectangle  lorsque  les 
bases  sont  des  rectangles  (fig.  284)  ;  les  trois  arêtes  partant  d'un 
même  sommet  en  sont  les  dimensions.  Quand  ces  dimensions  sont 
égales  le  solide  est  un  cube  ;  toutes  les  faces  sont  alors  des  carrés 
égaux  (fig.  28.5). 


Fig.  283 


Fig.  285 


Fig.  284 


Vil.  Uu  solide  limité  par  une  surface  prismatique  et  deux  sections 
planes  non  parallèles  est  un  tronc  de  prisme  ; 
les  deux  sections  en  sont  les  bases  (fig.  286).  On 
peut  remarquer  que  les  côtés  des  deux  sections 
se  coupent  deux  à  deux  en  des  points  situés  sur 
Tintersectiou  des  plans  de  ces  sections. 

VIII.  Par  extension,  le  solide  illimité  compris 
da)is  une  surface  prismatique  (418)  se  uomme 
un  prisme  indéfini. 

Application.  —  1258.  Etant  donnés  trois  points  sur  les 
arêtes  d'un  prisme,  construire  la  section  plane  qui 
passe  par  ces  trois  points. 


THEOREME  II 


421.  —   Dans  tout  parallélipipède.  les  faces  opposées  sont 
égales  et  parallèles. 

Par  définition,  les  bases  ABCD  et  EFGH  (fig.  287)  sont  des  parallé- 
logrammes égaux  et  parallèles.D'autre  part, dans  deux  faces  latérales 
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Fig.  287. 


opposées,  AEHD  et  BFGC,  AD  est  égal  et  parallèle  à  BC,  puisque 
la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme;  par 
une  raison  semblable  AE  est  égal  et  parallèle 
à  BF;  donc  l'angle  DAE  est  égal  à  l'angle 
CBF  (385)  et  le  parallélogramme  DAEH  est 
égal  et  parallèle  au  parallélogramme  CBFG. 

CoROLLAiB.E.  —  Une  face  quelconque  et  son 
opposée  peuvent  être  ^^t^ises  pour  les  hases  (Pun 
parallélipede. 

Remarque.  —  Etant  donnés  trois  segments 
AB,  AE,  AD,  menés  par  un  même  point  A,  et  non  situés  dans  un 
même  plan,  on  peut  sur  ces  trois  segments  construire  un  paral- 
lélipipède;  il  suffit  de  mener  par  l'extrémité  de  chaque  segment, 
un  plan  pai'allèle  au  plan  des  deux  autres. 

Applications.  —  1259.  Etant  données  trois  droites  illimitées,  non  situées 
deux  à  deux  dans  un  même  plan,  construire  un  parallélipipède  dont  trois 
arêtes  soient  sur  les  trois  droites. 

1260.  Toute  section  plane  îaite  dans  un  parallélipipède,  entre  deux  faces 
opposées,  est  un  parallélogramme;  la  somme  des  segments  de  deux  arêtes 
opposées,  compris  entre  une  base  et  la  section,  est  la  même  pour  les  deux  cou- 
ples d'arêtes. 

1261.  Couper  un  cube  par  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un  hexa- 
gone régulier. 

THÉORÈME  m 


422.  —  Dans  tout  parallélipipèle,  les  angles  solides  opposés 
sont  symétriques  et  les  diagonales  se  coupent  en  un  même  point 
qui  est  leur  milieu  commun. 

1"  Le  trièdre  A  (fig.  288)  est  égal  au 
trièdre   G.H'F'C  (411),   symétrique  du 
trièdre  (î,  car  on  a  (385)  entre  les  faces  : 
EAB  =  C'GH',     BAD  =  H'GF', 
DAE  =  F'GC'. 
Lestrièdres  Aet  G  sont  donc  symétriques. 
2°   Deux   diagonales  quelconques  BH 
et  CE  se  coupent  mutuellement  eu  leur 
milieu,  car  le  quadrilatère  BEHC  est  un 
parallélogramme  puisque  les  arêtes  EH 
et  BC  sont  égales   et  parallèles   (368, 
Cor.). 

Le  milieu  0  commun  à  toutes  les  dia- 
gonales se  nomme  le  centre  du  parallé- 
lipipède. 
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Applications.  —  1262.  La  somme  des  carrés  des  arêtes  d'un  parallélipipéde 
est  équivalente  à  la  somme  des  carrés  des  quatre  diagonales. 

1263.  Dans  tout  prisme  quadrangulaire  ABCDA'B'C'D'.  les  diagonales  AC, 
et  CA',  BD'et  DE' se  coupent  en  leurs  milieux;  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  huit  fois  le  carré  du  segment 
qui  joint  les  deu.x  points  milieux. 

1264.  Dans  un  parallélipipéde  rectangle,  les  diagonales  sont  égales;  le  carré 
d'une  diagonale  est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  des  trois  arêtes  abou- 
tissant à  un  même  sommet. 

1265.  Calculer  la  diagonale  d'un  cube  dcint  on  donne  le  côté. 

1266.  Si.  par  le  centre  d'un  parallélipipéde.  on  mène  une  droite  quelconque, 
la  partie  de  cette  droite  comprise  entre  deux  faces  opposées  sera  divisée  par 
le  centre  en  deux  parties  égales. 

THÉORÈME  IV 


423.  —  Deux  pr^ismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle 
solide  compris  entre  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
placées  dans  le  même  ordre  relatif. 

Supposons  (fig.  289)  : 

ABCDE  =  A'B'C'D'E',  ABGF  =  A'B'GT'  et  BCHG  =  B'C'H'G', 
ces  trois  faces  étant  placées  dans  le  niême  ordre  relatif. 

11  l'ésulte  immédiatement  de 
rhyi)otbèse  que  les  trièdres  B 
et  B'  sont  égaux  et  si  on  les  fait 
coïncider  les  sommets  A',  B',  C, 
G'  coïncideront  respectivement 
avec  les  sommets,  A,  B.  C,  G, 
puisque 

AB  =  A'B',  BC  =  B'C 
et  BG  =-  B'G'. 

Mais  alors  les  polygones  égaux 

ABCDE    et    A'B'C'D'E'   qui    ont 

deux  côtés  AB  et  A'B',  BC  et  B'C 

qui   coïncident,   coïncident   entièrement.    Le   même    raisonnement 

s'applique  aux  faces  ABGF  et  A'B'G'F',  BCHG  et  B'C'H'G'. 

Or,  les  bases  FI  et  ET  sont  respectivement  égales  aux  bases  AD 
et  A'D'  ;  elles  sont  donc  égales  entre  elles  et  comme  les  trois  sommets 
F,  G.  H  coïncident  respectivement  avec  les  trois  sommets  F',  G',  H' 
ces  polygones  égaux  coïncident. 

Les  deux  solides  ont  donc  leurs  sommets  qui  coïncident  deux  à 
deux;  ils  sont  donc  égaux  (416,  1°). 


Fig.  289. 
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Corollaire.  —  Deux  prismes  droits  qui  ont  des  bases  égales  et  des 
hauteurs  égales  sont  égaux. 

Application.  —  1267.  Deux  prismes  triangulaires  sont  égaux  lorsqu'ils  ont 
leurs  faces  latérales  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

THÉORÈME  V 


424.  —  Un  prisme  oblique  est  équivalent  au  prisme  droit 
dont  la  base  est  une  section  droite  et  la  hauteur  une  arête 
latérale  du  prisme  oblique. 

Parles  extrémités  B  et  F  (tig.  290)  d'une  arête  latérale,  menons 
deux  sections  droites  dans  le  prisme  indéfini  (420,  VIII)  dont  le 
prisme  oblique  est  une  portion.  Le  solide  com- 
pris entre  la  surface  latérale  du  prisme  indé- 
fini et  les  deux  sections  droites  est  un  prisme 
droit. 

Le  prisme  droit  est  la  somme    (417)   des 
solides 

BADCFE'H'G'  +  BADCA'D'C 
et  le  prisme  oblique  est  la  somme  des  solides 
BADCFE'A'G'  +  FEHFE'H'G'. 
Or,  le   premier  terme   de  chacune  de  ces 
sommes  est  un  solide  commun.  D'autre  part, 
les  seconds  tei'mes  sont  des  solides  égaux,  car 
on  a  : 

DH  =  BF  =  D'H',  d'où  HH'  =  DD' 
et  Ton  démontrerait  de  même  que  EE'  =  AA, 
et  GG'  =  ce  II  en  résulte  que  si  l'on  fait  coïucidei'  la  section 
FF/H'G'  avec  son  égale  BA'D'C,  de  manière  que  les  solides  soient 
d'un  même  côté,  ils  coïncideront,  parce  que  les  arêtes  E'E,  H'H 
et  G'G  coïncideront  avec  leurs  égales  A'A,  D'D  et  C'C. 

Le  prisme  droit  et  le  prisme  oblique  considérés  sont  donc  la 
somme  de  deux  solides  égaux  chacun  à  chacun  ;  ils  sont  équivalents. 


Fig. 290 


THEOREME    VI 


425. —  Le  plan  mené  par  deux  arêtes  opposées  d'un  parallé- 
lipipède,  partage  ce  solide  en  deux  prismes  triangulaires  équi- 
valents. 

Le  plan  sécant  BFHD  (tig.  290)  divise  les  bases,  suivant  les  diago- 
nales BD  et  FH,  en  deux  triangles  égaux  et  parallèles  deux  à  deux  ; 
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le  parallélipipède  est  donc  pai'tagé  eudeux  prismes.  Si  l'on  construit, 
comme  au  théorème  précédent,  le  prisme  droit  équivalent  au  paral- 
lélipipède donne,  le  plan  sécant  divisera  de  même  ce  prisme  eu 
deux  prismes  triangulaires  droits  dont  chacun  sera  équivalent  (424) 
au  prisme  triangulaire  oblique  coi'i'espondant.  Or.  les  deux  prismes 
triangulaires  droits  ont  des  hases  égales,  comme  moitiés  «Vun  rec- 
tangle, et  même  hauteur  ;  ils  sont  donc  égaux  (423,  Cor.)  Par  suite 
les  deux  prismes  triangulaires  obliques  sont  équivalents. 

Corollaire.  —  Tout  prisme  triangulaire  est  la  moitié  du  parallé- 
lipipède construit  (421.  Rem.)  snr  trois  arêtes,  issues  d'un  même 
sommet. 

THÉORÈME  VIT 


H 

G 

y 
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426.  —  Deux  parallél?'pi/)èdes  qui  ont  une  base  commune  et 
leurs  bases  supérieures  comprises  entre  les  mêmes  parallèles 
sont  équivalents. 

Le  ]>risme  triangulaire 
AEIDHM  (fig.  291)  est  égal  au 
p)isme  triangulaire  BFKCCrL, 
cai ,  de  EF  =  IK  =  AB,  on  déduit 

Er=-FK 

et  les  triangles  AEI  et  BFK  sont 
égaux    comme    ayant    les  trois 
Fig.  291  côtés    égaux   chacun   à   chacun. 

Les  parallélogrammes  EIMH  et 
FKLG  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux.  Enfin,  les  parallélogrammes  AEHD  et  BFGC  sont  égaux 
comme  faces  opposées  d'un  paralléli|jipède  ;  donc,  (423),  les  prismes 
sont  égaux  comme  ayant  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
placées  dans  le  même  ordre  relatif. 

Mais  si,  du  solide  total  AL  on  retranche  (417)  le  prisme  AM,  il 
restera  le  parallélipipède  AL  et  si,  du  même  solide,  on  retranche 
le  prisme  BL,  il  restei-a  le  parallélipipède  AG  ;  le  deux  parallé- 
lipipèdes  AL  et  AG  sont  donc  é<[uivalents. 


THEOREME   VI 


427.  —  Deux  parallélipipèdes  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur sont  équivalents. 
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Soit  (fig.  292)  ABCD  la  base  conimuiîe  aux  deux  parallélipipèdes 

BG  et  EL;  puisqu'ils  out  même 
hauteur,  leurs  bases  supérieures 
EFGH  et  IKLM  seront  dans  le 
même  plan.  D'autre  pai-t,  on  a  : 
EF  =  BC  =  IK  et  ces  arêtes  sont 
parallèles;  de  même  GF  est  égal 
et  parallèle  à  LK. 

Pi'olongeons  les  côtés  EF  et 
HG,  ainsi  que  LK  et  IM,  jusqu'à 
ce  que  les  uns  et  les  autres  for- 
ment par  leurs  intersections  le 
parallélogramme  NOPQ  ;  ce  pa- 
rallélogramme seia  égal  à  chacune  des  bases  EFGH  et  IKLM  et  un 
troisième  parallélipipède,  ayant  pour  base  inférieure  ABCD  et  pour 
base  supérieure  NOPQ,  sera  équivalent  à  chacun  des  parallépipèdes 
BG  et  BL  (426);  donc  les  deux  pai-allélipipèdes  BG  et  BL,  qui  ont 
même  base  et  même  hauteur,  sont  équivalents. 


THEOREME  IX 

428.  —  Un  parallélipipède  quelconque  est  équivalent  au 
parallélipipède  rectangle  ayant  même  hauteur  et  une  base 
équivalente. 

Soit  ABCD  (f]g.  293)  la  base  d'un  parallélipipède  quelconque. 
Par  les  points  A,  B,  C,  L).  menons  les  segmenis  perpendiculaires 
Al,  BK,  CL.  DM,  compris  entre  les  jiians  des  deux  bases  et  joignons 
IKLM.  Nous  obtenons  ainsi  un  parallélipipède  droit  AL,  de  même 
hauteur  et  de  même  base  que  le  parallélipi- 
pède donné;  ces  deux  solides  sont  donc  équi- 
valents (427). 

Si  la  base  ABCD  est  un  rectangle,  AL  sera 
le  parallélipipède  rectangle  équivalent  au 
parallélipipède  pi-oposé. 

Si  ABCD  n'est  pas  un  rectangle,  menons  AO 
et  BN  perpendicnlaiies  à  CD,  OQ  et  NP  per- 
pendiculaires à  la  base.  Le  solide  ABNOIKPQ 
sera  un  parallélipipède  rectangle,  car,  par 
construction,  les  faces  sont  des  rectangles.  Or 
les  deux  parallélipipèdes  AP  et  AL  ont  même 
l)ase  ABKI  et  même  hauteur  AO  ;  donc,  ils  sont  équivalents;  donc 
le  parallélipipède  donné,  équivalent  au  parallélipipède  droit  AL, 


Fig.  293. 
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est  aussi  équivalent  au  parallélipipède  rectangle  AP  qui  a  la  même 
hauteur  AI,  et  dont  la  base  ABNO  est  équivalente  à  la  base  ABCD. 

Corollaire.  —  Deux  paralUiipipèdes  qui  ont  des  bases  équiva- 
lentes et  des  hauteurs  égales  sont  équivalents . 

Car  ils  sont  équivalents  à  un  même  parallélipipède  rectangle  ayant 
même  hauteur  et  une  base  équivalente. 

429.  Rapport  de  deux  solides.  —  Nous  avons  vu  (417)  que 

rétendue  d'uu  solide  se  nomme  son  volume.  Si  deux  solides  Sj  et 

So  sont  respectivement  la  somme  de  m  et  de  n  solides  équivalents  à 

m 
un  même  solide  A,  le  rapport—  est  le  rapport  des  volumes  des 

solides  Sj  et  S,  ou  plus  simplement,  le  rapport  des  solides  S,  et  S^. 
Si  le  solide  S.^  est  choisi  comme  unité  de  volume,  le  rapport--  s'ap- 
pelle la  mesure  du  volume  du  solide  Sj  ou,  en  abrégé,  le  volume 
du  solide  S^.  Ainsi  :  le  volume  d'un  solide  est  le  rapport  de  ce  solide  à 
celui  que  Von  choisit  pour  unité  de  mesure.  On  passe  aisément  au  cas 
d'un  rapport  incommensurable,  comme  on  l'a  fait  pour  le  rapport  de 
deux  segments  rectiligues. 

L'unité  choisie  est  le  cube  ayant  pour  arrête  l'imité  de  longueur. 
La  mesure  du  volume  d'un  prisme  repose  sur  les  théorèmes  suivants. 
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430.  —  Deux  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Désignons  par  P  et  P'  les  parallélipipèdes  CH  et  CH'  et  faisons 
coïncider  leurs  bases  égales  (fig.  294).  Divisons 
la  hauteur  AH'  en  un  nombre  ai-bitraire  n  de 
parties  égales;  la  hauteur  AH  contiendra  un 
cei'tain  nombi-e  m  de  ces  parties,  plus  un  leste 
moindre  qu'une  pai'tie  et  qui  peut  êti-e  nul.  On 
aura  donc 


m 
n 


AH       m  -\-  1 

< 


AH'  -  -lï-  *'> 

Si  l'on  mène  des  sections  droites  par  les 
points  de  division  de  AH',  on  déterminera  dans 
le   solide    P',    n    parallélipipèdes    rectangles 

égaux;  le  solide  P  en  contiendra  m,  plus  un  reste  moindre  que  l'un 

d'eux  et  qui  peut  être  nul.  On  aura  donc 


m       P        m  +  1 
w  -  F  ^  l'i 


(2) 


LIVRE    VI  327 

Des  relations  (1)  et  (2),  ou  conclut  (143)  : 

il  _  AH 
P'  ~  AH'  ■ 

THÉORÈME  XI 

431.  —  Deux  parallélipipèdes  rectangles  de  même  hauteur 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

Soient  deux  parallélipipèdes  rectangles  P  et  P',  de  même  hauteur 
h  et  dont  les  bases  ont  respectivement  pour  côtés  a  et  h,  a'  et  h' . 
Comparons  les  à  un  troisième  parallélipipède  P",  de  hauteur  h  et 
dont  les  côtés  de  la  base  sont  a  et  &';  ce  parallélipipède  aura  deux 
dimensions  (420,  VI)  communes  avec  chacun  des  parallélipipèdes 
donnés  et  comme  toute  face  peut  êtie  prise  comme  base,  nous 
aurons  (430)  : 


P         h 

P"  ~  b'  ' 

P"         a 
P'    ~  a' 

On  en  déduit  : 

P 

ab 

P' 

a'U 

qu'il  fallait  démonti-er.  puis 

ique 

'.  ab  et  a'b'  représentent  respecti- 

vement  les  bases  des  deux  parallélipipèdes  P  et  P'. 

THÉORÈME  XII 

432.  —  Deux  parallélipipé  les  rectangles  qwlconques  soyit 
entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs; 
ou  comme  les  produits  de  leurs  trois  dimensions. 

Soient  a,  b,  h  les  dimensions  d'un  parallélipipède  P  et  a',  b',  h' 
celle  d'un  parallélipipède  P',  En  considérant  un  troisième  paralléli- 
pipède P"  qui  ait  pour  hauteur  h  et  pour  côtés  de  la  base  a'  et  //  ou 
aura  en  vertu  des  deux  théorèmes  précédents  : 

P"  ~  a'b'  P'  ~"   h'  ' 

De  ces  proportions  on  déduit  :    •  • 

'V  ~~a'b'^  h' '^  a'b' h'' 

433.  Volume  du  parallélipipède  rectangle.  —  Nous  pou- 
vons écrire  la  proportion  précédente  sous  la  forme  suivante  : 

^_a_        b^         h_ 
P'  ~  a'    ^    b''  ^    h'  ' 
Si  le  parallélipipède  P'  est  le  cube  ayant  pour  arête  l'unité  de  Ion- 
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gueur,  le  rapport  wesT  (429)  la  mesure  du  volume  du  parallélipi- 

-  1  1    T^    .  1  a        h         h 

pede  rectangle  r  et  les  rapports—^»    -^>     -p-  sont  respectivement 

les  mesures  de  ses  trois  dimensions.  Ainsi  : 

La  mesure  du  volume  d'un  parnllélipipède  rectangle  est  égale 
au  produit  des  mesures  de  ses  trois  dimensions. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  sous  une  forme  abrégée,  le  théorème 
suivant  : 

THÉORÈME  XIII 

Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est  égal  au 
produit  de  ses  trois  dimensions  ;  ou  au  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur. 

Si  a,  h,  h  sont  les  mesuies  des  trois  dimensions  du  parallélipi- 
pède rectangle  P,  on  écrit  : 

V  =a  X  h  X  h. 
En  désignant  par  B  la  base  et  h  la  hauteur,  on  écrit  aussi  : 

P  =  B  X  h. 

434.  Volume  du  cube  —  Le  cube  est  un  parallélipipède 
lectaiigle  dont  les  trois  dimensions  sont  égales.  On  déduit  donc 
immédiatement  (lu  théorème  pi'écédent  le  suivant  : 

THÉORÈME  XIV 

Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  la  troisième  puissance  de  son 
arête. 

V  =a\ 

Applications.  —  1268.  Démontrer  géométriquement  la  formule  qui  donne 
le  volume  du  cube  dont  l'arête  est  la  somme  de  deux  segments  a  et  b. 

1269.  Démontrer  géométriquement  la  form ule  a^  —  6^  _  (^  _  ^j  {a^^  ab-\-b- ). 

1270.  Trouver  deux  segments  qui  soient  entre  eux  comme  deux  parallélipi- 
pèdes  donnés  ou  comme  deux  cubes  donnés. 

435.  Volume  du  prisme.  —  Ce  volnme  se  calcule  pai  le 
théoi'ème  suivant  : 

THÉORÈME  XV 

Le  volume  d'un  prisme  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur. 

1"  Un  parallélipipède  quelconque  est  équivalent  à  un  paral- 
lélipipède rectangle  de  même  hauteur  et  de  base  équivalente 
(428).  Or,  le  volume  d'un  parallélipipède  i-ectangle  est  égal  au  pro- 
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duit  de  sa  base  par  sa  hauteur;  donc,  le  volume  d'un  parallélipipède 
oblique  est  égal  nu  produit  de  sa  hase  par  sa  hauteur. 

2°  Un  prisme  triangulaire  est  la  moitié  du  parallélipipède 
construit  sur  trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet  (425,  Cor.).  Or, 
le  volume  de  cekii-ci  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ; 
donc,  le  volume  du  prisme  triangulaire  est  égal  au  produit  de  sa  base 
(moitié  de  celle  du  parallélipipède) ^;ar5«  hauteur. 

S°  Un  prisme  quelconque  peut  être  partagé  en  autant  de  pris- 
mes triangulaires  de  même  hauteur,  qu'on  peut  former  de  triangles 
dans  le  polygone  qui  lui  sert  de  base.  Mais  le  volume  de  chaque 
prisme  triangulaire  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  • 
et  puisque  la  hauteur  est  la  même  pour  tous,  il  s'en  suit  que  la  somme 
de  tous  les  prismes  partiels  sera  égale  à  la  somme  de  tous  les  trian- 
gles qui  leur  servent  de  bases,  multipliée  par  la  hauteur  commune. 
Donc  :  Le  volume  d'un  prisme  polygonal  quelconque  est  égal  au  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

D'après  le  théorème  V  (424),  ou  peut  encore  dire  que  :  le  volume 
d'un  prisme  quelconque  est  égal  au  prjduit  de  sa  section  droite  par 
son  arête  latérale. 

Corollaire  I.  —  Deux  prismes  qui  ont  des  hases  équivalentes  et 
des  Jiauieurs  égales,  sont  équivalents. 

Corollaire  IL  —  Si  on  rorapare  deux  prismes  qui  <.)ut  même  hau- 
teur, les  produits  des  b.ises  par  les  hauteurs  seront  entre  eux  comme 
les  bases.  Donc  ; 

Deux  prismes  d'égale  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  hases. 

Par  une  raison  semblable,  deux  prismes  de  base  équivalente  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteur^'. 

Kemarrue.  —  Si  V,  B,  h,  sont  les  nombres  qui  mesurent  respecti- 
vement le  volume,  la  base  et  hi  h;inteur  d'un  prisme,  on  peut  écrire  : 

\'  =  B  X  h. 

1271.  Un  prisme  en  sapin,  dont  la  base  est  un  carré  de  24  centimètres  de 
côté,  flotte  sur  Teau;  déterminer  la  partie  immergée,  sachant  que  les  arêtes 
latérales  sont  horizontales,  que  l'une  des  diagonales  de  la  base  est  horizontale 
et  que  la  densité  du  sapin  est  0,637. 

1272.  Même  problème,  en  supposant  que  la  base  du  prisme  soit  un  hexagone 
régulier  de  0,12  m.  de  côté  et  que  la  face  extérieure  soit  horizontale. 

1273.  Partager  un  parallélipipède  en  trois  prismes  équivalents  par  des  plans 
menés  par  une  même  arête. 

THÉORÈME  XVI 

436.  —  Uaire  Latérale  d'un  pr'isme  est  égale  au  produit  du 
périmètre  d'une  section  droite  par  l'arête  latérale. 

Chaque  face  d'un  prisme  est  un  parallélogramme  dont  une  base 
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est  une  arête  latérale  du  prisme  et  dout  la  hauteur  est  l'un  des  côtés 
de  la  section  droite.  La  somme  des  faces  est  doue  équivalente  à 
un  rectangle  dont  les  dimensions  sont  l'arête  latérale  et  la  somme 
des  côtés,  ouïe  périmètre,  de  la  section  droite. 

CoEOLLAiRE.  —  U aire  latérale  â'un  prisme  est  droit  est  égale  au 
produit  du  périmètre  d'une  hase  par  la  hauteur. 

PYRAMIDE 


437.  —  1.  On  appelle  pyramide  le  solide  compris  entre  les 
faces  d'un  angle  solide  convexe  et  une  section  plane  (tig.  295).  La 
section  plane  est  un  polygone  qui  est  la  base  de  la  pyramide  ;  le 
sommet  opposé  est  le  sommet  de  la  pyramide.  Les  arêtes  SA.  SB,... 
partant  du  sommet  sont  les  arêtes  latérales  et  l'ensemble  des 
triangles  ASB,  ESC,  etc.,  forme  la  surface  convexe  ou  latérale, 
dout  la  mesure  est  Paire  latérale  de  la  pyramide. 

II.  La  hauteur  de  la  pyramide  est  le  seg- 
ment perpendiculaire  mené  du  sommet  au 
plan  de  la  base. 

III.  La  pyramide  est  triangulaire,  qua- 
drangulaire,  etc.,  suivant  que  la  l)ase  est  un 
triaugle,  un  quadrilatère,  etc.  ;  une  pyramide 
triangulaire  se  uomme  aussi  un  tétraèdre. 
Dans  un  tétraèdre,  chaque  face  peut  être  prise 
comme  base. 

IV.  La  pyramide  est  régulière,  lorsque  sa 
base  est  un  polygone  régulier  et  que  le  pied  de 
la  hauteur  est  le  centre  de  la  base  ;  la  hauteur 

s'appelle  alors  l'axe  de  la  pyramide.  Dans  une  pyramide  régulière, 
les  faces  latérales  sont  des  triangles  isoscèïes  égaux  (362);  la  hau- 
teur de  ces  triangles  s'appelle  l'apothème  de  la  pyramide. 

VI,  Si  l'ou  coupe  une  pyramide  par  un  plan 
qui  rencontre  toutes  les  arêtes  latérales,  la 
poi'tion  du  solide  comprise  entre  la  section 
ainsi  déterminée  et  la  base  est  un  tronc  de 
pyramide  ( fig.  296).  Si  la  section  est  parallèle 
à  la  base,  le  tronc  est  à  bases  parallèles 
et  la  distance  des  deux  bases  parallèles  est  la 
hauteur  du  tronc.  Nous  ne  considérerons  que 
le  tronc  de  pyramiile  à  hases  i>arallèles.  Un  tel 
Fig.  296.  solide  est   triangulaire,   quadraugulaire,   etc. 

dans  les  mêmes  conditions  que  la  pyramide 
correspondante. 
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438.  —  Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  parallèle  à 
la  hase, 

1"  Les  arêtes  latérales  et  la  hauteur  sont  divisées  dans  le 
tnême  rapport  ; 

2°  La  section  sera  un  polygone  semblable  à  la  base  et  le 
rapport  des  deux  polygones  est  égal  au  rapport  des  carrés  des 
distances  du  sommet  à  leurs  plans  respectifs. 

I"  Les  plans  A'B'C...  et  ABC...  étant,  parallèles  (tig.  297),  leurs 
intersections  par  un  troisième  plan  seront 
parallèles;  donc  les  triangles  SAB  et 
SA'B',  SBC  etSB'C,  etc,  sont  semblables 
et  Toii  a  : 

SA  _  SB  _  se  _ 
SA' ~  SB' ~  se       ■■• 
Les  triangles  semblables  SAO  et  SA'O' 
donnent  ensuite  : 

SO  _SA 
SO'  ~"  SA'' 

^ip  297.  2°  De   la   similitude    des   mêmes   tri- 

angles on  déduit  ensuite  : 
AB_SB_BC_SC_CD_  ^SO 

A'B'  ""  SB'  ~  B'C      se  ~  GD'  '  '  *  "  '  '  SO'' 

Les  deux  polygones  ont  donc  leurs  côtés  proportionnels  et  comme 
ces  côtés  sont  deux  à  deux  p  irallèles  et  de  même  sens,  les  angles 
sont  égaux  et  ces  deux  polygones  sont  semblables.  On  en  conclut  : 
ABCD         ÂB-        Si'    _  SÔ' 
A'B'C'D'  ""  rïï'-^       Si''       W' 
Corollaire  L  —  Si  (h'HX  pyramides  ont  même  hauteur  et  qu'on 
les  eoupepar  des  plans  parallèles  aux  hases,  menés  à  la  même  distance 
des  sommets,  les  sections  seront  entre  elles  comme  les  hases. 

Disposons   les    bases  dans  un   même    plan  et  coupons  les  deux 
pyramidoe  par  un  même  plan  parallèle  à  celui  des  bases;  on  aura 
A'B'C'D'  _  SÔ;;  _  X'Y'Z' 
ABCD         SÔ'  ~   XYZ 
et  par  suite 

AB'C'D'       ABCD 
X'Y'Z'    "   XYZ  * 
Corollaire  IL  —  Si  deux  pyramides  ont  des  hases  équivaletites 
et  même  hauteur,  les  sections  parallèles  aux  hases,  faites  à  égale 
distance  des  sommets,  sont  équivalentes. 
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Applications.  —  1274.  Couper  une  pyramiiie  par  un  plan  parallèle  à  la  base, 
de  manière  que  la  section  soit  la  moitié  de  la  base. 

1275.  Si  on  coupe  une  pyramide  par  un  plan  oblique  à  la  base,  les  côtés  de  la 
section  rencontreront  les  côtés  homologues  de  la  base  sur  une  même  droite, 
sur  laquelle  se  couperont  les  diagonales  bomologues  des  deux  polygones;  les 
points  de  rencontre  de  deux  côtés  de  la  section  et  des  côtés  homologues  de  la 
base  se  trouveront  sur  une  droite  passant  par  le  sommet  de  la  pyramide. 

1276.  Ktant  donnés,  sur  les  arêtes  d'une  pyramide,  trois  points  d'une 
section  plane,  tracer  cette  section. 

1277.  Les  sections  faites  par  un  plan  dans  deux  pyramides  qui  ont  une  base 
commune,  si-nt  des  figures  homologiques. 

1278.  Si  deux  tétraèdres  S. ABC  et  S'.A'B'C  sont  tels  que  les  droites  SS',  AA', 
BB',  ce,  se  coupent  en  un  même  point,  les  droites  d'intersection  des  faces 
homologues  SAB  etS'A'R',  SACet  S'A'C',...  seront  dans  un  même  plan. 
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439.  —  Deux  pyramides  trirnigulaires  qui  ont  des   bases 
équivalentes  et  des  hauteurs  égales,  sont  équivalentes. 

Plaçons  les  bases  des  deux  pyramides  (%,  298)  dans  un  même 

plan  a  et  soit  AT  un 
segment  peipeudicu- 
laire  à  a  et  égal  à  la 
hauteur  des  deux 
pyramides.  Divisons 
AT  en  un  nombre 
arbitraire  n  de  par- 
ties égales  et,  par  les 
points  de  division, 
menons  des  plans 
parallèles  à  a.  Ils 
détermineront  dans 
les  deux  solides  des 
sections  deux  à  deux 

équivalentes  (438,  Cor.  II). 

Si  les  pyramides  ne  sont  pas  équivalentes,  supposons  que  S  soit 
la  plus  grande  et  coustiuisous  sur  sa  base  ABC  et  les  sections 
successives,  n  prismes  extérieurs  ayant  pour  arête  latérale  une 
division  correspondante  de  l'arête  SA.  D'autre  part,  construisons 
dans  la  pyramide  S'  {n  —  1)  prismes  intérieurs  ayant  pour  bases 
respectives  les  {n  —  1  )  sections  de  cette  pyramide  et  pour  arête 
latéiale  une  division  correspondante  de  l'arête  S'A'.  Ces  [n  —  1) 
prismes  intérieurs  seront  deux  à-deux  équivalents  à  (n  —  1)  prismes 
extérieurs  de  la  pyramide  S,  à  savoir  ceux  qui  restent  quand  on 


Fig.  298. 
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supprime  le  premier  prisme  ABCD.  Celui-ci  est  donc  la  ditJerence 
entre  les  deux  sommes  totales  de  prismes. 

Mais  la  somme  P^  des  prismes  extérieurs  de  la  pyramide  S  est 
manifestement  plus  grande  que  cette  pyramide;  la  somme  P,  des 
prismes  intérieurs  de  la  pyramide  S'  est  plus  petite  que  cette 
pyramide.  En  appelant  V,  et  V^  les  volumes  respectifs  des  deux 
pyramides,  on  a  donc  : 


V. 


P 


et 


V.  >  P., 


et  par  suite 


\\  —  V,  <  P,  —  P.,  =  ABCD  =  tr.  ABC  X  —AT. 

n 

Si  l'on  fait  croître  indéfiniment  n,  le  second  membre  de  cette  rela- 
tion tend  vei's  zéro  et  comme  cette  relation  i-este  vraie,  on  en 
eouclut  nécessairement  : 


V. 


V,  =  0 


ou 


V 


V. 
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440.  —  Toute  pyrami'le  triangulaire  est  le  tiers  du  prisme 
triangulaire  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Soient  (fig.  29V))  S. ABC  une  pyramide  triangulaire  et  ABCDES  un 
prisme  triangulaire  de  même  base  et  de  même 
hauteur.  Ce  prisme  est  la  somme  des  trois  pyra- 
mides déterminées  par  les  plans  ASC  et  ESC. 
On  a  donc,  en  appelant  P  le  prisme  : 

P  =  S.  ABC  -f  S.  AEC  +  S.EDC. 
Or  (439) : 

S.ABC  =  C.ESD  =  S.ECD  (437,  III), 

car  ces  pyramides  ont  des  bases  égales  ABC  et 
ESD,  comme  bases  du  prisme,  et  même  hauteur, 
celle  du  prisme. 
D'autre  part 

S.AEC  =  S.ECD, 

car  ces  pyramides  ont  des  bases  égales,  comme  moitiés  du  parallélo- 
gramme ACDE,  et  même  hauteur. 
On  en  conclut  que 

S.ABC  =  S.AEC  =  S.ECD 
«t  par  suite 

P  =  3  S.ABC        d'où        SABC  =  \  P. 
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441.  —  Le  volume  d'une  pyramide  est  égal  au  tiers  du  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

V.  Le  théorème,  pour  la  pyramide  triangulaire,  est  une  consé- 
quence immédiate  du  théorème  précédent  et  du  théorème  XV  (435). 
Eu  appelant  V  le  volume  de  la  pyramide,  B  l'aii-e  de  la  base  et  h  la 

hauteur,  on  aura  donc  : 

V  =  I  Bh. 

2"^.  Soit  (tig.  300)  une  pyramide  quelconque  S.  En  faisant  passer  les 
plans  SEB,  SEC.  par  les  diagonales  EB,  EC, 
ou  divisera  la  pyramide  polygonale  S.  ABCDE 
en  plusieurs  pyramides  triangulaires  qui 
auront  toutes  la  même  hauteur.  Mais  on  obtient 
le  volume  de  chacune  de  ces  pyramides^  en 
multipliant  chacune  des  bases  ABE,  BCE.  CDE, 
par  le  tiers  de  la  hauteur  commune  ;  donc  la 
somme  des  pyramides  triangulaires,  ou  la  pyra- 
mide polygonale  S.  ABCDE,  aura  pour  volume 
la  somme  <les  triangles  ABE,  BCD,  CDE  ou  le 
polygone  ABCDE,  multiplie  par  |  de  la  hauteur. 
Donc  :  le  volume  d'une  pyramide  est  égal  nu 

tiers  du  produit  de  sa  hase  par  sa  hauteur. 

Corollaires.  —  I.  Toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de  mnne 

hase  ft  de  même  hauteur.  On  peut  démontrer  ce  corollaire  comme 

une  conséquence  du  théoi'ème  XIX. 

II.  —  Deux  pyramides  qui  ont  des  huses  équivalentes  et  des  hau- 
teurs égales,  sont  équivalentes. 

III.  —  Deux  jyyramides  d'égale  hauteur  sont  entre  elles  comme 
leurs  hases,  et  deux  pyramides  de  hase  équivalente  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs. 

Remarque.  —  Comme  le  prisme  triangulaire  ABCFSG  (tig.  301)  est  la  moitié 
du  parallélipipède  ACBDEFGS,  il  a  pour  volume 
l'aire  du  parallélogramme  ACGF  multipliée  par  la 
moitié  du  segment  perpendiculaire  mené  de  S  à  cette 
face.  La  pyramide  S. ABC  qui  est  le  tiers  du  prisme 
ABCSFG  aura  donc  pour  volume  l'aire  ACGF  multi- 
pliée par  le  sixième  du  segment  perpendiculaire 
mené  de  S  au  plan  ACGF  et  l'on  peut  dire  que  :  Z^ 
volume  d'un  tétraèdre  est  égal  au  parallélo- 
gramm.e  construit  sur  deux  arêtes  opposées, 
multiptié  par  le  sixième  de  leur  plus  courte 
distance. 

Si,  par  le  point  M,  milieu  de  .-^B,  nous  menons  un 
plan  parallèle  aux  deux  arêtes  opposées  AC  et  SB,  la  section  déterminée  par 


Fig.  301. 
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ce  plan  daus  la  pyramide  sera  un  iiarallélogramme  équivalent  au  quart  de 
ACGF.  et  ainsi  on  pourra  dire  que  :  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  égala 
quatre  fois  la  section  faite  dans  le  tétraèdre  par  un  2^lan parallèle  à  deux 
arêtes  opposées  et  à  égales  distances  de  ces  arêtes,  multipliée  par  le  |  de 
leur  plus  courte  distance. 

Applications.  —  1279.  Tout  plan  mené  par  une  arête  d'un  tétraèdre  et  le 
milieu  de  l'arête  opposée  le  divise  en  deux  parties  équivalentes. 

1280.  Tout  plan  mené  par  les  milieux  des  deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre 
le  divise  en  deux  parties  équivalentes. 

1281.  Dans  toute  pyramide  triangulaire,  le  plan  Bissecteur  d'un  des  angles 
dièdres  divise  l'arête  opposée  en  parties  i)roportionnelles  aux  faces  de  l'angle. 

1282.  Deux  pyramides  trianguliires  qui  ont  un  angle  solide  égal  ou  symé- 
trique sont  entre  elles  comme  les  produits  des  trois  arêtes  qui  forment  cet 
angle. 

1283.  Entre  les  quatre  hauteurs  h,  h\  h",  h'"  d'un  tétraèdre  et  les  distances 
a,  j5,  Yj  ^  '^'^'"  point  aux  quatre  faces,  on  a  la  relation  : 

^  +  A  +  J^  +  A  =  i. 

h    ^    h'  h"    ^  h'" 

Le  rapport  _  —  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  a  et  ^  sont  du  même 

côté  ou  de  côtés  difî'érents  de  la  face  correspondante  du  tétraèdre. 

1284.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  dièdre  égal  et  l'arête  égale,  sont 
entre  eux  comme  les  produits  des  faces  qui  forment  le  dièdre  égal, 

1285.  Par  une  droite  donnée  dans  le  plan  d'un  face  d'une  pyramide  triangu- 
laire, mener  un  plan  qui  divise  la  pyramide  en  deux  parties  équivalentes. 

1286.  Si,  dans  un  tétraèdre,  les  arêtes  opposées  sont  perpendiculaires  l'une 
à  l'autre  le  produit  de  deux  arêtes  opposées  par  leur  plus  courte  distance  est 
constant  et  équivalent  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre.  Les  perpendiculaires 
menées  de  deux  sommets  aux  faces  opposées  se  coupent  en  un  même  point. 

1287.  Trouver  le  volume  d'une  pyramide  régulière  à  base  carrée  connaissant 
le  côté  a  de  la  base  et  l'arête  latérale  b. 

1288.  La  base  d'une  pyramide  régulière  est  un  hexagone  de  4  mètres  de 
côté.  Calculer  son  volume  si  l'aire  latérale  vaut  15  fois  l'aire  de  la  base. 

1289.  Trouver  le  rapport  qui  existe  entre  le  volume  d'un  parallélipipède  et 
celui  de  l'octaèdre  qui  a  pour  sommets  les  centres  des  faces. 

1290.  Trouver  le  rapport  qui  existe  entre  le  volume  d'un  prisme  hexagonal 
régulier  droit  et  celui  du  dodécaèdre  qu'on  forme  en  joignant  tes  centres  des 
bases  aux  centres  des  faces  latérales.  Même  question  pour  le  dodécaèdre 
déterminé  par  les  plans  qui  passent  par  le  centre  d'une  base  et  les  arêtes  de  la 
base  opposée. 

1291.  On  donne  un  carré  ABCD  de  côté  v/2.  On  mène  au  plan  de  ce  carré  les 
perpendiculaires  DE  =  6  et  BF  =  9.  Calculer  le  volume  de  la  pyramide  tri- 
angulaire ayant  pour  sommets  A,  C,  E.  F. 

442.  Volume  d'un  polyèdre.  —  Si  l'on  joint  un  point  intérieur 
S  aux  sommets  d'un  polyèdre,  celui-ci  sera  partagé  en  pyramides 
ayant  le  sommet  commun  S  et  pour  bases  respectives  les  faces  du 
polyèdre.  Le  volume  du  polyèdre  sera  la  somme  des  volumes  de 
ces  pyramides. 
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Ou  peut  d'ailleurs  effectuer  de  plusieurs  manières  cette  décompo- 
sition eu  pyramides,  en  prenant  notamment  comme  sommet  commun 
l'un  des  sommets  du  polyèdre. 

THÉORÈME  XXI 

443.  —  Laire  latérale  d'une  pyramide  régulière  est  égale 
au  demi-produit  du  périmètre  de  la  base  par  V apothème  de  la 
pyramide. 

Car  la  surface  latérale  est  une  somme  de  triangles  isoscèles  égaux 
ayant  respectivement  pour  bases  les  côtés  de  la  base  de  la  pyramide 
et  pour  hauteur  l'apothème. 

THÉORÈME  XXn 

444.  —  Tout  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases  paral- 
lèles est  la  somme  de  trois  tétraèdres  dont  l'un  est  moyen  pro- 
portionnel entre  les  deux  autres. 

Les  plans  diagonaux  EAC  et  EDC  (fig.  302)  déterminent  dans  le 

Q    c       tronc  T  trois  tétraèdres  et  l'on  a  (417)  : 

r\^--v^\  T  =  E.APC  4-  E.ADC  +  E.CDF. 

/       ^\\\\  Or,  les  tétraèdres  E.APC   et  E.ADC  ont  un 

/    /  \  \\\      sommet  commun  C  et  leurs  bases  opposées  APE 

l/ .\...^4      et  ADE  sont   deux  triaugles  de  même  hauteur 

A^"^^,^.^^^^^    1    /      situés  dans  un  même  plan;  on  a  donc  (441,  II)  : 
^^>^  E.APC  _^r.EAP_AP 

Fig.  302.  E.CDF  "■  tr.  EAD  ~  DE'  ^^^ 

D'autre  part,  on  a,  par  une  raison  analogue 
E.ADC  _  tr.  ACD  _  AC 
E.CDF  "~  ^r.  DCF  ~DF"  ^"^ 

Si  l'on  remarque  que  les  seconds  membres  de  ces  relations  sont 
égaux,  puisque  les  bases  du  tronc  sont  des  triaugles  semblable» 
(438),  on  en  conclut  : 

E.APC  _  E.ADC 

E.ADC  ~  E.CDF' 

Corollaire.  —  Un  tronc  de  pyramide  à  hases  parallèles  est  équi- 
valent à  la  somme  de  trois  pyramides  qui  auraient  pour  haïUeur 
commune  la  hauteur  du  tronc,  et  dont  les  hases  seraient  la  hase  infé- 
rieure du  tronc,  la  hase  supérieure  et  une  moyenne  proportionnelle 
entre  ces  deux  hases. 


LIVRE    VI 


337 


1°  Supposons  d'abord  le  tronc  triangulaire  et  soient  B  et  B'  les 
bases  du  tronc  et  h  la  hauteur.  Ou  a  : 

T  =  E.APC  +  E.ADC  +  E.CDF 

=  i  B/i  +  V|B/i.iB7i  +  \  B'h 

=  I  B/i  +  \  Il  V  BB'  +  \  B7« 

=  i  A(B  +  B'+  VBB'). 

2°  Considérons  ensuite  uu  tronc  polygonal  quelconque  (fig.  303) 

et   soit  T   une   pyramide   triangu- 
laire  d'égale    hauteur  et    dont  la 
base  soit  équivalente  à  celle  de  la 
pyramide   S,    dont    fait    partie    le 
tronc,  et  située  dans  un  même  plan. 
Los  pyramides  S  et  T  sont  équiva- 
lentes (.441,  II).  Le  plan  de  la  base 
A'B'C'D'  détermine  dans   la   pyra- 
mide  T   une   section   F'G'H'   équi- 
valente   à    cette    base  (438,   II). 
Les  pyramides  S. A'B'C'D'  et  T. F'G'H'  sont  donc  aussi  équivalentes. 
Il  en  résulte  que  les  troncs  A  A'  et  FF'  sont  équivalents;  le  théorème 
et  la  formule  s'appliquent  dune  aussi  au  tronc  polygonal  quelconque. 

Applications.  —  1292.  Démontrer  directement  le  corollaire  ci-dessus. 
1293.  Si  a  et  a'  sont  deux  côtés  homologues  des  deux  bases  d'un  tronc 
triangulaire,  on  a  : 


Fig.  303. 


v-f('  +  f  +  ^> 


1294.  Trouver  la  différence  qui  existe  entre  le  volume  d'un  tronc  de  pyra- 
mide et  celui  du  prisme  de  même  hauteur  qui  aurait  pour  base  la  section  du 
tronc  îaite  à  égale  distance  des  bases. 

1295.  Calculer  le  volume  du  tronc  de  pyramide  en  le  considérant  comme  la 
différence  des  deux  pyramides. 

1296.  Connaissant  les  bases  et  la  hauteur  d'un  tronc  de  pyramide,  calculer 
les  hauteurs  et  les  volumes  tles  deux  pyramides  que  l'on  obtient  en  prolongeant 
les  côtés  jusqu'à  leur  rencontre. 

1297.  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  d'une  base  d'un  tronc 
triangulaire  aux  sommets  opposés  de  l'autre  base  se  coupent  en  un  même 
point. 

1298.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  F,  D,  E  (fig.  302)  aux  points  de 
rencontre  des  diagonales  des  faces  opposées  se  coupent  en  un  même  point.  Le 
triangle  qu'on  forme  en  joignant  les  points  de  rencontre  des  diagonales  est 
semblable  aux  bases.  Trouver  l'aire  de  ce  triangle  en  fonction  des  bases. 

1299.  Les  trois  plans  FAP,  DPC,  ECA  se  coupent  en  un  point  situé  sur  la 
droite  qui  joint  le  sommet  de  la  pyramide  au  centre  de  gravité  de  la  base. 
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1300.  Un  tronc  de  pyramide  triangulaire  de  6  mètres  de  hauteur,  a  pour 
bases  des  triangles  isoscèles  de  1  mètre  et  de  |  de  mètre  de  côté  et  dont  l'angle 
au  sommet  est  de  45°.  Quel  est  le  volume  de  la  petite  pyramide? 

1301.  Le  volume  d'un  corps  terminé  par  deux  plans  parallèles  et  dont  les 
faces  latérales  sont  des  trapèzes  ou  des  triangles  (prismatoïde)  est  égal  au 
sixième  de  la  hauteur,  multiplié  par  la  base  inférieure  +  la  base  supérieure 
-f-  quatre  fois  la  section  faite  à  égale  distance  des  bases. 

1302.  Déduire  de  ce  théorème  le  volume  du  tronc  de  pyramide. 

1303.  Si  on  considère  les  arêtes  opposées  d'une  pyramide  triangulaire  comme 
les  bases  d'un  solide  terminé  par  deux  plans  parallèles,  qu'elle  sera  l'expression 
du  volume  de  la  pyramide  ? 

THÉORÈME  XXI II 

445.  —  Un  tronc  d^  prisme  triangulaire  est  équivalent  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  base  commune  l'une  des 
bases  du  tronc,  et  pour  sommets  respectifs  les  trois  sommets  de 
Vautre  base. 

Le  tronc  de  prisme  triangulaire  ABCDEF  (lig.  304)  est  la  somme 
des  trois  pyramides  déterminés  par  les  plans  diagonaux  AFC  et 
EFC.  On  a  donc,  en  désignant  par  V  le  tronc  : 

V  =  F.  ABC  +  F.AEC  +  F.ECD. 
D         La  première  pyramide  a  pour  base,   la  base 
p.^ — y^       ABC  du   tronc  et   son  sommet  F   est   l'un   des 
/        sommets  de  la  base  supérieure. 
/  Si  l'on  remarque  que  chaque  arête  latérale  du 

tronc  est  parallèle  au  plan  des  deux  autres,  on 
a  ensuite,  eu  considérant  la  seconde  pyramide 
(439) : 

F.AEC  =  B.AEC=E. ABC 

^vi^  et  la  pyramide  E.ABC  a  pour  base  ABC  et  le 

Fig.304.  sommet  E. 

Eniin,  on  a  pour  la  troisième  pyramide  : 

F.ECD  ==  E.FCD  =  A.FCD  =  F.  ACD  =  B.ACD  =  D.ABC 

et  la  pyramide  D.ABC  a  pour  base  ABC  et  le  sommet  D.  Le  théorème 

est  donc  démontré. 

Remarque.  —  Si  h^,  h.,,  h.^,  sont  les  distances  des  sommets  de 
Tune  (les  bases  au  plan  de  L'autre  base  B,  on  aura  la  formule  : 

Les  distances  h^,  h^,  li^,  se  confonrient  avec  les  arêtes  latérales, 
si  ct'Ues-ci  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  base  B. 
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CoEOLLAiEE  I.  ^-  Le  volume  d'un  trouc  de  prisnw  triangulaire  est 
('gai  au  produit  de  Vime  des  hases  par  la  distance  au  plan  de  cette 
hase,  du  centre  de  gravité  de  Vautre  hase. 

La  formule  précédente  peut  s'écrire  : 

V  =  B  X  H^i  +  /'.  +  ^'3) 
et  on  démonti'c  aisément  (Voir  application  1197)  que  le  second  fac- 
teur est  la  distance,  à  la  base  B,  du  centre  de  gravité  de  l'auti  e  base. 

Corollaire  II.  —  Le  volume  d'un  tronc  de  prisme  triangulaire  est 
égal  an  produit  de  l'aire  d'une  section  droite  par  la  moyenne 
arithmétique  des  arêtes  latérales. 

il  suffit  d'ajouter  les  foiraules  qu'on  obtient  en  appliquant  la  remar- 
que ci-dessus  aux  deux  troncs  déterminés  par  la  section  droite. 

Applications.  —  1.304.  Le  volume  d'un  tronc  de  parallélipipède  est  égal  au 
produit  de  sa  base  par  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  section  au  plan 
de  la  base. 

1305.  Par  une  droite  donnée  dans  le  plan  d'  une  face  d'un  prisme  triangu- 
laire, mener  un  plan  (jul  divise  le  prisme  en  aeux  parties  équivalentes. 

1306.  Si,  sur  trois  parallèles  données,  on  prend  des  longueurs  égales  à  trois 
segments  donnés,  le  tronc  qu'on  détermine  en  joignant  les  extrémités  de  ces 
segments  aura  toujours  le  même  volume. 


SIMILITUDE 
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'<^rz±: 


446.  —  Etant  donné  un  polyèdre  P,  on  peut  toujours  construire  un 
polyèdre  P'  tel,  que  les  solides  P  et  P' Jouissent  des  propriétés  sui vagîtes  : 

/"  Leurs  faces  en  même  nombre,  sont  deux  à  deux  setnhlables  ; 
2"  Leurs  angles  solides  sont  respectivement   égauc  et  placés  dans  le 
même  ordre  relatif. 

P_  ^  D'un  point  quelconque  S  de 

l'espace  (fig.  305)  et  par  les 
sommets  du  polyèdre  P,  me- 
nons les  demi-droites  SA,  SB, 
se...  sur  lesquels  nous  mar- 
quons les  points  A',.R',  C'...., 
tels  que 

SA_  _  SB__  SC_  _ 
SA'  "~  SB'  ~  se  ~ 

Les  points  A  et  A',  B  et  B'^ 
etc.  situés  deux  à  deux  sur  une 
même  demi-droite  sont  dits  homologues;  deux  segments  rectilignes  dont  les 
extrémités  sont  des  points  hom'>h.gues,  sont  dits  homologues  et  cette  notion 
s'étend  aisément  aux  angles,  aux  polygones,  aux  dièdres  et  aux  angles 
polyèdres. 


K.(l) 


Fig.  305. 
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Des  égalités  (1)  on  déduit  successivement  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Deux  segments  homologues  sont  parallèles,  de  même  sens  et  dans 

le  rapport  K,  car  ils  sont  deux  côtés  homologues  de  deux  triangles  semblables 

ayant  un  sommet  commun  en  S  ; 

2°  L'angle  de  deux  segments  issus  d'un  p(ànt  du  premier  système  est 
égal  à  l'angle  des  segments  homologues  dans  l'autre  système  et  les  plans 
de  ces  deux  angles  sont  parallèles  (385). 

3°  A  tout  triangle  ayant  pour  sommets  trois  sommets  du  polyèdre  P 
donné,  correspond  dans  Vautre  système  un  triangle  homologue  setnblable 
et  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  du  premier . 

4»  A  toute  face  du  polyèdre  P  donné,  correspond  dans  Vautre  systéyne 
un  polygone  homologue  plan  semblable  et  dont  le  plan  est  parallèle  à 
celui  de  la  face  considérée. 

Cela  est  vrai  pour  une  face  triangulaire  (3°).  Dans  une  îace  quadrilatère 
ABCD,  menons  la  diagonale  AC.  On  a,  au  sommet  A  : 

DAB  =  DAC  +  CAR. 
Mais  (2°)        DAB=D'A'B',        DAC  =  D'A'C,        et        CAR  =  C'A'B' 
Donc  :  D'A'B'  =  D'A'C  +  C'A'B'. 

ce  qui  exige  que  les  segments  A'D',  A'C  et  A'B'  soient  dans  un  même  plan 
(403).  A'B'C'D'  est  donc  un  polygone  plan  et  comme  il  est  formé,  avec  la  face 
ABCD,  de  triangles  semblables  et  semblablement  placés  fS»),  ces  deux  poly- 
gones sont  semblables.  La  démonstration  s'étend  aisément  au  cas  d'une  face 
polygonale  d'un  plus  grand  nombre  de  côtés. 

5o  Les  points  A',  B',  C...  sont  les  sommets  d'un  polyèdre  P'  dont  les 
faces  sont  setnblables,  chacune  à  chacune,  à  celles  du  jiolyèdre  P  et  en 
même  nombre. 

6°  Les  deux  polyèdres  P  et  P'  ont  leurs  angles  solides  égaux  chacun  à 
chacun  et  semblabletnent placés,  car  deux  trièdres  homologues  A  et  A' ayant 
leurs  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun  et  dans  le  même  ordre  (2o),  sont 
égaux.  En  décomposant  en  trièdres,  par  des  plans  diagonaux,  deux  angles 
solides  quelconques  homologues,  on  démontrera  aisément  qu'ils  sont  égaux. 
Il  résulte  d'ailleurs  de  la  construction  (qu'ils  sont  semblablement  ))lacés  dans 
les  deux  polyèdres. 

Remarque.  —  Si  l'on  imprime  après  construction,  un  déplacement  quel- 
conque (12)  au  polyèdre  P',  les  propriétés  précé  lentes  établies  pour  les  faces 
et  les  angles  solides,  ne  cessent  pas  d'exister. 

447.  Polyèdres  semblables.  —  On  exprime  d'un  mot  les  propriétés  des 
deux  polyèdres  établies  dans  le  théorème  précédent,  en  disant  que  ces  deux 
polyèdres  sont  semblables.  Il  existe  donc  des  polyèdres  semblables  que  l'on 
définit  comme  suit  : 

Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  un  même  nombre  de 
faces  semblables  chacune  à  chacune  et  leurs  angles  solides  respective- 
ment égaux. 

Du  théorème  précédent  on  déduit  immédiatement  ces  propriétés  des  polyè- 
dres semblables  : 

1°  les  dièdres  homologues  sont  égaux  ; 

2°  les  arêtes  homologues  sont  proportionnelles  et  dans  le  rapport  K,  qu'on 
appelle  le  rapport  de  similitude  des  deux  polyèdres. 
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THEOREME  XXV 


448.  —  Tout  plan  parallèle  à  l'une  des  faces  d'un  tétraèdre  et  qui 
coupe  les  arêtes  issues  du  sommet  opposé,  détermine  un  tétraèdre  sem- 
tlable  au  premier. 

La  section  A'B'C  (flg.  306)  est  semblable  à  la  face 
parallèle  ABC  (438)  et  il  en  est  de  même  des  autres 
faces  deux  à  deux  puisque  les  côtés  de  la  section  sont 
respectivement  parallèles  à  ceux  de  la  face  ABC;  de 
plus  l'ordre  des  faces  est  évidemment  le  même  dans 
les  tétraèdres  SABC  et  S  A'B'C. 

D'autre  part,  l'angle  solide  S  est  commun  et  les 
autres  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C  sont  égaux  parce  que 
leurs  angles  plans  sont  deux  à  deux  égaux  et  dans  le 
même  ordre  (411).  Les  deux  tétraèdres  s<jnt  donc 
semblables. 

Corollaire.  —  Hi  on  coupe  une  pyratnide  quel- 
conque par  un  plan  parallèle  à  la  base,  la  pyra- 
mide ainsi  déterminée  sera  semblable  à  la  première. 
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449.  —  Deux  tétraèdres  sont  semblables. 

\°  si  leurs  angles  solides  sont  deux  à  deux  égaux  et  dans  le  même  ordre 
relatif; 

2°  si  leurs  faces  sont  deux  à  deux  semblables  et  dans  le  même  ordre 
relatif; 

3"  s'ils  ont  un  dièdre  égal  adjacent  à  deux  faces  semblables  et  sembla- 
ble ment  placées  ; 
4o  s'ils  ont  leur  s  arêtes  proportionnelles  et  dans  le  même  ordre  relatif. 
Pour  démontrer  le  premier  cas  de  similitude  (fig.  307),  dont  l'hypothèse  est 
S  S-  ^^^''    ^=A''     B  =  B',     C==C', 

portons  sur  SA,  le  segment  SD^S'A'et  soit 
DEF  une  section  parallèle  à  la  face  ABC.  Le 
tétraèdre   S.DEF  est  semblable  au  tétraèdre 

D/r 1-\F"  A' 4 V-^c  ^-^B^  ®*  *'  suffit  de  démontrer  qu'il  est  égal 

au  tétraèdre  S'.A'B'C 

Or,  de  l'égalité  des  angles  solides  A'  et  I), 
tous  deux  égaux  à  l'angle  A.  on  déduit  :  SDE 
=  S'A'B';  d'autre  part  DSE  =  A'S'B'  comme 
angles  plans  homologues  des  trièdres  égaux  S 
et  S'  et  comme  SD  =  S'A',  les  faces  SDE  et 
S'A'B'  des  deux  tétraèdres  sont  égales. 

On  démontrerait  de  même  l'égalité  des  faces  SEF  et  S'B'C.  SFD  et  S'C'A'. 
Par  suite,  si  l'on  fait  coïncider  les  trièdres  S  et  S',  les  tétraèdres  S.CEF  et 
S'.A'B'C  coïncident  :  ils  sont  donc  égaux. 

On  démontre  par  une  voie  analogue  les  autres  cas  de  similitude  dont  le 
quatrième  est  une  conséquence  immédiate  du  second. 
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Application.  —  1307.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  1»  lorsqu'ils  ont  des 
bases  semblables  et  que  les  dièdres  adjacents  sont  égaux  et  semblablement 
disposés;  2°  quand  ils  ont  cinq  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  disposés 
dans  le  même  ordre  relatif. 

THÉORÈME  XXV il 

450.  —  Deux  2Jolyèdres  composés  d^un  même  nombre  de  tétraèdres 
semblables  chacun  à  chacun  et  disposés  dans  le  même  ordre  relatif  sont 
semblables. 

1°    Les    deux    polyèdres   itig.   308) 
comprennent   un   même  nombre  de 
faces  semblables  chacune  à  chacune 
et  placées  dans  le  même  ordre  rela- 
tif.   A    toute    face    triangulaire   de 
l'un  des  polyèdres  correspond  dans 
l'autre  une  face    triangulaire   sem- 
blable, car  ces  triangles  sont  des  faces 
homologues  de  deux  tétraèdres  sem- 
blables et  semblablement  placés. 
De  même,  à  toute  face  polygonale 
de  l'un  des  solides  correspond  une  face  plane  semblable  dans  l'autre  et  réci- 
proquement. Car  si,  par  exemple,  ABCD  est  une  face  plane,  on  a,  en  menant 
la  diagonale  BD,  la  relation  angulaire  : 

ABC  =  ABD  4- DEC. 
A  cause  de  l'égalité  des  angles  homologues  dans  les  tétraèdres  semblables 
auxquels  ils  appartiennent,  on  a  donc  aussi  : 

A'B'C  =  A'B'D'  +  D'B'C. 
Par  suite,  A'B'C'D'  est  un  polygone  plan  (403)  et  comme  il  est  composé  de 
triangles  semblables  à  ceux  qui  composent  la  face  ABCD  et  dans  le  même 
ordre  relatif,  les  deux  polygones  sont  semblables.  La  démonstration  s'étend 
aisément  au  cas  d'une  face  polygonale  d'un  plus  grand  nombre  de  côtés. 
D'ailleurs  la  disposition  des  faces  semblables  est  la  même  dans  les  deux 
polyèdres,  puisqu'elle  est  une  conséquence  de  la  disposition  des  tétraèdres. 
2°  Les  angles  solides  sont  égaux  deux  à  deux  et  dans  le  même  ordre  relatif. 
Deux  trièdres  homologues  sont  égaux,  car  ils  appartiennent  à  des  tétraèdres 
semblables  par  hypothèse.  Deux  angles  solides  homologues  quelconques  sont 
aussi  égaux  car,  si  on  les  décompose  en  trièdres  par  des  plans  diagonaux 
homologues,  ces  trièdres  seront  deux  à  deux  égaux  et  dans  le  même  ordre  ; 
par  suite  les  faces  et  les  dièdres  des  deux  angles  solides  sont  égaux  et  dans  le 
même  ordre  et  les  angles  solides  sont  égaux.  Enfin,  la  disposition  des  angles 
solides  est  la  même  dans  les  deux  polyèdres,  car  c'est  une  conséquence  de  la 
disposition  des  tétraèdres. 

THÉORÈME  XXVIII 


451.  —  Deux  polyèdres  semblables  peuvent  être  décomposés  en  un 
même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à  chacun  et  placés  dans 
le  même  ordre  relatif. 

Ce  théorème  est  le  réciproque  du  théorème  précédent. 

Décomposons  les  faces  semblables  des  deux  polyèdres  en  un  même  nombre 
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de  triangles  semblables  et  semblablement  placés.  Deux  arêtes  homologues  tels 
que  CM  et  CM',  auxquelles  correspondeDt  deux  dièdres  égaux  à  cause  delà 
sinjilitude  des  polyèdres  (447),  sont  alors  adjacentes  à  deux  triangles  sem- 
blables chacun  à  chacun  et  semblablement  placés  :  MCB  et  M'C'B',  MCD  et 
M'C'D'.  Par  suite,  les  tétraèdres  correspondants  M.CBD  et  M'.C'B'D'  sont  sem- 
blables (449)  et  ils  occupent  dans  les  deux  polyèdres  la  même  position  par 
rapport  au  reste  du  solide. 

Si  on  les  retranche  des  deux  polyèdres,  il  reste  deux  solides  encore  sembla- 
bles, car  le  triangle  MBD  est  semblable  au  triangle  M'B'D',  car  ce  sont  des 
faces  homologues  des  tétraèdres  supprimés  et  rien  n'est  changé  aux  triangles 
qui  restent.  D'autre  part  les  angles  solides  homologues  sont  restés  les  mêmes 
ou  bien  ils  résultent  comme  les  angles  B  et  B'  par  exemple,  de  la  suppression 
d'un  triédre  égal  et  pareillement  disposé.  On  pourra  donc  recommencer  le 
même  raisonnement  t-ur  les  nouveaux  polyèdres  et  ainsi  de  suite. 


THEOREME  XXIX 

452.  -  Les  surfaces  de  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  de  deux  arêtes  homologues. 

Soient  F,,  F.,  F^...  les  faces  de  l'un  des  polyèdres  et  soient  t\,  /'.,,  f.^...  les 
faces  homologues  de  l'autre  polyèdre.  Ces  faces  sont  semblables  chacune  à 
chacu'ie  et  -leux  faces  adjacentes  ont  un  côté  commun.  En  désignant  par  a  et 
a' deux  arêtes  homologues,  on  a  donc  : 

-^  =  51s  =  L3=       _S_£^' 

r\     fz     A  s'~fl'^" 

On  a  vu  (447)  que  Ty  =  K,  qui  est  le  rapport  de  similitude;  le  rapi^ort  des 
surfaces  est  donc  égal  au  carré  du  rapport  du  similitude. 

THÉORÈME   XXX 

453.  —  Deux  polyèdres  semblables  sunt  entre  eux  comme  les  cu'es  de 
deux  arêtes  homologues. 

lo  Considérons  le  tétraèdre  S. ABC  (lig.  .306)  et  le  tétraèdre  semblable  S.  A'B'C 
déterminé  par  la  section  plane  A'B'C  parallèle  à  la  face  ABC.  Prenons  ces  faces 
comme  bases  respectives  des  deux  tétraèdres  et  soient  h  et  h'  les  liautfurs 
correspondantes.  On  a  : 

V  =  i  tr.kV>Cy:h,    \'=\  /r. A'B'C  X  h'. 
On  en  liérluit  : 

V  ~  ^r.AB'C  ^  h'' 
Or,  si  l'on  désigne  par  A  et  a,  deux  arêtes  liomologues,  on  a  (438)  • 

tr.  ABC         h^  ,  h        a 

TT-,         et 


tr.  .A'B'C  ~  h'-^  h'  ~  a'' 

Donc  : 

V  _  ^  _  «3 

V  ""  /?'•*  ~  rt'^' 

2°  Considérons  ensuite  deux  polyèdres  semblables  quelconques. 
Ces  deux  polyèdres  peuvent  être  partagés  en  un  même  nombre  de+étraé'^res 
semblables  chacun  à  chacun  (451).  Ces  tétraèdres  sont  entre  eux  comnie  les 
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cubes  de  deux  arêtes  homologues  et  puisque  ces  arêtes  homologues  sont  pro- 
portionnelles, tous  ces  tétraèdres  seront  entre  eux  dans  le  même  rapport. 
Donc,  la  somme  de  tous  les  tétraèdres  qui  composent  l'un  des  polyèdres  ou  le 
polyèdre  lui-même,  est  à  l'autre  polyèdre,  comme  le  cube  d'une  arête  quel- 
conque du  premier  est  au  cube  de  l'arête  homologue  du  second.  Si  P  et  // 
désignent  les  volumes  des  deux  polyèdres,  on  aura  donc  : 

P_  A^ 

p  ~  a^'  ^ 

Ce  rapport  est  égal  au  cube  du  rapport  de  similitude. 

Remarque.  —  On  peut,  dans  les  deux  théorèmes  précédents,  remplacer  le 
rapport  de  deux  arêtes  homologues,  par  celui  de  deux  diagonales  homologues. 

Applications  —  1308.  Couper  une  pyramide  triangulaire  par  un  plan  paral- 
lèle à  la  base,  de  manière  que  la  petite  pyramide  soit  huit  fois  plus  petite  que 
la  pyramide  totale. 

1309.  Une  pyramide  en  sapin  est  plongée  dans  l'eau,  par  un  sommet;  déter- 
miner de  combien  elle  s'enfoncera,  sa  hauteur  étant  0,™70  et  la  densité  du 
sapin  0,637. 

1310.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  sont  les  sommets  d'un  octaèdre 
moitié  du  tétraèdre. 

1311.  Les  carrés  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  de  deux  faces  homologues. 

454.  Remarque.  —  Il  est  utile  de  remarquer  les  analogies  que  présente  la 
théorie  de  la  similitude  des  polyèdres  avec  celle  de  la  similitude  des  polygones. 


SYMETRIE 

455.  —  On  distingue  trois  sortes  de  symétrie  :  par  rapport  à  une  droite, 
par  rapport  à  un  point,  par  rapport  à  un  plan. 

STMÉTEIE    PAR   EAPPORT    A   UNE    DROITE 

456.  —  Deux  points  de  l'espace  sont  symétriques  par  rapport  à  une 

droite,  quand  celle-ci  est  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  qui  joint  les 
deux  points  ;  cette  droite  est  l'axe  de  symétrie. 

Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  une  droite,  lorsqu'elles  se 
correspondent  point  par  point  de  manière  que  deux  points  correspondants 
soient  symétriques  par  rapport  à  la  droite. 

THÉORÈME   XXXI 

457_  _  Deux  figures  symétriques  par  rapport  à  une  droite  sont  égales. 

Soient  F  et  F'  les  deux  figures,  A  et  A'  deux  points  correspondants;  ces 
points  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  (456).  Considérons  le  demi-plan 
qui  a  pour  origine  l'axe  de  symétrie  et  qui  contient  le  point  A  et  faisons  le 
tourner  jusqu'à  ce  qu'il  coïncide  avec  le  demi-plan  opposé.  L'amplitude  de 
cette  rotation  est  de  deux  angles  droits  et  le  point  A  est  venu  coïncider  avec 
son  symétrique  A'.  Considérons  ensuite  le  demi-plan  qui  contient  un  autre 
point  quelconque  B  de  la  figure  F.  Le  premier  demi-plan  entraîne  celui-ci 
dans  sa  rotation,  car  le  dièdre  des  deux  demi-plans  reste  invariable  (10);  le 
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second  demi-plan  viendra  donc  aussi  en  coïncidence  avec  son  opposé  et  le 
point  B  avec  son  symétrique  B'. 

Ainsi,  une  rotation  d'une  amplitude  de  deux  angles  droits  amène  tous  les 
points  de  la  tigure  F  en  coïncidence  avec  les  points  correspondants  de  la 
figure  F'.  Ces  deux  figures,  pouvant  coïncider,  sont  égales. 

SYMÉTRIE    PAR    RAPPORT    A    UN    POINT 

458.  —  Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à  un  point  donné, 
quand  celui-ci  est  le  milieu  du  segment  qui  joint  les  deux  premiers;  le  point 
donné  est  le  centre  de  symétrie. 

Deux  iig:ures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  point,  lorsqu'elles  se 
correspondent  point  par  point,  de  manière  que  deux  points  correspondants 
soient  symétriques  par  rapport  au  centre  considéré. 

THÉORÈME  XXXII 

459.  —  Les  symétriques  d'une  figure  par  rapport  à  deux  centres  diffé- 
rents, sont  égales. 

Soient  A  (flg.  309)  un  point  de  la  figure  S,  A'  et  A"  les  points  symétriques 

de  A  par  rapport  aux  centres  C  et  C".  Dans  le  tri- 

A  angle  AA'A",  le  côté  A'A"  est  parallèle  à  C'C"  et 

;  \  double  de  C'C".  Ainsi,  les  couples  de  points  A'  et  A" 

'    ^  correspondant  respectivement  à  un  même  point  de 

,         ,  „  la  figure  S,  sont  les  extrémités  d'autant  de  segments 

;  N  égauxetparallèlesà  A'A".  On  pourra  donc,  sans  détor- 

/  \  mation,  amener  la  figure  S'  en  coïncidence  avec  la 

(S^'  ^  f's^     figure  S"  en  déplaçant  la  première  de  manière  que 

^-^'  A"^-"'^     '^^  différents  points  parcourent  simultanément  les 

Fiff    309  segments  correspondants  égaux  et  parallèles.   Les 

figures  S' et  S",  pouvant  coïncider,  sont  égales. 

Il  en  résulte  que  le  choix  du  centre  de  symétrie  est 

arbitraire;  ce  choix  n'influe  pas  sur  les  propriétés  de  la  figure  obtenue  ;  il  n'a 

d'influence  que  sur  sa  position  par  rapport  à  la  figure  donnée. 

Corollaires.  1.  —  La  figure  symétrique  d'une  droite  est  une  droite 
parallèle  et  le  centre  de  symétrie  est  à  égale  distance  des  deux  paral- 
lèles. 

Si  le  centre  de  symétrie  est  sur  la  droite,  la  symétrique  est  une  droite 
coïncidant  avec  la  droite  donnée,  car  à  tout  point  de  cette  droite  correspond 
un  Doint  de  la  même  droite,  symétrique  par  rapport  au  centre.  Si  le  centre  est 
extérieur  à  la  droite,  il  détermine  avec  celle-ci  un  plan  qui  contiendra  les 
symétriques  de  chacun  des  points  de  la  droite;  on  est  ainsi  ramené  à  un  cas 
de  symétrie  dans  le  plan,  déjà  étudié  (113). 

II.  —  La  figure  symétrique  d'un  segment  est  un  segment  égal  et  paral- 
lèle aupremier. 

III.  —  La  figure  symétrique  d'un  plan  est  un  plan  parallèle  et  le  centre 
de  symétrie  est  à  égale  distance  des  deux  plans. 

Si  le  centre  de  symétrie  est  un  point  du  plan,  la  figure  symétrique  de  ce 
plan  est  un  plan  confondu  avec  le  plan  donné.  En  particulier,  la  figure  symé- 
trique d'un  demi-plan  par  rapport  à  un  point  de  l'origine,  est  le  demi-plan 
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opposé.  Si  le  centre  de  symétrie  est  extérieur  au  plan  a,  menons  du  centre  C 
le  segment  CA  perpendiculaire  au  plan  a  et  prolongeons  ce  segment,  au  delà 
du  centre,  d'une  longueur  CA' =  CA.  Si  l'on  mène  par  A' un  plan  a' paral- 
lèle au  premier,  on  démontrera  aisément,  comme  pour  la  droite,  que  ce  plan 
a'  est  le  lieu  des  symétriques  de  tous  les  points  du  plan  donné  a. 

IV.  La  figure  symétriqup  d'un  angle  plan  est  un  angle  égal,  dont  les 
côtés  sont  parallèles  et  de  sens  contraires  à  ceux  du  premier. 

En  plaçant  le  centre  de  symétrie  au  sommet  de  l'angle  donné,  la  figure 
symétrique  est  l'angle  opposé  par  le  sommet.  Si  l'on  choisit  le  centre  de 
symétrie  hors  du  plan  de  l'angle,  ce  corollaire  est  une  conséquence  des 
corollaires  1  et  II. 

V.  La  figure  symétrique  d' une  figure  plane  est  une  figure  égale 

\\.  La  figure  sytnétrique  d'un  dièdre  est  un  cHédre  égal. 

Si  l'on  prend  comme  centre  de  symétrie  un  point  de  l'arête,  la  figure  symé- 
trique du  dièdre  donné  est  le  dièdre  opposé  par  l'arêtre  (Cor.  III).  Or,  le  choix 
du  centre  est  indifférent.  Si  Ton  veut  faire  la  démonstration  en  plaçant  le 
centre  de  symétrie  en  un  point  quelconque  de  l'esjiace,  on  construira  l'un 
des  rectilignes  A  du  dièdre  donné.  Cela  étant,  le  symétrique  de  l'arête  d  est 
une  droite  d'  parallèle  (Cor.  Ii;  le  symétrique  de  l'angle  rectiligne  A  est  un 
angle  égal  A',  dont  les  côtés  seront  perpendiculaires  à  la  droite  d'  (Cor.  IV). 
La  droite  d'  ei  les  côtés  de  l'angle  A'  déterminent  donc  un  dièdre  égal  au 
dièdre  donné. 

VII.  La  figure  symétrique  d'un  angle  solide  est  un  angle  solide  dont 
tous  les  éléments  sont  respect ivem,ent  égaux  à  ceux  de  l'angle  donné, 
mais  dans  l'ordre  re?iversé. 

En  prenant  comme  centre  de  symétrie  le  sommet  de  l'angle,  on  est  ramené 
aux  considérations  du  no  402.  Si  le  centre  de  symétrie  n'est  pas  le  sommet 
de  l'angle  solide,  ce  corollaire  est  une  conséquen  -e.  des  corollaires  IV  et  VI. 

\'III.  La  figure  symétrique  d'un  tétraèdre  est  un  tétraèdre  équivalent. 

Prenons  comme  centre  de  symétrie  (fig.  310), 
puisque  le  choix  en  est  arbitraire,  un  somm*  t  S  du 
tétraèdre.  La  face  opposée  ABC  a  pour  symétrique 
un  triangle  égal  A'H'C  dont  le  plan  est  parallèle  au 
plan  du  premier  (Cor.  111  et  V)  ^'t  ces  deux  plans  sont 
à  la  même  distanc-e  /î  du  point  S.  Or,  ces  deux 
tétraèdres  ont  pour  solumes  re.-p"Ctifs  : 

tr.  AHC  X  ^  à        et        tr.  A'b'C'X  i  ^. 

Les  deu.x  tétraèdres  sont  donc  équivalents.  Si  le 
centre  de  symétrie  ne  coïncide  pas  avec  un  sommet 
S,  les  deux  facteurs  de  chacun  de  ces  produits  ne 
changent  pas  (Il  et  V);  la  conclusion  reste  donc 
vraie. 

On  peut  démontrer  aussi  ce  corollaire,  sans  faire 
intervenir  la  mesure  des  deux  volumes.  Si  OSO'  est 
la  perpendiculaire  commune  aux  plans  des  bases,  on 
aura  :  ' 
S.ARC  =  S.OAB  +  S.OBC  +  S.OAC 


et 


S.A'B'C  =  S.O'A'B'  -f  S.O'B'C  +  S.O'C'A'. 
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Les  deux  solides  siint  ainsi  la  somme  de  trois  tétraèdres.  Or,  les  trois 
tétraèdres  qui  forment  le  solide  S. ABC  peuvent  coïncider  respectivement  avec 
les  tétraèdres  symétriques  qui  forment  le  solide  S.A'B'C,  comme  on  le  démon- 
tre aisément.  Donc  ces  sommes  c'est-à-dire  les  deux  tétraèdres  considérés,  sont 
équivalentes. 

Si  les  points  0  et  0'  tombaient  en  dehors  des  bases,  l'un  des  tétraèdres  de 
décomposition  viendrait  en  déduction  de  la  somme  des  deux  autres,  dans 
les  deux  égalités  ci-dessus. 

iX.  —  La  figure  syynétrique  d'un  polyèdre  est  un  polyèdre  équivalent. 

Tout  élément  du  polyèdre  donné  a  son  symétrique  dont  les  corollaires  pré- 
cédents indiquent  les  propriétés.  Inexistence  du  polyèdre  symétrique  est  ainsi 
une  conséquence  de  ces  corollaires.  On  en  conclut  que  les  deux  polyèdres  ont 
leurs  arêtes  deux  à  deux  égales  et  qu'il  en  est  de  même  des  faces  et  des  dièil  res  ; 
de  plus  les  angles  solides  sont  deux  à  deux  symétriques. 

Cela  étant,  décomposons  le  polyèdre  donné  en  tétraèdres.  En  groupant,  par 
groupes  homologues  de  quatre,  les  sommets  du  polyèdre  symétrique,  on 
décomposera  celui-ci  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  qui  seront  respecti- 
vement symétriques  des  premiers  et  leur  seront  équivalents  chacun  à  chacun 
(Cor.  Vil).  Les  deux  polyèdres  sont  donc  équivalents. 

Application.  —  1312.  Démontrer  que  le  tétraèdre  qu'on  forme  en  joignant 
les  points  de  rencontre  des  médianes  des  faces  d'un  tétraèdre  donné,  est  sem- 
blable au  symétrique  de  ce  tétraèdre. 

SYMÉTRIE    PAR   RAPPORT    A    UN    PLAN 

460.  —  Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan,  lorsque 
ce  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  qui  joint  ces  deux  points  ; 
ce  plan  est  le  plan  de  symétrie. 

Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan,  lorsque  leurs  points 
se  correspondent  deux  à  deux,  de  manière  que  deux  points  correspondants 
soient  symétriques  par  rapport  au  plan. 


THEOREMli  XXXlll 

461.  —  Les  deux  figures  symétriques  d'une  figure  donyièe,  respertii-e- 
ment  par  rapport  à  un  point  et  à  un  plan,  sont  égales. 

Soit  A  (tig.  311)  un  point  de  la  figure  donnée  S  et  soit  a  un  plan  de  symétrie. 
I  A        Nous  pouvons  supposer  (459)  que  le  centre  de  symé- 

/  1  trie  est  un   point  C  du  plan  a.  Soit  A'  le  symétriqu  - 

/   I  de  A  par  rapport  à  C  et  A"  son  symétrique  par  rapport 

/     I  au  plan  a.  Le  plan  A'AA"  passant  par  AA"  est  perpen- 

'         '  diculaire  au  plan  a  et  si  par  C,  nous  menohs  C'D  per- 


/ 
/ 
/ 


^^-HV 


pendiculaire  au  plan   a,  cette  droite  sera   parallèle  à 
AA"  et  contenue  dans  le  plan   A'AA";  de  plus    elle 
'  passera  par  le  milieu  de  A'A"  et  sera  perpendiculaire  à 

I  A'A". 

/ L 1.,.  Les  deux  points  A'  et  A"  sont  donc  symétriques  par 

^'  rapporta  la  droite  CD.  Les  deux  figures  S' et  S"  étant 

Fig.  311.  donc  symétriques  par  rapport  à  cette  droite,  sont  par 

■conséq-uent  égales  (457). 
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462.  —  Les  deux  figures  symétriques  d' mie  figure  donnée,  par  rapport 
à  deux  plans,  sont  égales. 

Car  elles  sont  égales  à  une  même  ligure  symétrique  de  la  ligure  donnée,  par 
rapport  à  un  centre  quelconque  (461). 

463.  —  Les  deux  théorèmes  précédents  ramènent  l'étude  des  figures  symé- 
triques par  rapport  à  un  plan,  à  celle  des  figures  symétriques  par  rapporta 
un  point,  que  nous  avons  faite  au  paragraphe  précédent,  du  moins  en  ce  qui 
concerne  la  forme  des  figures.  On  peut  donc  répéter,  en  réservant  la  position 
des  figures,  les  corollaires  démontrés  au  no  459.  Quant  à  la  position  des 
figures  symétriques  par  rapport  à  un  plan,  tout  ce  qu'on  en  peut  dire  se 
déduit  immédiatement  des  deux  théorèmes  suivants. 


THEOREME  XXXV 

464.  —  La  figure  symétrique  d'une  droite  par  rapport  à  un  plan  est 
une  droite  rencontrant  la  première  en  un  point  du  plan  et  les  deux 
droites  font  avec  le  plan  et  de  part  et  d'autre,  un  angle  égal. 

Soit  P  ffig.  312)  le  point  de  ren- 
contre de  la  droite  AB  avec  le  plan 
de  symétrie  a.  Joignons  ce  point  au 
7  symétrique  A'  d'un  point  quelconque 
A  de  cette  droite  (460j.  Si  C  est  le 
point  de  rencontre  de  la  perpendicu- 
laire AA'  avec  le  plan  a,  PC  sera  la 
proiectiiin  commune  des  droites  PA 
A""^  et  PA'  et  de  l'égalité  des   triangles 

Pia_  3]2.  rectangles  APCet  A'PC,  on  conclut  : 

APC  =  A'PC. 
Si  l'on  mène  ensuite  la  perpendiculaire  MD  au  plan  a,  d'un  point  quelconque 
I\I  de  la  droite  donnée.  MD  sera  dans  le  plan  APA'  et  rencontrera  A'B'  en  un 
point  M'.  Les  triangles  rectangles  PMD  et  PDM'  sont  égaux  et  l'on  a  : 

MD  =  M'D. 
Tout  point  de  ABadonc  son  symétrique  sur  A'B'  et  réciproquement;  A'B' 
est  donc  la  figure  symétrique  de  AB. 

Corollaire.  —  Si  la  droite  donnée  est  parallèle  au  plan,  sa  symétrique  l'est 
aussi  au  plan  et  à  la  droite  donnée  et  les  deux  droites  sont  à  égale  distance  du. 
plan  de  symétrie. 

THÉORÈME  XXXVl 

465.  —  La  figure  symétrique  d'un  plan  <x  par  rapport  à  un  plan  /â 
est  un  plan  a'  coupant  le  premier  suivant  une  droite  située  dans  le  plan 
de  symétrie  et  celui-ci  est  bissecteur  de  deux  des  quatre  dièdres  formés 
par  les  plans  a  et  aJ. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  précédent  ;  on  considère 
les  rectilignes  des  dièdrss  dont  parle  l'énoncé. 
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Corollaire.  —  Si  le  plan  donné  a  est  parallèle  au  plan  de  symétrie  /«, 
le  plan  symétrique  a'  l'est  aussi  et  les  deux  plans  sont  à  égale  distance  du 
plan  de  symétrie. 

466.  Remarque.  —  Il  résulte  des  théorèmes  démontrés  ci-dessus  sur  la 
symétrie  des  figures,  que  si  l'on  construit  la  symétrique  d'une  figure  donnée 
en  utilisant  un  centre  de  symétrie  quelconque  ou  un  plan  de  symétrie  arbi- 
traire, toutes  les  figures  que  l'on  obtient  ne  sont  que  des  positions  différentes 
d'une  même  figure,  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  :  la  figure  symétrique 
d'une  figure  donnée  est  unique. 

SYMÉTRIE    ABSOLUE 

467.  —  Certaines  figures,  considérées  isolément,  possèdent  cette  propriété 
que  leurs  points  se  correspondent  deux  à  deux  de  manière  qu'ils  sont  symé- 
triques par  rapport  à  un  centre  ou  par  rapport  à  un  axe  ou  par  rapport  à  un 
plan  de  symétrie.  Les  trois  symétries  peuvent  se  rencontrer  dans  une  même 
figure. 

Nous  avons  rencontré  déjà  plusieurs  figures  qui  présentent  cette  symétrie 
absolue  :  le  parallélogramme  (centre  de  symétrie),  le  trapèze  isoscèle  (axe  de 
symétrie),  la  circonférence  (centre  et  axe  de  symétrie],  le  parallélipipède 
rectangle  (centre,  axe  et  plan  de  symétrie). 


POLYÈDRES  REGULIERS 

THÉORÈME  XXXVII  (Euler) 

468.  —  Si  S  est  le  nombre  des  sommets  d'un  polyèdre  convexe,  F  le 
nombre  des  faces,  et  A  le  nombre  des  arêtes,  on  aura  toujours  : 

S  -f  F  =  A  -f  2. 
Remarquons  d'abord  que  pour  l'une  quelconque  des  faces  du  polyèdre  on  a  : 

S-UF=A-fl  (]) 

car,  dans  ce  polygone,  F  =  1  et  S  =  A.  Cette  relation  (1)  a  lieu  aussi  quand 
on  considère  dans  le  polyèdre  un  nombre  quelconque  de  faces  deux  à  deux 
adjacentes,  à  condition  de  ne  pas  les  considérer  toutes.  Pour  le  démontrer  il 
suffit  d'établir  que  si  la  relation  (1)  est  vraie  pour  un  ensemble  de  n  faces,  elle 
l'est  aussi  pour  (n  +  1)  faces,  tant  que  l'ensemble  ne  constitue  par  la  surface 
totale  du  polyèdre. 
Supposons  donc  qu'on  ait  pour  un  ensemble  de  n  faces  adjacentes  : 

S+F=-A  +  l. 
Si  la  (n  +  1)™«  face  que  l'on  joint  à  cet  ensemble,  compte  m  côtés  et  si  elle  a 
/;  côtés  communs  avec  les  faces  adjacentes,  le  nouvel  ensemble  de  faces 
comptera  [m  —p)  nouveaux  côtés  et  l'on  aura  pour  le  nombre  total  A' des 
côtés  : 

A'  =  A  +  (m  —p). 
D'autre  part,  aux  p  côtés  communs  correspondent  (p  +  1)  sommets  com- 
muns et  comme  la  nouvelle  face  compte  m  sommets,  le  nouvel  ensemble 
comptera  m.  —  (;.;  +  1)  nouveaux  sommets  et  le  nombre  total  S'  des  sommets 
sera  : 

S'  =  S+m  -  {p-^  1) 
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Enfin,  comme  il  y  a  une  face  de  plus  : 

F'  =  F+1. 
De  ces  trois  ég-alités  on  déduit  : 

S'  +  F'  =  S  +  F  -j-  (m  —  j-j)  =  A  +  1  +  (m  -])) 
=  A  +  (m  —p)  4-  1  =  A'+  1. 

La  relation  (1  j  reste  donc  vraie  quel  que  soit  l'ensemble  des  faces  adjacentes 
considérées  sur  le  polyèdre  pourvu  que  cet  ensemble  ne  comprenne  pas  toutes 
les  faces.  Cela  étant,  considérons  toutes  les  faces  sauf  une.  Pour  cet  ensemble 
on  a  ; 

S  +  F  =  A  +  1 . 

Si  l'on  replace  la  face  négligée,  S  et  A  ne  changent  pas,  car  cette  face  a  tous 
ses  côtés  et  tous  ses  sommets  communs  avec  les  faces  adjacentes,  mais  F 
augmente  d'une  unité.  Far  suite  : 

S  +  F  =  A  +  2. 


THEOREME  XXXVIl 


469.  —  //  existe  cinq  polyèdres  convexes  dont  les  faces  sont  des  poly- 
gones réguliers  égaux  et  dont  les  attgles  solides  sont  égaux. 

1°  —  Par  le  centre  0  d'un  triangle  équilatéral  ABC  (îig.  .313)  menons  la  demi- 
droite  OS  perpendiculaire  au  plan  du  triangle.  Puis- 
que AB  >  AO,  on  pourra,  dans  le  plan  AOS,  cons- 
truire un  segment  oblique  AS  ^  AB.  Joignons  alors 
SB  et  se.  De  la  construction  et  des  égalités  :  OA  = 
OB  =  OC,  on  conclut  : 

SB  =  se  =  SA  =  AB. 

Toutes  les  faces  du  tétraèdre  S. ABC  sont  donc  des 
triangles  équilatéraux  égaux.  D'autre  part,  tous  les 
angles  solides  sont  des  triédres  égaux  comme  ayant 

leurs  angles  plans  égaux  ;  ces  angles  plans  valent  "S. 

2'5  —  Par  les  sommets  d'un  carré  ABCD  (fig.  314) 
et  d'un  même  côté,  menons  des  demi-droites  perpen- 
diculaires au  plan  du  carré  Elles  déterminent  une 
surface  prismatique.  Portons  sur  l'une  d'elles  :  AE 
=  AB  et  soit  EFGH  une  section  droite  et,  par  suite, 
parallèle  à  ABCD.  Le  prisme  ainsi  obtenu  est  un 
hexaèdre  dont  toutes  les  faces  sont  des  carrés  égaux 
au  carré  ABCD  et  dont  les  angles  solides  sont  des 
tiièdres  trirectangles  et  par  conséquent  égaux. 


c 

\ 


A 

Fig.  314. 


2°  —  Par  le  centre  0  (fig.  315)  d'un  carré  ABCD,  menons  la  perpendiculaire 
EF  au  plan  du  carré  et  portons  (1E  =  OF  ^  OA.  En  joignant  les  points 
E  et  F  aux  sommets  du  carré,  nous  obtiendrons  un  octaèdre  dans  lequel 
on  a  : 

ABCD  =  AFCE  =  EDFB 
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car  ces  carrés  ont  leurs  diagonales  égales;  il  en  résulte  que  les  faces  du 

polyèdre  sontdes  triangles  équilatéraux  égaux. 
D'autre  part,  deux  angles  solides  quelconques 
A  et  E  sont  égaux,  car  ce  sont  deux  angles 
homologues  de  deux  pyramides  régulières 
égales  ayant  pour  bases  les  carrés  EDFB  et 
ABCD  et  pour  hauteurs  les  segments  AO  et 
EO. 

4°.  —  Soit  un  pentagone  régulier  ARCDE 
(fig.  31G).  Chacun  des  angles  au  sommet  de  ce 
pentagone  vaut  : 


18 

—  S)  <  4  S),  on  pourra  construire  (405)  en  chaque 
sommet  et  d'un  même  côté  du  plan  du  pentagone,  un  trièdre  dont  les  trois 


et  comme  ^  £)  x  3 
o 


angles  plans  vaudront  chacun  ^  S).  Ces  trièdres  égaux  auront  deux  arêtes 

coïncidant  avec  deux  côtés  du  pentagone  et  la  troisième  arête  sera  respective- 
ment AN,  BP,  CG,  Dl  et  EL.  Prenons  sur  cette  troisième  arête,  les  longueurs 

AN  =  BP  =  CG  =  DI  =  EL  =  AB. 

Deux  trièdres  consécutifs  égaux  A  et  B  ont  leurs  dièdres  égaux.  Par  suite, 
les  faces  NAB  et  ABH  de  ces  trièdres.  qui  forment  avec  la  face  commune 
ABCDE  et  du  même  côté,  un  même  dièdre  AB,  coïncident,  c'est-à-dire  que  les 
segments  égaux  NA,  AB  et  BP  sontdans  un  même  plan  et  comme  NAB  = 
ABP,  on  pourra  achever  dans  ce  plan  le  pentagone  régulier  NABPO  égal  au 
pentagone  ARCDE. 

Le  même  raisonnement  se  répète  de  proche  en  proclie  à  tous  les  sommets 
du  pentagone  ABCDE.  On  obtient  donc  un  ensemble  de  six  faces  qui  sont  des 
pentagones  réguliers  éeraux  et  entièrement  situés  d'un  même  côté  de  la  face 
ABCDE.  Cet  ensemble  forme  une  surface  limitée  par  un  décagone  GHIKL  ., 
qui  est  gauche,  car  si  quatre  sommets  consécutifs  G,  H.  I,  K,  pouvaient  être 
dans  un  même  plan,  ce  plan  contiendrait  les  pentagones  GHlDCet  KIDEL 
qui  sont  deux  faces  du  trièdre  D.  ce  qui  est  impossible.  Dans  ce  décagone  les 
côtés  S'-int  égaux;  les  angles  0,  F,  H,  K,  M.  sont  égaux,  comme  angles  de  pen- 
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tagones  réguliers;  enfin,  les  points  N,  P,  G,  I  et  L  sont  les  sommets  de  cinq 
trièdres,  égaux  aux  trièdres  égaux  A,  B,  C,  D,  E,  comme  ayant  un  dièdre 
égal  adjacents  à  deux  faces  égales.  Il  en  résulte  que  deux  à  deux  les  côtés  du 
décagone  gauche  font  des  angles  égaux  à  ceux  du  pentagone  régulier  ABCDE. 
Construisons,  d'autre  part,  un  second  ensemble  identique  au  premier  et 

limité  par  un  décagone  gauche  N'O'P'F'...  En 
opposant  leurs  concavités  (fig.  317)  on  pourra 
réunir  ces  deux   ensembles  pour  former  la 
surface  d'un   polyèdre  convexe.  Car  l'angle 
plan  N'O'P'du  trièdre  0' du  second  ensemble 
est  égal  à  l'angle  NOP  d'une  face  du  premier 
ensemble  et  l'on  peut  les  faire  coïncider,  O'N' 
sur  ON  et  O'P'  sur  OP.  Le  trièdre  (0,  0')  ainsi 
formé  est  égal  au  trièdre  (P,  P');  ils  ont  une 
arête  commune  OP  correspondant,  dans  cha- 
cun d'eux,  à  un  même   dièdre  et   l'une  des 
faces  OPB  de  ce  dièdre  est  commune.  Les  deux 
autres  faces  coïncident  donc  c'est-à-dire  que 
l'angle  O'P'F'  coïncide  avec  son  égal  OPF. 
Ai  nsi  la  coïncidence  des  sommets  N',  0',  P'  avec 
les  sommets  N,  0,  P,  amène  la  coïncidence  des  sommets  F'  et  F.  On  montre- 
rait, en  raisonnant  de  même  de  proche  en  proche,  qu'elle  amène  la  coïnci- 
dence simultanée  des  sommets  successifs  des  deux  décagones  gauches. 

On  obtient  ainsi  un  dodécaèdre  dont  les  faces  sont  des  pentagones  régu- 
liers égaux  et  dont  les  trièdres  sont  des  trièdres  égaux. 

5°. — Soit  un  triangle  équi- 
latéral  ABC  (fig.  318).  Con- 
struisons un  pentagone  régu- 
lier B'C'H'l'D'  dont  le  côté 
soit  égal  à  celui  du  triangle 
équilatéral  donné.  Par  le 
centre  0'  de  ce  pentagone 
menons  la  demi-droite  O'A 
perpendiculaire  au  pian  du 
pentagone.  Le  côté  du  pen- 
tagone régulier  étant  plus 
grand  que  le  rayon,  on 
pourra,  dans  le  plan  B'O'A, 
construire  un  segment  obli- 
que B'A'  =  B'C  =  BC.  Joignons  le  point  A'  aux  sommets  du  pentagone  régu- 
lier; nous  obtenons  un  angle  solide  A'  dont  les  cinq  faces  égales  contiennent 
respectivement  les  triangles  équilatéraux  égaux  A'B'C,  A'C'H',...  Les  trièdres 
B',  C,  H'.  .  sont  égaux  comme  ayant  leurs  trois  faces  respectivement  égales  ; 
les  dièdres  A'H',  A'C,  A'H'...  sont  donc  égaux  et  l'angle  solide  A' a  ainsi  ses 
faces  égales  et  ses  dièdres  égaux. 

Supposons  que  l'on  construise  encore  deux  autres  angles  solides  identiques 
au  précédent  et  que  nous  désignerons  par  A"  et  A'".  Cela  étant,  si  nous  faisons 
coïncider  la  face  A'B'C  de  l'angle  solide  A'  avec  le  triangle  équilatéral  ABC, 
qui  lui  est  égal,  cet  angle  prendra  la  position  A.BCHID.  Or,  il  est  évident  qu'en 
plaçant  le  sommet  de  l'angle  solide  A''  en  B,  on  pourra  faire  coïncider  deux 
faces  de  cet  angle  solide  avec  les  faces  égales  ABC  et  ABl),  car  ces  deux  couples 


Fig.  318. 


LIVRE     VI  353 

de  faces  forment  un  dièdre  égal  Ces  deux  dièdres  égaux  coïncideront  et 
auront  l'arête  commune  AB.  L'angle  solide  A"  prendra  ainsi  la  posi- 
tion B.  CADEF.  La  figure  présente  alors,  au  sommet  C,  trois  faces  HCA,  ACB 
et  BCF,  égales  à  trois  des  faces  du  troisième  angle  solide  A"'  et  deux  dièdres 
CA  et  CB  égaux  à  ceux  de  cet  angle  solide.  En  plaçant  le  sommet  A'"  en  C  on 
pourra  donc  faire  coïncider  ces  trois  faces  avec  trois  faces  de  l'angle  A"'  qui 
occupera  alors  la  position  C.HABFG. 

On  obtient  donc  ainsi  un  ensemble  de  dix  faces  qui  sont  des  triangles  éqai- 
latéraux  égaux.  Les  côtés  communs  à  deux  triangles  adjaceiits  sont  les  arêtes 
de  dièdres  égaux.  Enfin,  cet  ensemble  forme  une  surface  limitée  par  un  hexa- 
gone GHIDEF  qui  est  gauche,  car  si  quatre  sommets  consécutifs  F,  G,  H,  I, 
pouvaient  être  dans  un  même  plan,  ce  plan  contiendrait  les  pentagones 
FGHAB  et  HIDBC  et  alors  le  sommet  A  de  l'angle  solide  A.  BCHID  serait  dans 
le  plan  du  pentagone  BGHID,  ce  qui  est  impossible.  De  plus,  les  côtés  de  cet 
hexagone  sont  égaux;  aux  trois  sommets  G,  I,  E,  aboutissent  deux  triangles; 
aux  trois  autres  aboutissent  trois  triangles;  enfin,  les  angles  des  côtés  consécu- 
tifs de  l'hexagone  sont  égaux  car  ils  sont  égaux  à  la  face  l'A'C'  du  trièdre 
A'.I'H'C'  déterminé  dans  l'angle  solide  auxiliaire  A',  par  le  plan  diagonal 
l'A'C'. 

Construisons  un  second  ensemble  de  dix  faces,  identique  au  précédent  ;  il 
constituera  une  surface  limitée  par  un  hexagone  gauche  égal  au  précédent. 
En  opposant  leurs  concavités  on  pourra  réunir  ces  deux  ensembles  pour 
former  la  surface  d'un  polyèdre  convexe.  11  suffira  de  faire  coïncider  les  deux 
hexagones  gauclies  de  manière  qu'un  sommet  de  l'un,  auquel  concourent 
trois  faces  triangulaires,  coïncide  avec  un  sommet  de  l'autre,  auquel  concou- 
rent deux  faces  tiiangulaires,de  manière  à  former  en  chacun  des  six  sommets 
un  angle  solide  égal  à  l'angle  solide  A'.  H  suffît  pour  cela,  en  considérant  par 
exeinjile  le  sommet  H  auquel  concourent  trois  triangles  IHA,  AHC,  CHG, 
d'aj'^'^iter  par  la  pensée  les  deux  triangles  nécessaires  pour  faire  un  angle 
pe'itaèdre  égal  à  l'angle  A  et  de  faire  coïncider  ces  deux  faces  supplémentaires 
avec  les  deux  faces  qui  concourent  à  l'un  d^s  sommets  de  l'autre  ensemble. 
On  forme  ainsi  en  H  un  angle  solide  pentaèdre  égal  à  l'angle  A'.  Mais  alors, 
au  sommet  suivant  G,  les  trois  faces  supplémentaires  qu'on  ajouterait  aux 
faces  HGC  et  CGF  pour  former  un  angle  pentraèdre,  coïncident  avec  trois  faces 
du  second  ensemble  puisque  les  deux  faces  égales  formant  le  dièdre  HG 
coïncident,  comme  faces  de  l'angle  solide  qu'on  vient  de  former  en  H  ;  nt  ainsi 
de  suite. 

On  obtient  ainsi  un  icosaèdre,  dont  les  vingt  faces  sont  des  triangles 
équilatéraux  égaux  formant  douze  angles  solides  égaux,  à  cinq  faces;  six  de 
ces  angles  solides  résultent  de  la  coïncidence  des  hexagones  gauches  et  chacun 
des  ensembles  en  contenait  trois  autres. 

Remarque.  —  11  suffit,  pour  construire  les  cinq  polyèdres  précédents,  d'en 
connaître  l'arête,  car  cette  arête  est  le  côté  d'un  polygone  régulier  que  l'on 
pourra  construire  puisqu'on  en  connaît  les  côtés  et  les  angles. 

470.  Polyèdre  régulier.  —  Un  polyèdre  régulier  est  un  polyèdre  dont 
toutes  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux  et  dont  tous  les  angles 
solides  sont  égaux.  Nous  venons  de  démontrer  en  les  construisant,  qu'il  en 
existe  au  moins  cinq  ;  nous  allons  démontrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

THÉORÈME  XXXI X 

471.  Il  n'existe  que  cinq  polyèdres  réguliers  convexes. 

Soient  :  m  le  nombre  des  côtés  d'une  face  de  polyèdre  régulier  et  n  le  nombre 
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des  angles  plans  d'un  angle  solide  de  ce  polyèdre.  Si  F,  S,  A  désignent  res- 
pectivement le  nombre  des  faces,  des  sommets  et  des  arêtes,  les  produits  mF 
et  nS  représentent  tous  deux  le  double  du  nombre  des  arêtes,  car  chaque  arête 
est  commune  à  deux  faces  adjacentes  et  aboutit  à  deux  sommets  d'angle  solide. 
On  a  donc  : 

niF  =  wS  =  2A, 
et  aussi,  en  vertu  du  théorème  d'Hluler  (468)  : 

F  +  S  =-  A  +  2. 
De  ces  trois  égalités  on  tire  les  formule  : 

„  4n  4m 


2  (m  -\-  n)  —  mn  2  (m  +  n)  —  mn' 

2i'/l)> 

2  (m  +  il)  -   mn' 
et  Ion  voit  qu'à  chaque  système  de  valeurs  admissibles  de  m  et  n  correspond 
un  seul  système  de  valeurs  pour  F,  S  et  A.  Or,  les  valeurs  de  F,  S  et  A  doivent 
é\idemment  être  positives.  On  a  donc  toujours,  dans  un  polyèdre  régulier  : 

2  (m  +  w)  —  mn  >  o        ou        1 >  „• 

m       n       2 

Mais  on  a  nécessairement  :  n  y  3,  car  le  plus  simple  des  angles  solides  est  le 

trièdre  ;  donc  : 

1^11  11 

—  >  5   —   .1  OU  —  >  ^. 

in       2       3  in       o 

et  par  suite 

m  <  6 

c'est-à-dire  qu'une  face  de  polyèdre  régulier  ne  peut  être  qu'un  triangle  équi- 

latéral,  un  carré  ou  un  pentagone  régulier. 

Pour  m  =  3,  c'est-à-dire  quand  on  prend  pour  face  le  triangle  équilatéral, 

4n 

on   trouve  F  = -: • 

b  —  n 

Donc  :  n  ^=  3  ou  4  ou  5  c'est-à-dire  que  l'angle  solide  aura  3,  ou  4  ou  5  faces. 
Ces  diverses  combinaisons  se  trouvent  respectivement  dans  le  tétraèdre, 
l'octaèdre  et  Vicosaèdre  que  nous  avons  construits  au  théorème  précédent. 

Pour  m  =  4,  c'est-à-dire  quand  on  prend  pour  face  le  carré,  on  trouve  : 

4  -    n 
et  la  seule  valeur  admissible  est  n  =  3.  Cette  combinaison  se  trouve  dans 
Vheœaèdre. 

Enfin,  pour  m  =  5,  c'est-à-dire  quand  on  prend  pour  face  le  pentagone 
régulier,  on  trouve  : 

10  -  3yi 
et  la  seule  valeur  admissible  est  :  n  =  3.  Cette  combinaison  se  trouve  dans  le 
dodécaèdre. 

Il  n'existe  donc  que  cinq  combinaisons  possibles  pour  m  et  w  et  elles  se 
rencontrent  respectivement  dans  les  cinq  polyèdres  réguliers  déjà  construits. 
S'il  existait  au  moins  un  autre  polyèdre  régulier  il  aurait  donc  la  même  face 
et  la  même  espèce  d'angle  solide  que  l'un  P  des  précédents  c'est-à-dire  qu'il 
correspondrait  à  un  même  système  de  valeurs  de  m  et  n  que  le  polyèdre  P. 
Mais  pour  un  système  de  valeurs  de  m  et  n,  les  formules  ne  donnent  qu'un 
Seul  ensemble  de  valeurs  respectives  pour  F,  S  et  A,  c'est-à-dire  que  le  nouveau 
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polyèdre  régulier  aurait  le  même  nombre  de  (aces,  d'arêtes  et  de  sommetS' 
que  le  polyèdre  connu  P;  ce  serait  donc  la  même  espèce  de  polyèdre. 

Donc,  il  n'y  a  que  cinq  polyèdres  réguliers.  En  faisant  le  calcul  complet,  on 
trouvera  pour  ces  polyèdres  les  valeurs  caractéristiques  suivantes  de  m,  n,  F, 
S  et  A  : 


m 

n 

F 

S 

A 

Polyèdres 

3 

3 

4 

4 

6 

Tétraèdre 

3 

4 

8 

6 

12 

Octaèd  re 

S 

5 

20 

12 

30 

Icosaèdre 

4 

3 

6 

8 

12 

Hexaèdre 

5 

3 

12 

20 

30 

Dodécaèdre 

Remarques  l.  —  On  peut  aussi  déterminer  les  polygones  admissibles  comme 
faces  d'un  polyèdre  régulier  en  remarquant  que  la  somme  des  angles  plans 
d'un  angle  solide  est  inférieure  à  quatre  droits.  Il  en  résulte  que  pour  former 
un  trièdre  on  ne  peut  prendre  comme  angle  plan  qu'un  angle  de  triansfle 
équilatéral,  de  carré  ou  de  pentagone  régulier;  pour  former  un  angle  solide 
à  quatre  ou  à  cinq  faces  on  ne  peut  prendre  comme  angle  plan  qu'un  angle  de 
triangle  équilatéral;  enfin  on  ne  peut  former  un  angle  solide  ayant  plus  de 

cinq  faces,  car  l'angle  du  triangle  équilatéral  valant  7,S) ,  on  aurait  déjà  pour 

2 

six  faces  :  ^£)  X  6  =  4  5),  ce  qui  est  impossible. 

II.  —  La  trigonométrie  fournit  la  mesure  du  dièdre  formé  par  deux  faces 
adjacentes  d'un  polyèdre  régulier;  on  peut  aussi  obtenir  le  rectiligne  de  ce 
dièdre  par  une  construction  empruntée  à  la  géométrie  descriptive. 

Applications.  —  1313.  Les  centres  des  faces  d'un  cube  sont  les  sommets  d'un 
octaèdre  régulier  et  les  centres  des  faces  de  cet  octaèdre  sont  les  sommets  d'un 
cube;  trouver  les  rapports  des  surfaces  et  des  volumes  de  ces  trois  corps. 

1314.  Si  l'on  coupe  l'angle  solide  d'un  octaèlre  régulier  par  un  plan  qui 
détermine  sur  les  arêtes  opposées  des  segments  a,  a'  ;  b,  b',  on  aura  : 

J^ 
a 

1315.  La  somme  des  angles  plans  qui  forment  les  angles  solides  d'un 
polyèdre  est  égale  à  autant  de  fois  quatre  angles  droits  qu'il  y  a  d'unités  dans 
S  —  2,  S  étant  le  nom' ire  des  sommets  du  polyèdre. 

i3l6.  Dans  un  polyèdre,  1"  le  nombre  des  faces  d'un  nombre  impair  de 
côtés  est  toujours  pair  ;  3"  le  nombre  des  arêtes  est  toujours  au  moins  égal  aux 
I  du  nombre  des  faces;  3'^  le  nombre  des  sommets  surpasse  au  moins  de  2,  la 
moitié  du  nombre  des  faces. 


+  «'  = 


-  +  - 
b  ^  b' 
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Théorèmes  et  problèmes  relatifs  au  Vl""^  livre 

1317.  Les  plans  menés  perpen  iioulairement  par  les  milieux  des  arêtes  d'un 
tétraèdre  se  coupent  en  un  même  point. 

1318.  Les  plans  bissecteurs  intérieurs  iles  angles  dièdres  d'un  tétraèdre 
S.  ABC  se  rencontrent  en  un  même  point  1.  Si  D  est  le  point  où  SI  rencontre  la 
face  ABC,  les  triangles  DAB,  DBC,  DCA  seront  entre  eux  comme  les  faces  SAB, 
SBC,  SCA,  sur  lesquelles  SI  est  également  inclinée. 

1319.  Les  perpendiculaires  menées  à  chaque  face  d'un  tétraèdre,  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  considérée  se  coupent  en  un  même  point 
qui  est  également  distant  des  sommets  du  tétraèdre. 

13^(1.  Les  segments  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux  points  d'in- 
tersectirm  des  médianes  des  faces  opposées,  se  rencontrent  en  un  même  point, 
situé  au  quart  sur  chacun  d'eux  à  partir  de  la  face  correspondante.  En  Joi- 
gnant ce  point  au  quatre  sommets  on  partage  le  tétraèdre  en  quatre-  parties 
équivalentes.  Ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre;  la  t-omme  des 
carrés  de  ses  distances  aux  sommets  est  équivalente  aux  ~  de  la  somme  des 
carrés  des  arêtes  du  tétraèdre. 

1321.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  aux  quatre  sommets 
d'un  tétraèdre  est  équivalente  à  quatre  fois  le  carré  de  la  distance  du  point  au 
centre  de  gravité  du  tétraèdre,  plus  la  s^mme  des  carrés  des  distances  des 
sommets  au  centre  de  gravité 

1322.  Les  trois  segments  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  se  coupent,  au  centre  de  gravité,  en  parties  égales. 

1323.  Si,  dans  un  tétraèdre  S. ABC.  les  hauteurs  menées  de  S  et  de  A  se  cou- 
pent, il  en  sera  de  même  des  hauteurs  menées  de  B  et  de  C,  les  points  d'inter- 
section se  trouventsur  la  plus  courte  distance  de  SA  et  BC. 

1324.  Si  trois  des  hauteurs  d'un  tétraèdre  passent  par  un  même  point,  la 
quatrièm  ■  hauteur  passera  aussi  par  ce  point. 

1325.  Quand,  dans  un  tétraèdre,  deux  couples  d'arêtes  opposées  sont  rectan- 
gulaires, il  en  est  de  même  des  deux  dernières  arêtes  et  les  hauteurs  concou- 
rent en  un  même  point;  le  tétraèdre  est  dit  orthocenirique. 

1.326.  Si  dans  un  tétraèdre,  les  arêtes  opposées  sont  égales,  les  segments  qui 
joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  sont  leurs  plus  courtes  distances  et 
déterminent  un  trièdre  trirectangle. 

1327.  Etant  données  les  faces  d'un  tétraèdre,  trouver,  en  ne  se  servant  que 
de  la  règle  et  du  compas,  la  longueur  de  la  hauteur,  le  pied  de  cette  hauteur 
sur  le  plan  de  la  hase  et  les  rectilignes  des  dièdres  que  forment  les  faces  avec 
la  base. 

1328.  Couper  un  prisme  triangulaire  droit,  de  manière  que  la  section  soit  un 
triangle  équilatéral. 

1.329.  Couper  un  prisme  triangulaire  droit,  dont  la  base  est  un  triangle  équi- 
latéral, par  un  plan  tel  que  la  section  soit  égale  à  un  triangle  doniié. 

13.30.  Sur  chacun  des  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  décrit  dans  le  plan  de  ce 
triangle  deux  triangles  équilatéraiix.  démontrer  que  : 

1»  Le  triangle,  qui  a  pour  sommets  les  centres  a.  ,?.  y  des  triangles  exté- 
rieurs à  ABC.  est  équilatéral  ; 

2"  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  centres  a',  .5'.  y'  des  autres  triangles 
9st  aussi  équilatéral  ; 


À 
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30  La  somme  des  côtés  a,5  +  a',?'  est  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral 
dont  ABC  serait  la  projection  orthogonale  (Voir  Ex.  1328)  ; 

4»  La  différence  <x^  —  a'jS'  est  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral  qui 
serait  la  projection  orthogonale  de  ABC  sur  un  certain  plan  (Voir  Ex.  1328). 

1331.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  poiul  aux  sommets  d'un  paral- 
lélipipède  est  équivalente  à  huit  fois  le  carré  de  sa  dislance  au  point  de  rencon- 
tre des  diagonales  plus  la  moitié  de  la  somme  des  carrés  des  diagonales. 

1332.  Soient  S.  ABC  un  tétraèdre  et  0  un  point  pris  dans  la  face  SBC  ;  on  mène 
aux  arêtes  SA,  AB,  BC,  jusqu'aux  faces  ABC,  SAC,  SAB,  les  parallèles  OD,  OE, 
OF  ;  démontrer  la  relation 

Op       OE    ,   0 F  _  , 
SA  ^  AB  ^CA  ~" 

1333.  Construire  sur  un  segment  donné,  homologue  d'un  côté  d'un  polyèdre. 
un  polyèdre  semblable  au  polyèdre  donné. 

1334.  Si  on  divise  la  hauteur  d'un  tronc  de  pyramide  en  trois  parties  égales 
et  que,  par  les  points  de  division,  on  mène  des  plans  parallèles  aux  l)ases,  la 
différence  des  sections  e^t  équivalente  au  tiers  de  la  différence  des  bases. 

1335.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes  opposées  de 
manière  que  la  section  soit  la  plus  grande  possible. 

1336  Si,  sur  deux  droites  fixes  gauches,  on  prend  deux  segments  de  longueur 
constante,  les  tétraèdres  qui  ont  pour  sommets  les  extrémités  de  ces  segments 
ont  un  volume  constant. 

1337.  AB,  AC,  AD  étant  trois  arêtes  d'un  paraliélipipède,  AF  sa  diagonale, 
si  l'on  prend  deux  points  quelconques  M  et  N  en  dehors  du  parallélipède,  on 
aura  : 

MNAB  +  MNAC  +  MNAD  =  MNAF. 

1338.  Si  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  se  coupent  en  un  même  point, 
les  perpendiculaires  menées  aux  faces  par  les  centres  de  gravité  se  coupent 
aussi  en  un  même  point  qui  se  trouve  sur  la  droite  qui  Joint  le  point  de  rencon- 
tre des  hauteurs  au  centre  de  gravité  (1320)  du  tétraèdre.  La  somme  des  carrés 
des  arêtes  opposées  est  la  même;  les  quatre  sommets  et  l'orthocentre  sont  cinq 
points  tels  que  la  droite  qui  Joint  deux  de  ces  points  est  perpendiculaire  au 
plan  des  trois  autres. 

1339.  Si,  par  un  point  de  la  base  d'une  pyramide  régulière,  on  mène  une 
perpendiculaire  à  cette  base,  la  somme  des  distances  du  point  de  la  base  aux 
points  d'intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  les  différentes  faces  de  la 
pyramide  sera  constante. 

1340.  Si,  par  le  sommet  A'  d'un  tronc  de  pyramide  A'B'C'ABC,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  B  C'BC,  la  partie  du  tronc  comprise  enire  ces  deux  plans  sera 
équivalente  au  prisme  de  même  hauteur  et  ayant  pour  base  la  moyenne  géo- 
métrique entre  les  deux  bases  du  tronc. 

1341.  Si,  par  les  sommets  S,  A,  B,  C  d'un  tétraèdre,  on  mène  des  parallèles 
qui  rencontrent  en  S',  A',  B',  C  les  faces  opposées,  on  aura  : 

S'.A'B'C'  =  4S.ABC. 

1342.  Si  on  coupe  une  pyramide  S.ABC...  par  un  plan  parallèle  à  la  base 
ABC...  et  situé  au  delà  du  sommet  à  une  distance  h,  de  cette  base,  le  solide 
qu'on  obtient  en  prolongeant  les  faces  latérales  Jusqu'à  ce  plan,  s'appelle  tronc 
de  pyi'amide  de  seconde  espèce.  Démontrer  que  son  volume  est  donné  par 
la  formule  : 

V=^/^(B  +  B'-VBF); 
B  étant  la  base  et  B'  la  section  déterminée  par  le  plan  parallèle. 
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1343.  Les  symétriques  des  plans  des  faces  d'un  tétraèdre  par  rapport  aux 
sommets  opposés  forment  un  tétraèdre  semblable  au  tétraèdre  donné.  Quel 
est  le  rapport  des  volumes  des  deux  tétraèdres? 

1344.  L'angle  que  font  entre  eux  les  plans  menés  par  une  diagonale  d'un 
eube  et  deux  côtés  adjacents  est  égal  à  deux  tiers  de  droit. 

1345.  Dans  un  tétraèdre  ortliocentrique  (1325)  le  centre  de  gravité  est  à 
égales  distances  des  milieux  des  arêtes. 

1346.  Calculer  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  dont  la  hauteur  est  5v'3  m 
et  dont  les  bases  sont  des  triangles  équilatéraux  ayant  pour  rayon  R  ^  2m, 
r  =  1  m  (M). 

1347.  Partager  une  pyramide  à  base  parallélogramme  en  deux  parties  équi- 
valentes par  un  plan  passant  par  un  côté  de  la  base  (C.  G). 

1348.  Dans  un  tétraère  régulier  TABC,  on  mène  un  plan  sécant  parallèle  à 
deux  arêtes  opposées  TA  et  BC  et  qui  rencontre  :  AB  et  H,  BT  en  K.  TC  en  L 
et  AC  en  0  ;  les  distances  de  ce  plan  aux  arêtes  parallèles  sont  entre  elles 
comme  les  nombres  m  et  w,  1°  Calculer  le  rapport  du  tronc  de  prisme  BHKCOL 

au  tétraèdre  TABC;  2°  Si  ce  rapport  vaut  ^,  combien  vaut  celui  des  nombres 

met  n?  (C.  G.). 

1349.  On  donne  le  tétraèdre  ABCD  dans  lequel  les  faces  ACB  et  ADB  sont  des 
triangles  isoscèles,  égaux  ou  non.  avant  tous  deux  comme  base  l'arête  AB. 
On  demande  :  1"  l'angle  des  arêtes  AB  et  CD;  2°  de  démontrer  que  les  hauteurs 
issues  de  A  et  de  B  se  coupent  en  un  point  de  la  perpendiculaire  commune  aux 
arêtes  AB  et  CD,  et  qu'il  en  est  de  même  des  hauteurs  issues  de  C  et  de  D  ; 
3°  en  supposant  données  les  longueurs  de  toutes  les  arêtes  sauf  CD,  de  recher- 
cher quelle  doit  être  la  longueur  de  CD  pour  que  les  quatre  hauteurs  se  cou- 
pent en  un  même  point;  -i»  de  prouver,  en  se  basant  sur  ce  qui  précède,  que 
les  quatres  hauteurs  d'un  tétraèdre  régulier  se  coupent  en  un  même  point  (M). 

1350.  On  coupe  un  trièdre  S. ABC  par  un  plan  ABC  perpendiculaire  à  l'inter- 
section SO  des  plans  menés  par  les  arêtes  perpendiculairement  aux  faces 
opposées.  Démontrer  que  dans  le  tétraèdre  ainsi  obtenu  les  quatre  hauteurs 
et  les  trois  perpendiculaires  communes  aux  couples  d'arêtes  opposées  se 
coupent  en  un  même  point  (M). 

1351.  On  donne  une  pyramide  S. ABCD  de  hauteur  h  et  dont  la  base  est  un 
rectangle  (AB  =  a,  BC  =  h).  \o  Calculer  en  fonction  de  h,  a,  b  le  volume  du 
solide  compris  entre  la  base  et  un  plan  passant  par  l'arête  AB  et  le  milieu  E 
de  se  ;  2°  chercher  le  rapport  de  ce  solide  au  tronc  de  pyramide  déterminé  par 
le  plan  parallèle  à  la  base  et  passant  par  E  (C.  G.). 

1352.  On  donne  une  pyramide  régulière  de  base  carrée  a-  et  de  hauteur  h. 
On  porte  sur  la  hauteur  la  longueur  SI  =  a-;  on  mène  par  I  un  plan  A'BC'D' 
parallèle  à  la  base  et  les  deux  demi-plans  (1,  AB)  et  (1,  CD)  tlont  l'origine  est 
EIF.  Calculer  en  fonction  de  a.  h  et  a.  1°  le  volume  du  tronc  de  pyramide 
déterminé  par  le  plan  A'B'C'D';  2°  le  volume  du  solide  ABCDEF  compris  dans 

3 
le  dièdre  EF.  Calculer  x  pour  que  le  rapport  de  ces  deux  volumes  soit  ^  (C.  G.) 

1353.  L'aire  totale  d'une  pyramide  hexogonale  régulière  est  — ~  et  le 

côté  de  la  base  est  a.  Calculer  :  1°  le  volume  de  la  pyramide;  2»  le  volume  du 
tronc  déterminé  par  un  plan  parallèle  à  la  base,  mené  à  la  distance  a  de  cette 
dernière  (C.  G.). 


LIVRE    VI  359 

1354.  Dans  un  cube,  on  considère  les  arêtes  OA,  OB  et  OC  et  la  diagonale  OD  : 
1°  Démontrer  que  OD  est  perpendiculaire  au  plan  ABC,  au  centre  de  gravité  G 
de  ce  triangle  et  que  ce  centre  G  est  situé  au  tiers  de  OD  à  partir  de  0;  2°  Cal- 
culer en  fonction  de  a  le  volume  du  tétraèdre  D.ARC  en  cherchant  l'aire  ABC 
et  la  hauteur  DG  (C.  G,). 

1355.  On  divise  en  trois  parties  égales  la  hauteur  h  d'une  pyramide  de  base 
B  et  par  les  points  de  division  on  mène  des  plans  parallèles  à  la  base.  Calculer 
les  volumes  des  diflerentes  parties  (C.  G.) 

135Ô.  On  considère  une  pyramide  régulière  à  base  carrée  dont  toutes  les 
arêtes  ont  pour  longueur  a;  une  section  parallèle  à  la  base  a  pour  côté  b. 
Calculer  le  volume  et  l'aire  latérale  du  tronc  de  pyramide  ainsi  formé  (G.  G.). 
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472.  — 


LA  SURFACE  SPHÉRIQUE 

La  sphère  est  le  solide  engendré  par  la  révolution  d'un 
demi-cercle  autour  du  diamètre  qui  appartient 
au  contour  de  ce  demi-cercle.  La  demi-cir con- 
férence décrit  pendant  ce  mouvement,  la  surface 
de  la  sphère,  qu'on  nomme  surface  sphérique 
(fig.  319). 

Le  centre  et  le  rayou  du  derai-cej'cle  géné- 
rateur sont  appelés  le  centre  et  le  rayon  de  la 
sphère. 


THEOREME  I 

473.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point  donné 
sont  égales  à  un  même  segment  donné,  estunesurface  sphérique. 

V\  Sur  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  donné  0 
{tig.  319),  portons,  de  part  et  d'antre,  les  segments  égaux  :  OA  = 
OB  =  R,  segment  donné,  et  décrivons,  dans  un  plan  quelconque 
passant  par  la  droite  AB,  la  cii'conférence  (0,  R).  Par  sa  i-évolution 
autour  do  AB  cette  cii-conférence  engendre  une  surface  sphérique 
(472)  puisque,  pendant  la  rotation,  la  distance  du  point  0  à  tout 
point  M  de  la  circonférence  généiatrice  reste  constante  (10). 

2",  Si  M  est  un  point  de  l'espace  tel  que  OM  =  R,  ce  point  M 
appartient  à  la  demi-circonférence  AMB  qu'on  peut  décrire  dans  le 
plan  (M,AB)  et  cette  demi-circonférence  est  Tune  des  positions  de  la 
généi'atrice;  ce  point  M  appartient  donc  à  la  surface  sphérique. 
Celle-ci  est  donc  le  lieu  considéré  (68) 

Corollaires.  —  1°.  Deux  sphères  qui  ont  même  centre  et  des 
rayons  égaux  coïncident  ; 

2°  Deux  sphères  qui  ont  des  rayons  égaux,  sont  égales; 

3°  Une  surface  sphérique  peut  glisser  sur  elle-même,  sans  que  le 
centre  se  déplace. 

474.  —  Une  demi-droite  menée  par  le  centre  d'une  splière  esc 
nécessairement  dans  le  plan  correspondant  à  l'une  des  positions  du 
demi-cercle  générateur  et  déterminé  par  cette  demi-droite  et  l'axe 
de  rotation.  Or,  cette  demi-droite  ne  rencontre  la  demi-circonférence 
génératrice  de  la  surface  sphérique,  contenue  dans  ce  plan,  qu'en 
un  point  (25).  Il  en  résulte  qu'une  surface  sphérique  est  une  suiface 
fer^née. 
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Si  M  est  un  point  de  cette  tleiui-di'oite,  suivant  qu'on  a 
OM  <  R        ou        OM  >  R, 
le  point  M  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  sphère,  et  récipro- 
quement. 

Tout  segment  dont  les  extrémités  sont  sur  la  surface  d'une  sphère 
est  une  corde;  toute  corde  passant  par  le  centre  est  un  diamètre. 

Tous  les  diamètres  d'une  sphère  sont  égaux,  car  chacun  d'eux  est 
la  somme  de  deux  rayons. 

THÉORÈME  II 

475.  —  Par  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan,  on 
peut  faire  passer  une  surface  sphérique,  et  une  seule. 

Soient  (iig.  320)  quatre   points  A.  B,  C,  D,  non  situés  dans  le 
même  plan.  Par  les  centres  I  et  K  des  cir- 
A-  conférences    circonscrites    respectivement 

^    \\  aux   triangles    ABC   et   AGI),    menons   les 

/      j^^^\  perpendiculaires  lE  etKF  aux  plans  de  ces 

/       \     ^,>K\  triangles. 

^    ,-V'C/^--  ^\  Le  point  I  étant  équidistant  des  points 

B  ^    /       ^"^        A,  B,  C,  chaque  point  de  la  droite  lE  est  à 

Y  des  distances  égales  de  ces  trois  points,  car 

/  \  ces  distances  sont  des  segments  obliques 

F"''    \^  dont  les  projections  sur  le  plan  ABC  sont 

Fig.  320.  égales  (362).  Réciproquement,  si  les  dis- 

tances d'un  point  aux  sommets  A,  B,  C,  sont 
égales,  les  projections  de  ces  trois  segments  obliques  égaux,  sur  le 
plan  ABC,  seront  égales  (363)  c.  à  d.  que  ce  point  se  projetera  au 
point  I;  il  appartient  donc  à  la  perpendiculaire  lE.  Celle-ci  est 
donc  le  lieu  des  points  de  l'ospice  équidistants  des  points  A,  B,  C 
et  contient  pai-  suite  le  centre  de  tonte  surface  sphérique  qui  pas- 
serait par  les  points  A,  B,  C.  On  démontrerait  de  même  que  le 
centre  d'une. surface  sphéiicjue  qui  i)asserait  par  les  points  A,  C,  D, 
appartient  nécessairement  à  la  di'uite  KF. 

Or,  les  droites  lE  et  KF  sont  dans  un  même  plan  et  se  coupent. 
Car  les  perpendiculaires  menées  des  points  1  et  K  au  côté  AC, 
commun  aux  deux  triangles,  sont  des  médiatrices  et  tombent  donc 
au  même  point  H,  milieu  de  AC.  Elles  déterminent  un  plan  IHK 
perpendiculaire  à  AC  et  par  suite  aux  deux  plans  ACB  et  ACD. 
Ce  plan  contient  donc  les  dioites  lE  et  KF,  respectivement  perpen- 
diculaires aux  plans  ACB  et  ACD.  Mais,  dans  ce  plan,  ces  droites 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  IH  et  HK  qui  se 
coupent;  donc  elles  se  coupent  (87)  et  leur  point  d'intersection  0, 
qui  est  unique,  est  à  égale  distance  des  points  A,  B,  C,  D  puisqu'il 
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362 


GEOMETRIE 


appartient  en  même  temps  aux  droites  lE  et  KF.  Donc  la  surface 
sphérique  de  centre  0  et  ayant  cette  distance  couiine  raj-oii,  con- 
tiendra les  quatre  points  A,  B,  C.  D  et  cette  surface  est  unique. 

Kemaeque.  —  Trois  points,  uon  en  ligue  droite,  déterminent 
un  plan;  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan,  détermineut 
une  surface  sphérique.  Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs 
non  en  ligne  droite,  coïncident  ;  deux  suifaces  sp}iéri(|ues  qui  ont 
quatre  points  communs  uon  situes  dans  un  même  plan  coïncident. 

Application.  —  1357.  Construire,  avec  un  rayon  donné,  une  sphère  qui 
passe  par  trois  points  donnés. 

LA  SPHÈRE  ET  LE  PLAN 

THÉORÈME  111 


476.  —  Si  d  est  le  segment  perpendiculaire  mené  à  uv  plan. 
du  centre  d'une  sphère  de  rayon  R, 

1"  Si  d  >  R,  le  playi  na,  avec  la  sphère,  aucun  point  comrnun 
et  lui  est  complètemeyit  extérieur  ; 

■2'-'  5?  d  ^  R,  le  plan  a  un  seul  point  commun  avec  la  sphère 
et  tout  autre  point  du  plm-  est  extérieur  à  la  sphère; 

•3"  .S"/  d  <  R.  le  plan  et  la  sphère  se  coupent  et  la  scctio"  est  u?i 
cercle  ; 

Et  réciproquement. 

1'' Si  c?  >  R.  le  pied  du  segment  perpendiculaire  est  extérieur  à 
la  sphère  (47i)  et  comme  tout  segment  ol)liqi;e  mené  du  centre  à 
un  point  quelconque  du  plan  est  >  d.  tous  les  autres  points  du  plan 
sont,  à  plus  forte  raison,  extérieurs  à  la  sphère. 

2"  Si  f/  =  R.  le  pied  du  segment  pei'p(Midiculaire  appartient  à  la 
surface  île  la  sphère  (473)  et  tout  autre  point  du  plan  est  extérieur. 

car  il  est  le  [Medd'uu  segment  oblique  >d. 
3"  Soit  fZ  =  CO  <  R  (fig.  .H21).  Le  point 
0  est  intérieur  à  la  sphère.  Or,  on  ne  peut 
aller  sur  la  surface  sphérique,  de  l'extré- 
mité D  d'un  diamètre  à  Textrémité 
opposée  E,  sans  traverser  le  plan,  quel 
que  soit  le  chemin  suivi.  11  en  résulte  que 
que  le  plan  et  la  surface  sphérique  se 
coupent. 

Si  A,   ]\I,  1).   ...  sont  différents  points 
communs  au  plan  et  à  la  surface  sphéri- 
que, on  aura,  puisqu'ils  appartiennent  à 
kl  surface  sphérique  : 
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CA  =  CA1  =  CB=  ...  =R. 

Donc  ces  segments  obliques  égaux  ont  des  jjrojections  égales  sur 
le  plan  : 

OA=:OM  =  OB=... 

L'intersection  du  plan  avec  la  surface  sphérique  est  donc  une  cir- 
conférence, limitant,  dans  ce  plan,  un  cercle  qui  est  la  section  déter- 
minée par  ce  plan  dans  la  sphère.  Tout  point  intérieur  à  cette  circon- 
férence est  intérieur  à  la  sphère,  car  il  est  le  pied  d'un  segment 
oblique  <  R,  puisque  sa  projection  est  <  OA.  Tout  point  extérieur 
à  cette  circonférence  est  extérieur  à  la  sphère,  puisqu'il  est  le  pied 
d'un  segment  oblique  >  R. 

4°  Enfin,  les  récipi'oques  de  ces  trois  propositions  sont  vraies,  car 
toutes  les  hypothèses  possibles  ont  été  faites  dans  les  propositions 
directes  et  elles  ont  conduit  à  des  conclusions  essentiellement  dis- 
tinctes dont  chacune  exclut  toutes  les  autres. 

Démontrons  cependant  la  seconde,  à  cause  de  son  importance. 

Si  un  plan  n'a  qii'imiwint  commun  avec  une  s2Jhère,  le  segment  qui 
joint  ce  point  au  centre  est  un  rayon  de  la  spliere x^erpendiculaire  au 
p)lan. 

Ce  segment  d  est  nécessairement  un  rayon  ;  d'autre  part,  ce 
segment  est  perpendiculaire  au  plan,  sinon  on  pourrait  mener  du 
centre  un  segment  per|)eudiculaire  qui  serait  <  d  et  par  suite  le  plan 
couperait  la  sphère  (3°). 

Dans  le  premier  des  cas  examinés  dans  le  théorème  piécé- 
dent  le  plan  est  dit  extérieur  à  la  sphère,  dans  le  second  cas, 
tangent  et  dans  le  troisième,  sécant.  Le  point  commun  à  une 
sphère  et  à  un  plan  tangent  est  le  point  de  contact. 

Si  un  plan  sécant  passe  par  le  centre  de  la  sphère,  la  section  est 
un  grand  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  celui  de  la  sphère.  Si 
le  plan  sécant  ne  passe  pas  par  le  centre,  la  section  est  un  petit 
cercle. 

477.  Corollaires.  —  Nous  pouvons  déduire  du  théorème  III 

les  corollaires  suivants. 

I.  —  Tous  les  grands  cercles  d'une  sphère  sont  égaux. 

IL  —  Deux  grands  cercles  se  coupent  toujours  en  deux  parties 
égales;  car  leur  intersection  commune,  passant  par  le  centre,  est 
un  diamètre. 

III.  —  Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  et  sa  surface  en  deux 
parties  égales  ;  car  si  l'on  fait  coïncider,  après  avoir  séparé  les  deux 
parties  du  solide,  le  grand  cercle  qui  leur  était  commun,  de  manière 
que  les  deux  parties  soient  du  même  côté  du  plan  de  ce  grand  cercle, 
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les  deux  paities  coïucidei'ont,  siuou  il  y  aurait  sur  la  surface  Je  la 
sphère  des  points  inégaleiiieut  distants  du  centre.  Ces  deux  parties 
sont  des  hémisphères. 

IV.  —  Le  centre  d'un  petit  cercle  et  celui  de  la  sphère  sont  sur  une 
même  droite  perpendiculaire  au  plan  du  petit  cercle. 

Si  rf  est  la  distance  du  centre  de  la  sphèie  au  plan  du  petit  cercle, 
le  r.iyon  de  ce  petit  cercle  sera  donné  par  la  forninle 

r  =  \'JP^^7F. 

V.  —  Deux  petits  cercles  à  égales  distances  du  centre  sont  égaux  ; 
de  deux  petits  cercles  à  inégales  distances  du  centre,  celui-là  est  le 
plus  grand  qui  est  le  plus  rapproché  du  centre. 

YI.  —  Par  deux  jioints  donnés  sur  lu  surface  d'une  sphèr'^,  qui  ne 
sont  pas  les  extrémités  d'un  même  diamètre,  on  peut  faire  passer  une 
circonférence  de  grand  cercle  et  une  seule.  Cai-  ces  deux  points  et  le 
centre  de  la  sphère  déterminent  un  seul  plan  qui  coupent  la  sphère 
suivant  un  grand  cercle  dont  la  circonférence  passe  par  les  deux 
points  considérés,  communs  à  la  suiface  sphérique  et  au  plan. 

Si  les  deux  points  donnés  étaient  les  extrémités  d'un  même  diamè- 
tre, ou  pourrait,  au  contraire,  faire  passer  par  ces  deux  points  une 
infinité  de  circonférences  de  grand  cercle.  Il  est  utile  de  lapprocher 
ce  corollaire  du  postulat  de  la  droite. 

VII.  —  Les  plans  tangents  à  la  sphère,  menés  d'un  même poi}it,  ont 
leurs  points  de  contact  sur  une  circonférence,  dont  le  pdan  est  perpen- 
diculaire au  diamètre  dont  le  prolongement  passe  par  le  point  donné. 
Si  M  (fig.  322)  est  le  point  de  contact  de  l'un  des  plans  tangents 
passant  par  A.  en  joignant  OA,  OM  et 
AM.  on  formei-a  un  triangle  rectangle  en 
M  puisque  OM  est  perpendiculaire  au 
plan  tangent  et  pa»'  suite  à  AM.  Tous 
les  triangles  rectangles  que  Ton  formera 
ainsi  seront  égaux,  comme  ayant  même 
hypoténuse  OA  et  un  côté  de  l'angle  droit 
égal  au  rayon  de  la  sphère.  Par  suite,  les 
peipendiculaires  menées  des  points  de 
contact  à  OA  passeront  par  un  même 
point  C  de  OA  et  seront  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  OA  ; 
les  points  de  contact  se  trouvent  donc  sur  la  circonférence  d'inter- 
section de  ce  plan  avec  la  surface  de  la  sphère. 

Si  d  est  la  distance  OA,  le  rayon  de  la  circonférence  des  contacts 
sera  : 

R 


^V^^-R% 
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valeur  tirée  du  triangle  rectaugle  OAM,  dans  lequel  ou  a  : 
MC  X  OA  =  OM  X  MA. 

Applications.  —  1358.  Le  plan  tangent  en  A  contient  les  tangentes  aux  cir- 
conférences de  petit  cercle  de  la  sphère,  passant  par  A. 

1359.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère  donnée 
ou  qui  détermine  dans  cette  sphère  une  section  d'un  rayon  donné. 

LA  SPHÈRE  ET  LA  DROITE 

THÉORÈME  IV 

478.  —  Sid  est  le  segment  perpendiculaire  mené  à  une  droite, 
■du  centre  d'une  sphère  de  rayon  R, 

1°  Si  d  >  R,  ^a  droite  est  entièrement  extérieure  à  la  sphère  ; 

2°  Si  d  =  Yi,  la  droite  a  un  point  commun  avec  la  sphère  et  tous 
les  autres  points  de  la  droite  sont  extérieurs  à  la  sphère; 

3"  Si  d  <  R,  la  droite  rencontre  en  deux  points  la  surface  de 
la  sphère;  le  segmeyit  de  droite  compris  entre  ces  deux  points  est 
intérieur  et  le  reste  de  la  droite  est  extérieur  à  la  sphère; 

Et  réciproquement . 

La  droite  et  le  centre  de  la  sphère  déterminent  un  plan  qui  coupe 
la  sphère  suivant  un  grand  cei-cle  et  l'on  est  ramené  à  considéi-er  les 
positions  relatives  d'une  droite  et  d'une  circonférence,  ce  que  nous 
avons  fait  au  livre  II.  Le  théorème  est  donc  une  conséquence  immé- 
diate des  théorèmes  XVI,  XVII  et  XVIII  du  livre  II.  Remarquons  que 
dans  le  second  cas  [d  =  R)  la  droite  étant  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité d'un  rayon,  appartient  au  plan  tangent  à  la  sphère,  en  ce  point. 

Dans  le  premier  cas,  la  droite  est  dite  extérieure  à  la  sphère, 
dans  le  second  cas,  tangente,  et  dans  le  troisième,  sécante. 
Le  point  commun  à  la  sphère  et  à  une  tangente  est  le  point  de 
contact. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  à  une  sp)here  est  une  circonférence  de  petit  cercle,  dont  le 
plan  est  per2)endiculaire  au  diamètre  dont  le  prolongement  passe  par 
le  point  donné. 

Même  démonstration  que  pour  le  Cor.  VII  du  théorème  III  (477). 

POSITIONS  RELATIVES  DE  DEUX  SPHÈRES 

THÉORÈME   V 

479.  —  Deux  sphères  de  rayons  R  et  r  (r  <  R)  et  dont  les 
centres  sont  à  la  distance  d,  peuvent  occuper  cinq  positions, 
l'une  par  rapport  à  Vautre  : 
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V.  Si  cl  <  R  -f-  i"j  chacune  des  sphères  est  extérieur  à  Vautre; 

2°.  <Si.  d  =  R  +  r,  les  deux  sphères  n'ont  qu'un  point  commun 
situé  sur  la  droite  des  centres  et  tout  autre  point  de  chacune  des  sphè- 
res est  extérieur  à  Vautre  ; 

S''.  S'i  R  —  r  <  d  <  R  +  r,  les  sphères  se  coupent  et  l'intersec- 
tion de  leurs  surfaces  est  une  circonférence  de  petit  cercle^  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres  et  dont  le  centre  est  sur 
cette  droite.  Ce  petit  cercle  divise  chaque  sphère  en  deux  ptortions  dont 
l'une  est  intérieure  et  Vautre  extérieure  à  Vautre  sphère; 

4''.  5'i  d  =  R  —  r,  les  surfaces  des  deux  sphères  ont  un  point 
commun  situé  sur  la  droite  des  centres.  Tout  autre  point  de  la  surface 
de  la  grande  sjyhère  est  extérieur  à  l'autre  sphère  et  tout  autre  point 
de  la  surface  de  la  petite  sphère  est  intérieur  à  Vautre; 

5".  Si  d  <  R  —  r,  la  j'ctite  sphère  est  entièrement  intérieure  à 
l'autre  et  la  surface  de  la  grande  sphère  est  entièrement  extérieure  à 
Vautre  ; 

Et  réciproquement. 

Les  centres  des  deux  sphères  déterminent  une  droite  ;  un  plan 
mené  par  cette  droite  coupe  chacune  des  sphères  suivant  un  grand 
cercle  (tig.  323).  Les  hypothèses  successivement  proposées  dans 
l'énoncé  du  théorème  correspondent  à  des  positions  mutuelles  des 
circonférences  de  ces  deux  grands  cercles,  qui  ont  été  étudiées  au 
Livre  H.  D'autre  part  si  l'on  fait  tourner  ce  plan  sécant  autour  de 
la  droite  des  centres,  les  deux  grands  cercles  engendrent  respecti- 
vement les  deux  sphères.  Le  théorème  est  donc  une  conséquence 
du  théorème  XXIV  du  Livre  II,  auquel  on  peut  ajouter  les  considé- 
rations suivantes. 

Dans  le  second  et  le  quatrième  cas  les  deux  sphères  admettent  le 
même  plan  tangent  au  point  commun;  ce  plan  est  peii)endiculairo 
à  la  droite  des  centres. 

Dans  le  troisième  cas  (fig.  323),  le  point  d'intersection  A  des  deux 

circonférences  de  grand  cercle,  reste  à 
la  même  distance  AI  de  la  droite  des 
centres,  pendant  la  rotation  de  la  figure 
autour  de  cette  droite.  Les  deux  circon- 
férences décrivent  respectivement  les 
surfaces  des  deux  sphères  et  le  point  A 
décrit  une  circonférence  de  petit  cercle, 
Fig,  323.  commune   aux  deux   surfaces,   dans  un 

plan  perpendiculaire,   au   point  I,   à  la 
droite  des  centres;  I  en  est  le  centre. 
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Suivant  le  cas,  les  deux  s|)l]ei'es  sont  dites  :  extérieures  l'une  à 
l'autre,  tangentes  extérieurement,  sécantes,  tangentes 
intérieurement,  intérieures  l'une  à  l'autre. 

Applications.  —  1360.  Si  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux,  les  plans 
des  trois  intersections  se  coupent  suivant  une  droite  perpendiculaire  au  plan 
des  centres  des  sphères. 

1361.  Si,  d'un  point  extérieur  à  une  sphère,  on  mène  dilTérents  plans 
sécants,  quel  sera  le  lien  géométrique  des  centres  des  sections? 

1362.  Connaissant  les  rayons  de  deux  sphères  et  la  distance  de  leurs  centres, 
trouver  le  rayon  de  la  section  commune.  Appliquer  la  formule  au  cas  où  les 
rayons  des  sphères  sont  3  et  4.  et  la  distance  des  centres  5. 

1363.  Construire,  avec  un  rayon  donné,  une  sphère  tangente  : 
1»  à  trois  plans  donnés  ; 

2°  à  deux  plans  et  à  une  sphère; 

3o  à  un  plan  et  à  deux  sphères; 

4°  à  trois  sphères. 
■  1364.  Tous  les  plans  tangents  communs  à  deux  sphères  rencontrent  la  ligne 
des  centres  au  même  point.  En  supposant  la  terre  et  le  soleil  sphériques,  à 
quelle  distance  ce  point  se  trouvera-t-il  du  centre  de  la  terre  sachant  que  le 
rayon  du  soleil  vaut  1 12  fois  celui  de  la  terre  et  que  la  distance  moyenne  du 
soleil  à  la  terre  est  égale  à  2400  rayons  terrestres. 

1365.  Construire  une  sphère  dont  la  surface  passe  par  trois  points  donnés  et 
tangente  à  un  plan  donné. 

1.366.  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  un  plan  en  un  point  donné. 
Lieu  des  centres  des  sphères  d'un  rayon  donné  tangentes  1°  à  un  plan  2°  à  une 
sphère  donnée. 

1367.  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  sphère,  parallèles  à  une  droite 
donnée. 

1368.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  une  sphère,  parallèles  à 
une  droite  donnée. 

ARCS  ET  ANGLES 


480.  Pôles.  —  Tout  plan  sécant  détermine  dans  une  sphère  un 
cei-cle.  Les  extrémités  do  diamètre  de  la  sphère  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  cei'cle,  sont  appelés  les  pôles  de  la  circonférence  de  ce 
cercle.  Dans  le  cas  d'un  petit  cercle  on  considère  le  plus  souvent 
celui  des  deux  pôles  qui  est  l'extrémité  du  rayon  perpendiculaire 
coupé  par  le  plan  du  cercle. 

481.  Arc.  —  Deux  points  marqués  sur  une  circonférence  de 
grand  cercle  d'une  sphère  et  qui  ne  sont  pas  les  extrémités  d'un 
même  diamètre,  divisent  cette  circonférence  en  deux  parties  dont 
chacune  est  un  arc.  On  considère  toujours,  à  moins  qu'on  ne 
spécifie  le  contraire,  l'arc  moindre  qu'une  demi-circonférence  de 
grand  cercle.  Du  corollaire  VI  du  Théorème  III  (4^7)  on  déduit 
que  :  Deux   points  (Tune  surface   sphérique,  non   diamétralement 
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opposés,  sont  les  extrémités  (Vun  seul  arc  de  (jrand  cercle,  inférieur  à 
wie  demi-circonférence. 

482.  Angle.  —  Si  deux  arcs  de  grand  cercle  ont  une  extrémité 
commune,  on  appelle  angle  de  ces  deux  arcs,  l'angle  formé  ])ar 
deux  demi-droites  menées  par  l'extrémité  commune,  dans  les  plans 
des  deux  arcs,  et  respectivement  tangentes  à 
ces  arcs  (fig.  324).  Ces  arcs  sont  les  côtés  de 
l'angle  et  leur  extrémité  commune  est  le  som- 
met. L'angle  des  deux  demi-droites  appartient 
au  plan  tangent  à  la  sphère  au  sommet  de 
l'angle. 

De  cette  définition  il  résulte  que  :  En  chacun 
Fig.  324.  des  deux  jmints  où  deux  circonférences  de  grand 

cercle  se  coupent,  elles  forment  quatre  angles  qui 
sont  deux  à  deux  égaux  ou  supplémentaires. 


THEOREME   VI 


483.  —  Chacun  des  pôles  d'unp  circonférence  appartenaiii  à 
une  sur/ace  sphérique,  est  égalpniei"t  distant  de  tous  les  points 
de  cette  circonférence. 

Le  diamètre  PQ  (fig.  325)  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  C, 
passe  par  le  centre  C  (477,  IV);  P  et  Q 
sont  les  pôles  de  la  circonférence  C,  Oi",  si 
l'on  considère  différents  points  A.  B,  M... 
de  cette  circonférence,  on  a  : 

CA  =  CB  =  CM  .... 
On  en  conclut  (362)  que  les  segments 
obliques  PA,  PB,  PM...  sont  égaux  et  il  en 
est  de  même  des  segments  QA,  QB,  QM... 
Les  premiers  segments  sont  les  dis- 
tances polaires  des  points  A,  B,  M... 
relativement  au  pôle  P;  les  seconds  sont 
les  distances  polaires  des  mêmes  points  relativement  au  pôle  Q. 
On  considère  généralement  les  premiers. 

RÉCIPROQUEMENT,  le  Ueu  des  points  d'une  surface  sphérique  dont 
la  distance  à  un  pioint  donné  de  cette  surface  est  égale  à  un  segment 
donné,  est  une  circonférence  appartenant  à  cette  surface  et  dont  le  point 
donné  est  un  pôle. 

Si  l'on  a  : 

PA  =  PB  =  PM  ..., 
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comme  on  a  aussi  par  déiinition, 

OA  =  OB  =  CM  ...  , 
on  eu  conclut  : 

tr.  OAP  =  tr.  OBP  =-  tr.  OMP  ... 
et  dans  ces  triaugles  égaux,  les  hauteurs  correspondant  au  côté 
commun  OP  sont  égales  et  tombent  au  même  point  C  de  ce  côté. 
Les  points  A,  B,  M  appartiennent  donc  à  la  circonférence  déter- 
minée par  l'intersection  de  la  surface  sphérique  avec  le  plan  perpen- 
diculaii'e  à  OA,  au  point  C.  Tous  les  points  de  la  circonférence 
possèdent  la  pi'opriété  énoncée;  cette  circonférence  est  donc  le  lieu. 
Celui-ci  n'existe  que  si  la  distance  polaire  donnée  est  moindre  qu'un 
diamètre  de  la  sphère. 

484.  CoEOLLAiKES.  —  I.  Lss  arcs  de  grand  cercle,  dout  Une  extré. 
mité  commune  est  le  pôle  d'une  circonférence  tracée  sur  une  sphère, 
et  dont  Vautre  extrémité  est  un  j) oint  (quelconque  de  cette  circonférence, 
sont  égaux. 

Car  leurs  cordes  sont  égales.  Chacun  de  ces  arcs  égaux  est  appelé 
un  rayon  sphérique  ou  un  rayon  polaire  de  la  circonférence 
considérée.  On  voit  qu'une  circonférence  à  deux  l'ayons  sphéri([ues 
supplémentaires,  relatifs  aux  deux  i)ôles. 

II.  Le  rayon  sphérique  d'une  circonférence  de  grand  cerrle  est  égal 
à  un  quadrant. 

Car  on  a  (fig.  326): 

POM  =  \S)  (480). 
On  eu  conclut  : 

(PM)  =  la. 

PtKCiPKOQUEMENT.  In  point  d'une  surface  sphé- 
rique est  le  pôle  d'une  circonférence  de  grand 
cercle,  si  deux  arcs  menés  de  ce  point  à  detix 
points  quelconques  de  la  circonférence  sont  des 
quadrants. 
Car,  des  égnlités  (tig.  .^26) 

^  (PM)  =  (PN)  =  la, 
on  conclut  : 

•POM  -  P0N  =  1£). 
Le  diamètre  PQ  est  donc  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  et  P 
est  un  jiôle  de  la  circoufoi-ence. 

IIL  Le  rayon  sphérique  d'une  circonférence  tracée  sur  une  spihère 
est  perpendiculaire  à  cette  circonférence. 

La  tangente  t  à  la  circonférence  C  (fig.  327)  est  perpendiculaire 
(366)  au  plan  PCM  du  rayon  sphérique  (PM)  et  par  suite  à  la 
tangente  t'  à  Taie  (PM).  Or,  l'angle  tt'  est  par  définition  (482) 
l'angle  PMA. 
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PiÉciPROQUEMhNT  :    Uue  circonféreuce  <h  grand  cercle  perpencUcu- 

laire  à  une  circonférence  donnée  passe  par 
chacun  des  pôl^s  de  cette  circonférence. 

Si  la  circouférence  de  graud  cercle  MN 
est  ppipendiciilaire  à  la  circonférence  C 
dont  Ips  pôles  sont  P  et  Q,  on  aura  : 
tt'  -=  \S).  Or,  la  droite  t  est  perpendi- 
cnlaii-e  an  plan  du  triangle  PCM  ;  donc  la 
tiiigenic  t'  appartient  à  ce  plan.  Celui-ci 
ayant  avec  le  plan  du  grand  cercle  MN(J, 
la  droite  commune  ^'  et  le  point  commun 
0,  se  confond  avec  ce  plan  c'est-à-dire 
que  la  circonférence  MN  passe  aux  pôles 
P  et  Q  de  la  circonférence  C. 

Remakql^e.  —  11  l'esidte  du  théorème  |)recédent  qu'on  peut  tracer 
sur  une  sphèi'e  une  circoiiféi-euce,  comme  on  le  fait  sur  un 
plan;  on  utilise  un  (ompas  >:phér'iqne,  à  branches  cunriies.  Le  segment 
rectiligue  (jiii  a  pour  extrémités  les  pointes  du  compas,  dans  chacune 
de  ses  positions,  est  une  distance  polaii-e.  Si  ce  segment  est  égal  à  la 
corde  d'un  quadrant  de  grand  cercle,  on  tracera  sur  la  sphère  une 
circonférence  de  grand  cercle.  Cette  dernière  construction  exige  que 
l'on  connaisse  le  rayon  de  la  sphère,  ce  que  nous  chercherons  au 
problème  suivant. 

Application.  —  1369.  Le  rayon  sphérique  d'une  circonférence  tracée  sur 
une  sphère  vaut  le  ^  d'un  quadrant  de  circonférence  de  grand  cercle.  Quel  est 
le  rayon  de  cette  circonférence  en  fonction  du  rayon  R  de  la  sphère. 


PROBLEME  1 


485.  —   Trouver  le  rayon  d'une  sphère  donnée. 

Avec  un  pôle  arbitraire  P  (fig.  328)  traçons  sur  la  sphèi'e  (484, 
Re.vi.)  une  circonférence  sur  laquelle  nous 
marquons  trois  points  quelconques  A,  B 
et  C.  Ayant  relevé  la  longueur  des  cordes 
AB,  BC  et  CA,  construisons  avec  ces  cordes 
comme  côtés,  un  triangle  ABC  dont  nous 
déterminons  ensuite  le  centre  D  et  un  rayon 
DA.  Nous  pouri'ons  alors  construire  le  tri- 
angle rectangle  PAQ  dont  le  côté  PA  et  la 
hauteur  AD  sont  connus  et  dont  l'hypoté- 
nuse PQ  est  égale  au  diamètre  de  la  sphère. 
Remarque.  —  Du  l'ayon  d'une  sphère 
on  déduit  aisément  la  corde  d'un  quadrant  de  grand  cercle. 
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PROBLÈME   II 

486.  —  Construire  la  circonférence  de  grand  cercle  qui  passe 
par  d.eux  points  donnés  sur  une  sphère. 

Si  M  et  N  (iig.  326)  sont  les  deux  points  douués  sur  la  surface 
d'une  sphère,  on  pom-ra,  eu  prenant  ces  points  comme  pôles,  tracer 
deux  circonférences  de  grand  cercle.  L'un  quelconque  P  de  leurs 
deux  points  d'intersection  [477,  II)  est  le  pôle  (484,  II)  de  la  cir- 
conférence demandée,  qui  est  unique  (477,  VI). 

PROBLÈME  III 

487.  —  Par  un  point  donné  sur  une  sphère,  mener  une 
circonférence  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  une  circonfé- 
rence de  grand  cercle  donnée. 

1"  Si  le  point  donné  M  (fig.  326)  est  sur  la  circonférence  de  grand 
cercle  donnée,  on  prendra,  au  moyeu  de  sa  distance  polaire, 
(MN)  =  1(S.;  le  point  N  est  le  pôle  de  la  circonférence  demandée. 

2"  Si  le  point  douné  n'est  pas  sur  la  circonférence  donnée,  une 
circonférence  ayant  ce  point  comme  pôle  coupera  la  circonférence 
donnée  eu  N.  N  est  le  pôle  de  la  cii'conférence  demandée. 

Remakque.  —  On  peut  mener  d'un  point  deux  arcs  de  grand 
cercle  perpendiculaires  à  une  circonférence  de  grand  cercle  donnée. 
Ces  deux  arcs  qui  sont  supplémentaires  appartiennent  à  une  même 
circonférence  qui  est  unique,  car  le  point  douné  et  le  diamètre  per- 
pendiculaire au  grand  cercle  donné,  déterminent  un  seul  plan. 

THÉORÈME  VII 

488.  —  U angle  de  deux  arcs  de  grand,  cercle  a  la  même 
mesure  que  l'arc  de  grand  cercle  décrit  avec  le  sommet  comme 
pôle,  entre  les  côtés  de  l'angle. 

L'angle  (482)  des  arcs  AB  et  AC  (fig.  329)  est, 
par  dotinition,  l'angle  FAG  des  tangentes  Aï'  et 
AG.  Celles-ci  sont  perpendiculaiies  au  diamètre 
AH  et  foi'ment  donc  le  rectiligne  du  dièdre  ayant 
ce  diamètre  pour  arête  et  dont  les  faces  contien- 
nent les  deux  arcs.  Or,  si  l'on  construit  le  recti- 
ligne DOE  du  même  dièdre,  au  centre  de  la 
sphère,  cet  angle,  égal  à  FAG,  intercepte  un  arc 
de  grand  cercle  DE,  compris  entre  les  côtés  de 
Fig.  329.  l'angle  A,  et  dont  ce  point  A  est  le  pôle  ;  car  les 

angles  AOI)  et  AOE  sont  droits.  Cet  arc  DE  aura 
donc  même  mesure  que  l'angle  au  centre  DOE  et  que  son  égal  FAG. 
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Remarques.  —  I.  On  voit  que  l'angle  Je  deux  arcs  a  même 
mesure  que  le  dièdre  correspondant  ci-dessus  déliui. 

II.  C"e  théorème  permet  de  construire  sur  la  sphère  (484,  I\em.) 
un  angle  égal  à  un  angle  douui'. 

Applications.  —  13''0.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  pôles  des  arcs  de 
grand  cercle  qui  font  un  angle  donné  avec  une  circonférence  de  grand  cercle 
donnée. 

1371  Faire,  en  un  point  donné  d'un  arc  de  grand  cercle,  un  angle  égal  à 
un  angle  donné. 

1372.  Mener,  d'un  point  extérieur  à  une  circonférence  de  grand  cercle,  un 
arc  faisant  un  angle  donné  avec  la  circonférence  donnée. 

TRIANGLES  8PHÉRIQUES 

489.  —  Trois  points  A,  B,  C,  d'une  surface  sphérique  (fig.  330), 
non  situés  sur  une  même  circonférence  de 
grand  cercle,  déterminent  deux  à  deux  trois 
arcs  de  grand  cercle  AB,  BC,  CA,  formant  un 
contour  curviligne  fermé  qui  divise  la  surface 
sphérique  en  deux  régions. 

Si  l'on  convient  de  ne  considérer  que  des  arcs 
inférieurs  à  une  demi-circonférence  de  grand 
Fig.  330.  cercle,  l'une  de  ces  régions  est  telle  quelle 

appartient  toujours  tout  entière  à  un  seul  des 
hémisphères  déterminés  par  chacune  des  circonférences  de  grand 
cercle  dont  font  parjtie  respectivement  les  trois  arcs.  C'est  à  cette 
partie  que  l'on  donne  le  nom  de  triangle  sphérique.  On  peut 
encore  caractériser  cette  portion  de  surface  sphérique  en  disant 
que  le  prolongement  de  l'un  quelconque  des  trois  arcs  ne  la  traverse 
pas,  ce  qu'on  exprime  eu  disant  que  le  triangle  est  convexe. 

Les  trois  arcs  qui  limitent  le  triangle,  en  sont  les  côtés;  ces  arcs 
forment  deux  à  deux  les  angles  (482)  du  triangle;  les  sommets  de 
ces  angles,  sont  les  sommets  du  triangle. 

On  pourrait  considérer  d'autres  triangles  sphériques  ne  remplis- 
sant pas  la  condition  ci-dessus  énoncée.  Ex.  :  la  portion  de  surface 
sphérique  ADCB  limitée  par  les  arcs  AB,  BC  et  CD  A;  si  l'on  écarte 
ces  triangles  non  convexes,  c'est  que  leurs  éléments  se  déduisent 
immédiatement  de  ceux  du  triangle  convexe  ABC. 

490.  —  Les  demi-droites  ayant  comme  origine  commune  le 
centre  de  la  sphère  et  qui  passent  respectivement  par  les  sommets 
d'un  triangle  sphérique  ABC  sont  les  arêtes  d'uu  triédre  central 
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O.ABC  (fig.  331),  dont  il  impoi-te  de  remarquei'  les  relatious  avec  le 
triangle  s]jhéiique  correspondant. 

A  une  arête  du  trièdre  correspond  un  sommet  du  triangle;  chacun 
des  angles  plans  du  trièdre  a  même  mesure  que 
le  côté  correspondant  du  triangle:  cJtaque  dièdre 
du  trièdre  a  même  mesure  que  Vangle  correspon- 
dant du  triangle  (488,  Rem.). 

Réciproquement  un  trièdre,  dont  le  sommet 
est  le  centre  d'une  sphère,  détermine  sur  la  sur- 
face de  celle-ci  une  portion  intérieure  au  ti'ièdre, 
qui  est  un  triangle  sphérique. 

Cette  corrélation  enti-e  les  éléments  du  tri- 
angle sphérique  et  ceux  du  trièdi-e  centi'al  coi'respondant,  entraîne 
cette  couséquence  importante  :  à  toute  propriété  du  tiiè(h-e  central 
corrospoud  une  prujiriété  du  triangle  sjdiérique. 

491.  —  Tn  triangle  sphérique  est  isoscèle,  équilatéral,  rec- 
tangle, birectangle  ou  trirectangle,  suivant  qu'il  correspond  à 
un  trièdi'e  central  qui  a  deux  faces  égales,  trois  faces  égales,  un 
dièdre  droit,  dt'ux  dièdres  droits  ou  ses  trois  dièdres  droits  (405). 

Dans  un  triangle  sphérique  on  considère,  comme  dans  les  tri- 
angles rectilignos,  des  hauteurs,  des  médianes,  des  bissec- 
trices, des  médiatrices,  etc.;  on  établit  l'existence  de  ces  élé- 
ments, qui  sont  des  arcs,  comme  dans  les  triangles  rectilignes,  eu 
utilisant  notamment  les  propriétés  et  les  constructions  étudiées  au 
chapitre  précédent. 

D'autre  part,  les  sommets  d'un  ti'i.ingle  s|jhérique  déterminent  un 
plan  qui  ne  passe  pas  par  le  centie  de  la  sphère  (489)  et  coupe 
celle-ci  suivant  un  petit  cercle.  La  circonférence  de  ce  petit  cercle 
passe  donc  par  les  sommets  du  triangle;  elle  est  dite  circonscrite 
au  triangle.  On  établit  aussi  aisément  l'existence  d'un  cercle  inscrit 
au  triangle. 

Applications.  —  1373.  Les  hauteurs  d'un  triano-le  sphérique  se  coupent  en 
un  même  point  (Voir  Appl.  1-J34). 

1374  Les  médianes  d'un  triangle  sphérique  se  coupent  en  un  même  point 
(Voir  AppL  1231). 

1375.  Les  bissectrices  d'un  triangle  sphérique  se  coupent  en  un  même  point 
(Voir  Appl.  1232). 

1376.  Les  médiatrices  li'un  triangle  sphérique  se  coupent  en  un  même  point 
(Voir  Appl.  1233). 

1.377.  Construire  un  triangle  sphérique  rectangle  connaissant  un  second 
angle  et  le  côté  adjacent. 
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492.  Triangles  symétriques.  —  Deux  triangles  sphériques 
sont  symétriques  lors(jiie  les  trièdres 
centraux  conespondants  sont  symétriques 
(fig.  332).  Leurs  sommets  sont  donc  deux  à 
deux  les  extrémités  d'un  diamètre. 

Tout  autre  triangle  appartenant  à  la 
même  surface  sphérique  et  qui  peut  coïn- 
cider avec  l'un  des  deux  triangles  ABC  ou 
A'B'C,  est  dit  aussi  symétrique  par  rapport 
à  l'autre.  On  peut  le  considérer  comme 
résultant  d'un  déplacement,  sur  la  sphère 
(473,  Cor.)  du  triangle  avec  lequel  il  peut 
coïncider. 


THEOREME   VIII 

493.  —  Deux  triangles  sphériques  symétriques  ont  leurs 
éléments,  angles  et  côtés,  égaux  chacun  à  chacun,  mais  disposés 
dans  un  ordre  inverse. 

Les  angles  sont  égaux  chacun  à  chacun  (fig.  332)  car  ils  correspon- 
dent à  deux  dièdres  opposés  par  l'arête  et  par  conséquent  égaux  ; 
les  côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun,  car  ils  sont  interceptés  par 
des  angles  plans  opposés  par  le  sommet  et  par  conséquent  égaux. 
Enfin  la  disposition  des  éléments  n'est  pas  la  même,  en  vertu  des 
propriétés  des  trièdres  symétriques  (402). 

THÉORÈME  IX 


494    —  Dans  tout  triangle  sphérique  convexe  : 

1°  Chaque  côté  est  inférieur  à  la  somme  des  deux  autres; 

2°  La  somtne  des  côtés  est  moindre  qu'une  circonférence  de 
grand  cercle  ; 

3°  La  somme  de  deux  angles  est  inférieure  au  troisième 
augmenté  de  deux  angles  droits: 

4°  La  sotnme  des  angles  est  comprise  entre  deux  droits  et  six 
droits. 

Ces  propriétés  résultent  immédiatement  des  relations  qui  existent 
entre  les  éléments  du  triangle  et  ceux  du  trièdre  central  correspon- 
dant (490)  et  des  proi)riétés  suivantes  qui  ont  été  établies  pour  tout 
trièdre  : 

P  Chaque  angle  plan  est  inférieur  à  la  somme  des  deux  autres 
(403)  ; 

2°  La  somme  des  angles  pians  est  moindre  que  quatre  angles 
droits  (404); 
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3"  La  somme  des  angles  rectilignes  de  deux  dièdres  d'un  trièdre 
est  moindre  que  Tangle  rectiligue  du  troisième  augmenté  de  deux 
droits  (409)  ; 

4"  La  somme  des  angles  rectilignes  des  dièdres  d'un  trièdre  est 
comprise  entre  deux  droits  et  six  droits  (409). 

CoROLLAiEE  L  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
trois  arcs  donnés,  dont  chacun  est  moindre  qu'une  demi-circonférence 
de  grand  cercle,  soient  1rs  côtés  d\m  triangle  sphérique  convexe,  est 
que  leur  somme  soit  moindre  qu'une  circonférence  de  grand  cercle  et 
que  chacun  d'eux  soit  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Car  à  de  telles  données  coirespondent  trois  angles  plans  avec 
lesquels  on  sait  construire  un  trièdi'e  (405)  et  si  l'on  en  place  le 
sommet  au  centre  de  la  sphère,  il  déterminera  sur  la  surface  sphéri- 
que un  triangle  ayant  pour  côtés  les  arcs  donnés. 

Corollaire  IL  —  La  con'lition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
trois  angles  donnés  soient  les  angles  d'un  triangle  sphérique  convexe 
est  que  leur  somme  soit  comprise  entre  deux  droits  et  six  droits  et  que 
la  somme  de  deux  quelconques  cV entre  eux  soit  moindre  que  le  troisième 
augmenté  de  deux  droits  (410). 

495.  Remarque.  —  La  somme  des  angles  d'un  triangle  sphéi'ique 
n'est  pas  constante  comme  celle  des  triangles  rectilignes;  elle  varie 
entre  deux  angles  droits  et  six  droits,  sans  pouvoir  être  égale  ni 
à  l'une  ni  à  l'autre  limite.  Ainsi  deux  angles  donnés  ne  font  pas 
connaître  le  troisième. 

Un  triangle  sphérique  peut  notamment  avoir  deux  ou  trois  angles 

droits  (491),  deux  ou  trois  angles  obtus.  Si  le  triangle  ABC  est 

birectangle  (fig.  333)  c'est-à-dire,  s'il  a  deux 

angles  droits  B  et  C,  le  sommet  A  sei'a  le  pôle 

de  la  base  BC  et  les  côtés  AB  et  AC  seront  des 

quadrants.  Si,  en  outre,  l'angle  A  est  droit,  le 

triangle  ABC  sera  trirectangle,  ses  angles  seront 

tous  droits  et  ses  côtés  seront  des  quadrants.   Le 

triangle  tiii-ectangle  est  contenu  huit  fois  dans 

Fig.  .333.  ]^  surface  de  la  sphère,  car  trois  diamètres  deux 

à  deux  |)erpendiculaires  déterminent  au  centre 

de   la  sphère  huit  trièdres  trirectangles  égaux   qui   découpent  la 

surface  sphérique  en  huit  triangles  ti-irectangles  égaux, 

THÉORÈME   X 

496.  —  Deux  tricmgles  sphériques  convexes  ont  tous  leurs 
éléments  égaux  chacun  à  chacun  et  sont  égaux  ou  symétriques, 
lorsquils  ont  : 
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1°  Leurs  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ; 

2°  Leurs  angles  égaux  chacun  à  chacun; 

3°  Un  angle  égal  formé  par  deux  côtés  respectivement  égaux; 

4"  Un  côté  égal  atjucent  à  deux  angles  respectivement  égaux. 

Ces  cas  d'égalité  ou  de  symétrie  résultent  immediatcmeut  des 
relations  qui  existent  entre  les  éléments  d'un  triangle  et  ceux  du 
trièdre  central  correspondant  (490)  et  des  propriétés  suivantes  qui 
ont  été  établies  pour  les  trièdies  : 

Deux  trièdres  sont  égaux  ou  symétriques,  quand  ils  ont  : 

1°  Leurs  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun  (411); 

2°  Leurs  dièdres  égaux  chacuii  à  chacun  (412); 

3°  Un  dièdre  égal  formé  par  deux  angles  plans  respectivement 
égaux  (413); 

4°  Un  angle  plan  égal  adjacent  à  deux  dièdres  respectivement 
égaux  (414). 

Applications.  —  1378.  Construire  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et 
l'angle  compris. 

1379.  Dans  un  triangle  sphérique,  la  somme  des  médianes  est  moindre  que  le 
périmètre  et  plus  grande  que  la  moitié  du  périmètre. 

1381).  Construire  un  triangle  sphérique  connaissant  un  côté  et  les  angles 
adjacents. 

1381.  Tracer  sur  une  sphère  un  triangle  connaissant  ses  trois  côtés. 

1382.  Si  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sphériques  sont  égaux,  les  angles 
opposés  seront  égaux  et  les  diagonales  se  couperont  en  parties  égales. 

1383.  Si,  dans  un  quadrilatère  sphérique,  les  angles  opposés  sont  égaux,  les 
côtés  opposés  seront  aussi  égaux  et  les  diagonales  se  couperont  en  parties 
égales. 

1384.  Si  les  quatre  angles  d'un  quadrilatère  sphérique  sont  égaux,  les  diago- 
nales de  ce  quadrilatère  sont  égales  entre  elles. 

1385.  Construire  un  triangle  sphérique  connaissant  les  trois  angles. 

TRIANGLES  POLAIRES 


497.  Triangles  polaires.  —  Si,  avec  deux  des  sommets  B  et  C 

(fig.  334)  d'un  triangle  sphérique  ABC, 
comme  pôles,  on  décrit  (484,  Rem.)  deux 
circonférences  de  grand  cercle,  celles-ci 
se  coupent  en  deux  points  dont  l'un  A' 
est  dans  un  même  hémisphère  avec  le 
troisième  sommet  A,  par  rapport  au  côté 
BC  ;  l'arc  AA'  est  donc  moindre  qu'un 
quadrant. 

En   convenant  de   ne   retenir  que   le 
point  d  intersection  qui  remplit  cette  con- 
dition, on  appelle  triangle  polaire  d'un  triangle  sphérique  donné, 
le  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  pôles  les  sommets  du  premier. 
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THÉORÈME  XT 

498.  —  Si  un  triangle  sphêrique  est  le  polaire  d'un  autre, 
celui-ci  est  le  polaire  du  premier. 

Si  A'B'C  (fig.  334)  est  le  polaire  du  triangle  ABC,  le  poiut  A  est 
le  pôle  lie  l'arc  B'C  et  l'arc  AB'  est  un  quadrant;  de  même  Parc  CB' 
est  aussi  un  quadi-ant;  donc,  B'  est  le  pôle  du  côté  AC  (484,  II).  On 
déiiKjntreja  de  même  que  A'  est  le  pôle  de  BC,  et  C  celui  de  AB.  De 
plus,  les  arcs  AA',  BB'  et  CC  sont  moindres  qu'un  quadrant,  eu 
vertu  lie  l'hypothèse.  Le  triangle  ABC  est  donc  le  polaire  du  ti'iangle 
A'B'C  et  peut  être  décrit  sur  la  sphère  avec  les  sommets  de  celui-ci 
comme  pôles. 

THÉORÈME  XII 

499.  —  L'arc  de  grand  cercle,  décrit  entre  les  côtés  d'un 
angle  de  triangle  et  avec  le  sommet  de  cet  angle  comme  pôle,  est 
le  supplément  du  côté  opposé  à  ce  sommet  dans  le  triangle 
polaire. 

Pi-olougeous,  s'il  est  nécessaire  (fig.  334),  les  côtés  de  l'angle  A 
jusqu'à  leur  rencontre  en  D  et  E  avec  le  côté  B'C.  Le  point  A  est  le 
pôle  de  B'C;  donc  DE  a  même  mesure  que  l'angle  A.  D'autre  part, 
les  points  B'  et  C  sont  les  pôles  resjjectifs  des  arcs  AE  et  AD;  donc  : 
B'E  =  CD  =  la. 

On  en  conclut  successivement  : 

DE  -f  B'C  =  DE  4-  B'D  +  DC 
=  B'E  +  CD 
=  2  6.. 
On  démontrerait  de  même  que 

FG  +  BC  =  2a 
Cette  égalité  résulte   d'ailleurs    de    la    précédente  eu    vertu   du 
Th.  XI. 

CoROLLAiEE.  —  A  dcux  triangles  sphértques  polaires,  correspon- 
dent deux  trièdres  centraux  supplémentaires  (408). 

Remarque.  —  La  considération  des  triangles  sphériques  polaires 
permet  de  déduire  d'une  relation  entre  les  côtés  ou  les  angles  de 
l'un,  une  relation  entre  les  angles  ou  les  côtés  de  l'autre.  Ainsi, 
la  troisième  et  la  quatrième  propositions  du  Th.  IX  peuvent  se 
déduire  de  la  première  et  de  la  deuxième.  Aiusi  encore,  la  deuxième 
proposition  du  Th.  X  se  déduit  de  la  première  et  la  quatième  de  la 
troisième. 
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Applications.  —  J386.  L'arc  perpendiculaire  mené  dp  A  à  BC  (fig.  334)  est 
le  supplément  de  l'arc  perpendiculaire  mené  de  A'  à  B'C.  Ces  perpendiculaires 
sont  dirigées  suivant  AA'. 

1387.  Si  deux  côtés  d'un  triangle  sont  égaux,  deux  angles  du  triangle  polaire 
seront  aussi  égaux. 

1388.  Démontrer  (tig.  .334)  que  l'arc  de  grand  cercle  décrit  avec  le  milieu 
de  AB  comme  pôle  divisée  en  deux  parties  égales  l'angle  extérieur  supplément 
de  C. 

1389.  Si  le  périmètre  d'un  triangle  ABC  vaut  i  circonférence,  quelle  sera  la 
somme  des  angles  du  triangle  polaire? 

1390.  Les  points  de  rencontre  des  côtés  homologues  de  deux  triangles  polaires 
se  trouvent  sur  une  circonférence  de  grand  cercle  dont  le  pôle  est  le  point 
commun  de  rencontre  des  hauteurs  des  triangles. 


TRIANGLES  ISOSCELES 


THEOREME  XI 11 


500.  —  Dans  nu  triangle  sphérique  isoscèle,  les  angles  oppo- 
sés aux  côtés  sont  égaux. 

Soit  le  triangle  iso.'^cèle  ABC  (rig.  8.35)  dans 
lequel  on  a  :  AB  =  AC.  Du  sommet  A  au  point 
D,  milieu  de  la  base  BC,  menons  l'arc  AD.  Les 
deux  ti'iangles  ABD  et  ADC  ont  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à  chacun.  Donc  (496),  ces  trian- 
gles, qui  sont  symétri(|uos,  ont  les  angles  égaux 
et  on  a  :  B  =  C 


THEOREME  XIV 


501.  —  'S"/,  dans  un  triangle  sphérique,  deux  angles  sont 
égaux,  les  côtés  opposés  sont  égaux;  le  triangle  est  isoscèle. 

Car  il  i-ésnite  de  riiypothèse  que  dans  h'  trifingle  polaire  du  trian- 
gle considéré,  deux  cotés  sont  égaux  (499,  Kem.);  les  angles  opposés 
à  ces  côtés  sont  donc  égaux  (500)  et  par  .suite  les  côtés  opposés  dans 
le  premier  triangle  sont  égaux. 

Corollaire  I.  —  Le  symétrique  d'un  triangle  isoscèle  est  un 
triangle  isoscèle  qui  peut  coïncider  avec  le  premier 

CoROLLAiHE  II.  —  Lci  médiane  correspondant  à  la  hase  d' un  tri- 
angle isoscèle  est  à  la  fois  hauteur  et  bissectrice. 

Applications.  —  1391 .  La  bissectrice  de  l'angle  de  deux  arcs  de  grand  cercle 
est  le  lieu  des  points  tels  que  les  arcs  de  circonférence  de  grand  cercle  menés 
de  chacun  d'eux,  perpendiculairement  aux  côté.'^  de  l'angle,  sont  égaux  (géné- 
raliser). En  déduire  que  les  bissectrices  d'un  triangle  sphérique  se  coupent  en 
un  même  point,  pôle  d'une  circonférence  de  petit  cercle  inscrite  au  triangle. 
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i;J92.  La  médiatrice  d'un  arc  de  grand  cercle  donné  est  le  lieu  des  points  tels 
que  les  arcs  de  grand  cercle,  menés  de  chacun  d'eux  aux  extrémités  de  l'arc 
donné,  sont  égaux.  En  déduire  que  les  médiatrices  d'un  triangle  se  coupent  en 
un  même  point,  pôle  de  la  circonférence  de  petit  cercle  circonscrite  au  triangle. 

13'J3.  Diviser  un  arc  de  grand  cercle  donné,  en  deux  parties  égales. 

1394.  Le  pôle  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  est  aussi  le  pôle  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  polaire.  Les  rayons  spliériques  de  ces  deux  cercles  sont 
complémentaires. 

1395.  Si  on  prolonge  les  côtés  ABet  ACd'un  triangle  sphérique  jusqu'à  leur 
rencontre  en  A',  la  circonférence  de  grand  cercle  qui  passe  par  les  milieux  de 
BA'  et  CA'  a  pour  pôle  le  pôle  0  du  petit  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et 
l'angle  BOC  a  même  mesure  que  le  double  de  l'arc  qui  joint  les  milieux  de 
BA'  et  CA'. 

1396.  Si,  d'un  point  extérieur  à  un  arc  de  grand  cercle,  autre  que  le  pôle,  on 
mène  un  arc  perpendiculaire  et  des  arcs  obliques,  l'arc  perpendiculaire, 
moindre  qu'un  quadrant,  sera  le  plus  petit;  les  arcs  qui  s'écartent  également 
de  son  pied  sont  égaux,  et  de  deux  arcs  obliques  celui  qui  s'en  écarte  le  plus 
est  le  plus  grand.  L'inverse  a  lieu  si  on  considère  l'arc  perpendiculaire  plus 
grand  qu'un  quadrant. 

1397.  Construire  sur  une  sphère  un  triangle  connaissant  *:  1°  un  côté,  un 
.angle  adjacent  et  la  somme  des  deux  autres  côtés;  2"  deux  côtés  et  l'angle 
opposé  à  l'un  d'eux. 

1398.  Dans  tout  quadrilatère  sphérique  inscrit  dans  un  petit  cercle,  la  somme 
■de  deux  anglps  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

1399.  Si  les  côtés  d'un  quadrilatère  sphérique  sont  égaux,  les  diagonales  sont 
perpendiculaires  l'une  à  l'autre  et  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales. 

1400.  Si.  dans  un  triangle  sphérique,  deux  côtés  sont  supplémentaires,  les 
angles  opposés  sont  aussi  supplémentaires,  et  la  médiane  correspondant  au 
troisième  côté  est  égale  à  un  quadrant. 


TRIANGLES    QUELCONQUES 

THÉORÈME  XV 

502.  —  Daris  un  triangle  sphérique,  à  vn  plus  grand  angle 
£st  opposé  un  plus  grand  côté;  et  réciproquement 

P  Si  l'on  a  (tig.  336)  :  B  <  A,  cou>îi  nisous  (488,  Rem.  II)  laugle 
BAD  =  B.  Le  triangh^  DAB  est  iscscèle  et  Ton 
a  successivement  (494)  : 

AC  <  AD  +  DC  =  BD  +  I)C  =  BC. 
2".  Si  Ton  a  AC  <  BC,  on  ne  peut  avoir 
B  =  A         ou        B  >  A 
car  ces  hypothèses  euti'ainent  respectivement 
(501  et  502,  P)  : 
AC  =  BC        ou         AC  >  BC. 
On  a  donc  nécessairemeut  :  B  <  A. 
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1401.  Si  deux  triangles  sphériques  situés  sur  la  même  sphère  ou  sur  des 
sphères  égales,  ont  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  et  si  l'angle  compris 
entre  ces  côtés  dans  le  premier  triangle  est  plus  grand  que  l'angle  compris 
dans  le  second,  le  troisième  côté  du  premier  triangle  est  plus  grand  que  le 
troisième  côté  du  second.  Et  réciproquement. 


AIRE  DES  FIGURES  SPHERIQUES 

503.  Aire  des  figures  sphériques.  —  Une  portion  limitée 
d'une  surface  sphérique  donnée,  a  une  étendue  que  Ton  nomme  Taire 
do  cette  portion.  Si  deux  portions  détei-minées  Sj  et  S.,  de  cette  sur- 
face sphérique  ont  des  aires  égales,  elles  sont  dites  équivalentes; 
on  pourra  parfois  rendre  facilement  cette  équivalence  manifeste  en 
décomposant  les  figures  Sj  et  S^  en  uu  même  nombre  de  parties  deux 
à  deux  égales.  Ou  écrit  : 

'       '  s>  -  S,. 

Si  une  poi'tiou  S  de  surface  sphéi'ique  peut  être  décomposée  en 
deux  pai'îies  respectivement  équivalentes  à  deux  autres  portions 
Sj  et  S.,  la  figure  S  est  appelée  la  somme  des  deux  auti-es  et  Ton 
écrit  : 

S  =  Si+S,. 

Chacune  des  figures  Sj  et  S,  est  appel^*e  la  différence  entre  la 
figure  S  et  l'autre,  et  l'on  écrit  : 

Sj  =  S  — S,,        s,  =  S  — Sj. 
Ou   déduir   de   là,   comme   pour   l"s  aires   |ilaiies.    la    notion   de 
rapport  de  deux  aires  sphéiiijues,  et  de  mesure  d'une  aiie  sphé- 
rique. 

L'unité  d'aire  f)0ur  les  poi'tions  de  surface  sphéi'ique  est  le  tri- 
aniile  tiirectaugle  décrit  sur  cette  sui'face  sphérique. 

504.  Fuseau.  —  Ou  appelle  fuseau  (fig.  337)  la  partie  d'une 
surface  sph'iique  comprise  t^ntre  deux  demi-circonférences  de  grand 
cejcle  limitées  à  un  diamètre  commun.  L'angle  de  ces  deux  demi- 
circonférfiices  s'appelle  l'angle  du  fuseau.  On  peut  considérer  le 
fuseau  cuiume  déterminé  dau>  la  surface  sphérique  par  un  dièdre 
dont  l'arête  passe  )>ar  le  centre.  En  réalité  les  faces  de  ce  dièdre 
déterminent  deux  fuseaux  dont  la  somme  est  la  surface  sphérique 
totale.  Xous  désignerons  un  fuseau  d'angle  A,  par  la  notation  :  F  (A). 

On  établit  aisément  les  propriétés  suivantes  : 

1".  Deux  fufimux  appartenant  à  une  même  surface  sphérique  ou  à 
des  surfaces  sphériques  égales,  sont  égaux.  lorsquUls  ont  des  angles- 

égaux;  car  ou  peut  évidemment  les  faire  coïncider. 
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2°.  S'ils  sont  inégaux,  le  plus  grand  fuseau  a  le  plus  grand  angle, 
et  réciproquement.  On  le  démontre  aisément. 

3"  U  arc  de  grand  cercle  décrit  entre  les  côtés  dii  fuseau,  avec  l'un 
des  sommets  comme  pôle,  a  même  mesure  (488)  que  Vangle  du 
fuseau.  Si  cet  arc  est  divisé  en  n  parties  égaies,  les  plans  déterminés 
par  ces  points  de  division  et  le  diamètre  du  fuseau,  divisent  celui-ci 
en  n  fuseaux  égaux  et  l'angle  du  fuseau  en  w  angles  égaux. 

THÉORÈME  XVI 


505.  —  Deux  fuseaux  appartenant  à  une  mêyne  surface 
sphérique  ou  à  des  surfaces  égales,  sont  entre  eux  com?ne  leurs 
angles. 

Concevons  l'angle  A,  (tig.  337)  divisé  en  n  angles  égaux  (504). 
L'angle  A^  contiendra  un  certain  nombre  m  de 
ces  angles  plus  un  reste  moindre  que  l'un  d'eux 
et  qui  peut  être  nul.  On  a  doue  : 


m    ^  A ,        m  +  1 
n        A,  n 


1) 


Aux  angles  égaux  correspondent  des  fuseaux 
égaux  (504);  on  aura  donc  aussi  : 


m_  ^  F(A^)       m  +  I 
n   "  F(A,)  ^       n 


2) 


Si  le  rapport  d  s  fuseaux  et  celui  des  angles  ne 


sont  pas  éoaux,  leur  diftVMenci'  d  est  moindre  que 

arbitrairement  petit;  d  est  donc  uni.  On  lmi  conclut  : 


Mais  —  est 
n 


F(A,) 


(3! 


F(A,)       A, 

Corollaires.    —   I.    l'n   fasrfdt  est  à   (a   surface  sphérique  à 
laquelle  il  appartient,  comme  sou  angle  est  à  quatre  angles  droits. 

Car  une  surface  sphéri(|ue  peut  être  considérée  comme  un  fuseau 
dont  l'angle  vaut  quatre  droits.  Ou  a  donc  : 


F(A^ 


A_ 


II.  Un  fuseau  a  même  mesure  que  le  double  de  son  anglf.,  quand 
on  prend  poui-  unités  respectives  l'ai't'  du  triangle  rrirectangle 
(503)  et  l'angle  droit. 
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En.  désignant  par  A  l'aire  du  triangle  trirectaugle,  ou  a  (495) 
S  =  8A,  et  la  relation  précédente  devient  : 

m)__A       ^_^       F(A)       2  A 
4£i 


8A 


ou 


IS 


Applications.  —  1402.  L'aire  d'une  surface  sphérique  est  de  9  m.  c.  ;  quelle 
est  celle  d'un  fuseau  dont  l'angle  est  de  33°  45'? 

1403.  Quel  est  l'angle  du  fuseau  qui  vaut  les  .3^ de  la  surface  sphérique? 

THÉORÈME  XVll 

506.  —  Deux  triangles  sphériques  symétriques  sont  équi- 
valents. 

Soient  (%.  338)  deux  triangles  symé- 
triques ABC  et  A'B'C.  Si  P  est  le  pôle 
du  petit  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC  (491),  on  a  entre  les  rayons  sphé- 
riques : 

PA  =  PB=-  PC. 
Soir  P'  le  symétrique  du  point  P  par 
rapport  au  centre  de  la  sphère;  menons 
les  aies  de  grand  cercle  P'A',  P'B'  et  P'C 
Ils  sont  égaux  respectivement  aux  pré- 
cédents; donc  on  a  : 

P'A' =  P'B'  =  P'B'. 
D'autre  part,  les  rayons  opposés  OP  et  OP'  tombent  simultanément 
à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  des  trièdres  centraux  0.  ABC  et  0.  A'B'C. 
Enfin,  les  triangles  isoscèles  symétriques  PAB  et  P'A'B',  PBC  et 
P'B'C,  PCA  et  P'C  A',  sont  deux  à  deux  égaux  (501,  Cor.  I).  Les 
deux  triangles  ABC  et  A'B'C  sont  donc,  si  les  points  P  et  P'  sont 
intérieurs,  la  somme  de  parties  deux  à  deux  égales;  si  les  points 
P  et  P'  sont  extérieurs,  les  triangles  sont  chacun  la  différence  entre 
l'ensemble  de  deux  parties  et  la  troisième.  Dans  les  deux  cas,  ils 
sont  manifestement  équivalents  (503). 

Application.  —  1404.  Faire  voir  (fig.  338)  que  l'angle  PAB  est  égal  p  la 
demi-différence  entre  la  somme  des  angles  A  et  B  et  le  troisième  C.  En  déduire 
le  lieu  géométrique  des  sommets  des  triangles  sphériques  qui  ont  même  base 
et  dans  lesquels  la  différence  entre  la  somme  des  angles  à  la  base  et  l'angle 
opposé  est  constante  ? 

THÉORÈME  XVIll 


507.  —  La  sonime  des  deux  fTiangles  opposés  par  un  sommet, 
déterminés  sur  la  surface  d'un  hémisphère  par  deux  demi- 
circonférences  de  grand,  cercle  qui  s'y  coupent ,  est  équivalente 
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au  fuseau  dont  l'angle  est  l'un  des  deux  angles  opposés  par  le 
sommet  dans  les  deux  triangles  considérés. 

Soient  (tig.  339)  les  triangles  ABC  et 
ADE  opposés  par  le  sommet  A.  L'arc 
ACA'   est    une    demi-circonférence   de 
grand  cercle  (477,  II);  donc  les  points 
A'  et  A  sont  les  extrémités  d'un  même 
diamètre.  Il  en  est  de  même  de  B  et  E, 
C  et  D.  Les  triangles  A'BC  et  ADE  sont 
donc  symétriques  et  par  suite  équiva- 
lents (506).  Ou  a  doue  (503)  : 
tr.  ABC  +  tr.  ADE  = 
tr.  ABC  +  tr.  A'BC  =  F  (A). 
608.  Excès  sphérique.  —  Nous  avons  vu  (494)  que  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  sphérique   est  supérieure  à  deux  angles 
droits.  L'excès  sur  deux  angles  droits  de  la  somme  des  angles  d'un 
triangle  sphérique,  s'appelle  l'excès  sphérique  du  triangle.  On 
représente  l'excès  sphérique  par  2E  ;  on  a  donc  pour  un  triangle  ABC 
2E  =  A  +  B  +  C  —  2£). 


Fig.  339. 
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509.  —  L'fdre  d'un  triangle  sphérique  u.  même  mesure  que 
son  excès  sphérique,  quand  on  pretid  comme  unités  respectives 
le  triangle  trirectangle  et  l'angle  droit. 

Soit  ABC  (fig.  340)  le  triangle  pf(i|»nsé.  Complétons  la  circon- 
férence AB  et  prolongeons  les  côtés  AC  et  BC,  jusiju'à  leuj'  l'encontre 
avec  cette  circonférence.  On  a  (506,  II  et  507)  ." 


ir.  ABC  4-  tr.  BCD  ^  F(A) 

A      ~  A 
tr.   ABC  H-  tr.  ACE   F(B) 


ir.  ABC  +  tr.  DCE 


A 

_  F(Ç) 

A  A 

On  en  conclut,  par  addition 
2tr.  ABC  +  4A       2A  +  2B 


2A 

2B 

=  T©' 
_  2C 

■"  \S)' 

-}-  2C 


i£) 


d'où 
Corollaire. 


tr.  ABC       A  -h  B  +  C  —  2£) 


2E 
1£)' 


A  1£) 

Un  triangle  sphérique  est  équivalent  au  fuseau 
dont  Vangle  est  égal  au  demi-excès  sjdiériqtie  du  triangle. 
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Applications.  —  1405.  Quelle  portion  de  la  surface  d'une  sphère  occupera 
un  triangle  dont  les  angles  valent  83"  17',  67°  56'  et  62°  5V  ? 

1406  Calculer  les  angles  d'un  triangle  spbérique  qui  vaut  le  tiers  d'un  tri- 
angle trirectangle,  sachant  que  ses  angles  sont  entre  eux  comme  5:7:8. 

1407.  Un  triangle  isoscèle  vaut  les  |  d'un  triangle  trirectangle  et  l'angle 
au  sommet  vaut  50°  ;  combien  valent  les  angles  à  la  base  ? 

1408.  Si  deux  angles  d'un  triangle  spbérique  sont  droits,  quelle  sera  l'aire 
de  ce  triangle? 

14U'J.  Le  lieu  géométrique  du  troisième  sommet  des  triangles  de  même  base 
et  de  même  aire,  est  une  circonférence  de  petit  cercle  qui  passe  par  les  points 
diamétralement  opposés  aux  extrémités  de  la  base. 

1410.  Si  on  prolonge  les  deux  côtés  AB  et  AC  du  triangle  ABC  jusqu'à  leur 
rencontre  en  A',  et  si  P  est  le  pôle  du  petit  cercle  circonscrit  au  triangle  A'BC, 
l'angle  PBC  est  le  complément  du  demi-excès  spbérique  du  triangle  ABC,  et 
l'arc  PA  est  perpendiculaire  à  l'arc  qui  joint  les  milieux  de  AB  et  de  AC. 

1411.  Si,  dans  le  triangle  ABC,  l'angle  A  =  B  +  Cet  si  l'on  prolonge  les  côtés 
BAet  CA,  jusqu'à  leur  rencontre  en  B'  et  en  C  avec  BC,  le  triangle  B'AC  vaut 
le  quart  de  la  surface  de  la  sphère. 

1412.  Exprimer  l'aire  d'un  triangle  spbérique  en  fonction  du  périmètre  de 
son  triangle  polaire. 

POLYGONES   SPHÉRIQUES 

510.  Polygone  sphérique.  —  Une  portion  d'uue  surface 
sphéi'ique,  limitée  par  un  contour  formé  d'arcs  de  circonférence  de 
grand  cercle  consécutifs,  est  un  polygone  sphérique  (tig.  341). 
Comme  pour  le  triangle  (489),  on  distingue  les  côtés,  les  sommets 
et  les  angles  du  polygone.  L'arc  de  grand  cercle  qui  a  pour  extré- 
mités deux  sommets  non  consécutifs  du  polygone  est  une  diagonale. 
Un  polygone  sphérique  est  convexe  lorsqu'il  est  entièrement 
dans  un  seul  des  hémisphères  déterminés  par  chacune  des  circon- 
férences de  grand  cercle  dont  fout  partie  respectivement  les  côtés 
successifs  du  polygone. 

Les  demi-droites  qui  out  pour  origine 
commune  le  centre  de  1  i  sphère  et  qui 
passent  par  les  sonimets  du  |)olygone  sont 
les  arêtes  d'un  angle  solide  central  corres- 
pondant à  ce  polygone  et  qui  est,  en  même 
temps  que  celui-ci,  convexe  ou  non  convexe; 
et  réciproquement.  On  démontre  aisément, 
comme  pour  le  triangle  sphérique  et  le  triè- 
dre,  que  les  éléments  du  polygone  sphérique 
Fig.  341.  et  ceux  de  l'angle  solide  central  se  cories- 

pondent  deux  à  deux,  de  manière  qu'une 
propiiété  de  l'angle  solide  entraîne  une  piopriété  correspondante  du 
polygone  spliérique. 
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511.  —  Dans  tout  polygone  sphérique  convexe  : 

1°  Chaque  côté  est  plus  petit  que  la  somme  des  autres; 

2"  La  somme  des  côtés  est  moindre  qu'une  circonférence  de 
grand  cercle. 

Ces  propriétés  résultent  immédiatement  des  relations  qui  existent 
entre  les  éléments  du  polygone  et  ceux  de  l'angle  solide  central  cor- 
respondant et  des  propiiétés  suivantes  qui  ont  été  démontrées  pour 
l'angle  solide  convexe  : 

1"  Chaque  angle  plan  est  plus  petit  que  la  somme  des  autres  (403). 

2"  La  somme  des  angles  plans  est  moindre  que  quatre  angles 
droits  (404) . 

THÉORÈME  XXI 

512.  —  L'aire  d'un  polygone  sphérique  convexe  a  même 
mesure  que  l'excès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  autant  de  fois 
deux  droits  qu'il  y  a  de  côtés  inoins  deux,  quand  on  prend 
comme  unités  respectives  le  triangle  trirectangle  et  l'angle  droit. 

Soit  (iig.  342)  un  polygone  sphérique  de  w  côtés;  les  diagonales 
monéns  d'un  même  sommet  le  partagent  en  {n  —  2)  triangles 
sphéi'iques.  Désignons  par  s^,  s.,,  s^...  les  sommes  respectives  des 
angles  de  ces  triangles  et  par  s  la  somme  des  angles  du  polygone. 
On  a  (509)  : 

tr.  ABC  _s,  —  2S)    fr.  ACD  _  s.,  —  2£) 
A       ~       l£)      '        A        ~    "  liî)      '  ■■■ 
Va\  désignant   par  P   Taire  du  polygone,  et 
rem.u'quaut  que  :  .'?|  -f~  -^i  +  *3  +  •■•    —  -5»  Oû 
en  déduit  : 

^  _s  —  in   -   2)  2£) 
A  ~  l£) 

Corollaire.  —  Dans  un  polygone  sphérique 
il  ne  peut  jamais  y  avoir  plus  de  trois  angles  aigus.  Car  on  doit 
avoir  :  s  >  (2w  —  4)  £)  et  si  Ton  prolonge  dans  un  même  .sens  les 
côtés  du  polygone,  on  obtient  n  couples  d'angles  supplémentaires 
dont  la  somme  vaut  'An  droits.  La  somme  des  angles  extérieurs  est 
donc  moindre  que  4  droits  et  ne  peut  contenir  plus  de  trois  angles 
obtus  auxquels  correspondent  trois  angles  aigus  intérieurs. 

Applications.  —  1418.  Si  on  prolonge  dans  un  même  sens  les  côtés  d'un 
quadrilatère  sphérique  et  que,  des  sommets  comme  pôles,  on  décrive  des  cir- 
conférences de  grand  cercle  qui  rencontrent  les  prolongements  des  deux  côtés 
de  chaque  angle,  la  figure  totale  qu'on  obtiendra  aura  une  aire  constante. 
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1414.  Les  au;?les  d'un  hexagone  sphérique  forment  une  progression  arithmé- 
tique dont  la  raison  est  de  10  degrés  ;  l'aire  de  l'hexagone  est  le  ^  de  l'aire  de 
la  sphère;  quels  sont  les  angles? 


THEOREME  XXll 


513.  —  Un  polyèd7^e  régulier  peut  être  inscrit  et  circonscrit 
à  une  sphère. 

Soit  AB  {ûa.  343)  l'ai-ête  conmnine  à  deux  faces  adjacentes  et 
soient  C  et  E  les  ceuties  de  ces  faces,  qui  sont  des  polygones 
réguliers.  Les  apothèmes  respectifs  CD  et  ED, 
correspondant  au  côté  AB,  sont  perpendiculaires 
au  milieu  I)  de  ce  côté.  Le  plan  CDE  est  donc 
perpendiculaire  à  Tarête  AB  et  par  suite  aux 
plans  des  deux  faces  considérées.  Il  eu  résulte 
que  les  perpendiculaires  menées  respectivement 
à  ces  faces  par  leurs  centres  C  et  E  sont  dans  le 
plan  CDE  et  se  coupent  car  elles  sont  perpen- 
diculaires respectivement  aux  côtés  de  l'angle 
CDE.  Leur  point  d'intei\sectiun  0  est  le  centre 
commun  des  sphères  inscrite  et  circonscrite  au 
polyèdre. 

1°.  Joignons  OD.  Les  triangles  rectangles  OCD  et  OED  ont  l'hypo- 
ténuse commune  OD  et  les  côtés  égaux  CD  =  DE;  ils  sont  égaux. 
Donc  OC  =  OE  et  la  sphère  de  rayon  OC  est  tangente  aux  deux 
faces  considérées,  en  leurs  centres  C  et  E.  Elle  sera  aussi  tangente 
à  toutes  les  autres  faces;  car  l'angle  CDE  est  le  rectiligne  du  dièdre 
AB  et  l'angle  CDO  en  vaut  la  moitié.  En  répétant  la  construction 
précédente,  pour  chnque  arête,  on  obtiendra  toujours  des  triangles 
rectangles  égaux  au  triangle  OCD  comme  ayant  un  côté  égal  à  CD, 
apothème  d'une  face,  adjacent  à  deux  angles  égaux  dont  l'un  est 
un  droit  et  l'autie  est  le  demi-rectiligne  d'un  dièdre  du  polyèdre. 
Il  en  résulte  que  la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  d'une  troi- 
sième face,  adjacente  à  la  face  C,  viendre  couper  en  0  la  perpendi- 
culaire CO  et  les  deux  segments  perpendiculaires  seront  égaux.  Et 
ainsi  de  suite  de  proche  en  proche.  Le  point  0  est  donc  le  centie 
d'une  sphère  inscrite  au  polyèdre. 

2°.  Joignons  ensuite  le  point  0  aux  sommets  du  polyèdre.  Tous  les 
segments  OA,  OB,...  qui  aboutissent  aux  sommets  d'une  face  sont 
égaux,  car  ce  sont  des  obliques  s'écartant  également  du  pied  de  la 
perpendiculaire  OC.  Le  même  raisonnement  se  i-épète  de  face  en 
face  et  comme  les  deux  segments  obliques  aboutissant  aux  extrémités 
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d'ime  arête  sout  communs  aux  deux  faces  adjacentes  le  long  de 
cette  arête,  le  point  0  est  à  égale  distance  des  sommets  du  polyèdre. 
Le  point  0  est  donc  le  centre  d'une  sphère  circonscrite  au  polyèdre. 

Le  centre  des  sphères  circonscrite  et  inscrite  à  un  polyèdre 
réguliei'  s'appelle  le  centre  du  polyèdre. 

Corollaires.  —  L  Tout  polyèdre  régulier  peut  être  partagé  en 
autant  de  pyramides  régulières  que  le  polyèdre  a  de  faces  ;  le  sommet 
commun  de  ces  pyramides  est  le  centre  du  polyèdre  ;  leurs  hases  respec- 
tives sont  les  faces  du  polyèdre. 

IL  Le  volume  d'un  polyèdre  régulier  est  égal  au  tiers  du  produit 
de  l'aire  totale  du  polyèdre  par  le  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

IIL  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  esjiece  sont  semblables; 
leurs  dimensious  homologues  sont  proportionnelles  ;  les  rayons  des 
sphères  inscrites  ou  circonscrites  sont  entre  eux  comme  les  côtés  de  ces 
polyèdres. 

IV.  Les  angles  solides  convexes  ayant  pour  sommet  commun  le  centre 
d'un  polyèdre  régulier  et  dont  les  arêtes  passent  par  les  sommets, 
décomposent  les  surfaces  spliériques  inscrite  et  circonscrite,  en  autant 
de  polygones  sphériques  égaux  que  le  polyèdre  a  de  faces. 

Remarc^ue.  —  La  trigonométrie  sphérique  permet  de  calculer 
les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite  à  un  polyèdre  régu- 
lier. On  peut  aussi  les  obtenir  par  une  construction  plane  fort  simple 
quand  ou  connaît  l'arête  et  le  rectiligne  d'un  dièdre  du  polyèdre. 

Sur  les  côtés  d'uu  angle  ADE,   égal  à  ce 
rectiligne  (fig.  344),  portons  les  longueurs  DC 
et  DE  égales  à  l'apothème  d'une  face,  que  l'on 
sait    construire    puisque    c'est    un    polygone 
régulier  dont  on  connaît  le  côté.  Menons  aux 
côtés  de  l'angle  les  perpendiculaires  CO  et  EO 
qui  se  coupent  en  0;  CO  est  le  rayon  de  la 
sphère  inscrite.  Portons  ensuite  sui-  le  prolon- 
gement de  DC,  le  segment  CA  égal  au  rayon 
d'une  faee  et  joignons  AO;  OA  est  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 
En  appelant  r  et  R  les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite, 
a  le  côté  du  polyèdre,  S  l'aire  totale  et  V  le  vohime,  ou  trouve  par  le 
calcul  les  valeurs  du  tableau  suivant. 
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Théorèmes  et  problèmes  relatifs  au  Vll'"^  livre 


1415.  Construire  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux  arcs. 

[416.  Construire  une  sphère  ; 

lo  passant  par  trois  points  donnés  et  tangente  à  un  plan  donné; 

2°  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  deux  plans  donnés  ; 

3°  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  trois  plans  donnés; 

4°  tangente  à  quatre  plans  donnés. 

1417.  Si,  par  trois  points  donnés,  on  fait  passer  différentes  sphères  qui  cou- 
pent une  sphère  donnée,  les  plans  des  sections  passeront  par  une  même  droite. 

1418.  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  donnés  et  tangente  à 
une  sphère  donnée. 

1419.  Si  d'un  point  extérieur  à  une  sphère,  on  mène  différentes  sécantes,  les 
rectangles  des  segments  déterminés  par  la  surface  sphérique  sur  ces  sécantes 
seront  équivalents.  Le  produit  est  appelé  la  puissance  du  point  par  rapport 
à  la  sphère.  Le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  sphères 
est  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres.  Ce  plan  s'appelle  le  plan 
radical  des  deux  sphères. 

Si  les  centres  des  trois  sphères  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  les  plans  radicaux 
de  ces  sphères  prises  deux  à  deux,  se  coupent  suivant  une  droite  qu'on  appelle 
l'axe  radical  des  trois  sphères.  Si  les  centres  de  quatre  sphères  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  leurs  plans  radicaux  se  couperont  en  un  point  qui 
s'appelle  le  centre  radical  des  quatre  sphères. 

1420.  Si  de  l'extrémité  du  diamètre  d'une  sphère  perpendiculaire  à  un  plan- 
on  mène  différentes  sécantes  Jusqu'au  plan,  les  rectangles  des  segments  déter- 
minés sur  ces  sécantes  par  la  surface  sphérique  et  le  plan  seront  équivalents. 
Quelle  est  la  transformée  d'une  surface  sphérique  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques? 

1421.  Si  une  sphère  est  tangente  à  une  sphère  donnée  et  à  un  plan  donné  la 
droite  des  contacts  passe  par  l'extrémité  du  diamètre  de  la  sphère  donnée  per- 
pendiculaire au  plan  donné. 

1422.  Par  deux  points  donnés,  mener  une  sphère  tangente  à  une  sphère  don- 
née et  à  un  plan  donné. 

1423.  Par  un  point  donné,  mener  une  sphère  tangente  à  une  sphère  donnée 
et  à  deux  plans  donnés. 

1424.  Construire  une  sphère  tangente  à  trois  plans  donnés  et  à  une  sphère 
donnée. 

1425.  Si  une  sphère  est  tangente  à  deux  sphères  données,  la  droite  des  con- 
tacts passe  par  le  centre  de  similitude  des  deux  sphères. 

1426.  Construire  une  sphère  : 

1°  Tangente  à  deux  sphères  données  et  passant  par  deux  points  donnés; 
2°  Tangente  à  deux  sphères  données,  à  un  plan  donné  et  passant  par  un 
point  donné; 
3°  Tangente  à  trois  sphères  données  et  à  un  plan  donné; 
40  Tangente  à  trois  sphères  données  et  passant  par  un  point  donné; 
5°  Tangente  à  quatre  sphères  données. 

1427.  Si  les  circonférences  de  deux  petits  cercles  ont  un  point  commun  en 
dehors  de  l'arc  de  circonférence  de  grand  cercle  qui  joint  leurs  pôles,  elles  ont 
un  .>econd  point  commun. 
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1428.  Si  les  circonférences  de  deux  petits  cercles  sont  tangentes,  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  leur  pôle  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  leurs 
rayons  polaires. 

1429.  Construire  la  circonférence  de  grand  cercle  passant  par  un  point 
donné  et  tangente  à  une  circonférence  de  petit  cercle  donnée. 

1430.  Si,  par  deux  points  de  la  sphère,  on  fait  passer  différentes  circonfé- 
rences qui  coupent  une  circonférence  donnée,  les  arcs  de  grand  cercle  qui 
joignent  les  points  d'intersection  passent  par  un  même  point. 

1431.  Par  deux  points  donnés  sur  une  sphère  faire  passer  une  circonférence 
de  petit  cercle  tangente  à  une  circonférence  donnée. 

1432.  Si  l'on  joint  un  point  fixe  à  tout  les  points  d'une  circonférence  tracée 
sur  une  sphère,  les  seconds  points  d'intersection  de  ces  droites  avec  la  surface 
delà  sphère  se  trouveront  sur  une  même  circonférence;  toutes  ces  droites 
détermineront  une  circonférence  sur  un  plan  quelconque  perpendiculaire  au 
diamètre  de  la  sphère  qui  passe  par  le  point  donné. 

1433  Si  deux  cercles  de  l'espace  sont  tels  que  leurs  centres  soient  les  projec- 
tions d'un  même  point  et  que  les  segments  tangents  menés  aux  circonférences 
par  un  point  de  l'intersection  de  leurs  plans  soient  égaux,  les  deux  circonfé- 
rences sont  situées  sur  une  même  sphère. 

1434.  Sur  une  même  sphère,  le  lieu  des  sommets  des  triangles  spliériques 
qui  ont  même  base  et  dont  l'angle  opposé  à  cette  base  est  égal  a  la  somme  des 
deux  autres,  est  une  circonférence. 

1435.  Si  P  est  le  pôle  de  l'arc  DE  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  AB  et  HC 
du  triangle  ARC,  l'angle  BPC  est  double  de  l'angle  RFD 

1436.  Si  on  prdlonge  les  deux  côtés  A'B'  et  A'C  du  triangle  A'B'C,  polaire  de 
ABC.  jusqu'à  leur  rencontre  en  A",  si  D  est  le  point  de  contact  avec  A"B'  de 
la  circonférence  de  petit  cercle  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  A"B'C', 
démontrer  qur  A"D  a  même  mesure  que  la  moitié  de  l'excès  sphérique  du  tri- 
angle ABC. 

1437.  Construire  un  triangle  sphérique  connaissant  un  côté,  un  angle  adja- 
cent et  l'aire. 

1438.  Diviser  la  surface  d'un  triangle  en  deux  parties  équivalentes  par  un 
arc  mené  d'un  sommet  au  côté  opposé. 

14"^9.  Les  trois  arcs  de  grand  cercle  qui,  partant  des  sommets  d'un  triangle 
sphérique,  le  partagent  en  parties  équivalentes,  se  coupent  en  un  même  point. 

1440.  Si,  dans  un  triangle  sphérique  ABC,  la  médiane  AD  est  le  supplément 
de  la  moitié  de  BC,  les  médianps  BE  et  CF  seront  les  suppléments  des  moitiés 
de  AC  et  AB.  Le  triangle  DEF  sera  un  triangle  trirectangle  et  le  triangle  ABC 
vaudra  le  quart  de  la  surface  sphérique, 

1441.  La  perpendiculaire  menée  de  A  à  l'arc  qui  passe  par  les  milieux  de  AB 
et  AC.  divise  l'angle  A  en  deux  parties  dont  la  différence  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  angles  B  et  C. 

1442.  Si  l'on  coupe  une  sphère  par  un  plan  tel  que  le  carré  du  rayon  de  la 
section  soit  les  |  du  carré  du  rayon  de  la  sphère,  le  diamètre  de  cette  section, 
le  côté  du  carré  inscrit  et  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  cette  sec- 
tion, serontrespectivement  les  côtésdutétraèdre,  de  l'hexaèdre  etde  l'octaèdre 
réguliers  inscrits  dans  la  sphère. 

1443  Si,  dans  un  triangle  spiiérique.  deux  côtés  sont  supplémentaires,  la 
bissectrice  de  l'angle  qu'ils  comprennent  passe  par  le  milieu  du  troisième  côté. 
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1444.  Etant  donniâs  un  angle  formé  par  deux  arcs  de  grand  cercle  et  un 
point  de  la  sphère,  mener,  par  ce  point,  un  arc  qui  forme  avec  les  deux  côtés 
de  l'angle  un  triangle  d'une  aire  donnée. 

144.5.  Si  on  prolonge  les  côtés  AB  et  AC.  d'un  triangle  jusqu'à  leur  rencontre 
en  A',  le  pôle  P  du  petit  cercle  circonscrit  au  triangle  ARC,  sera  le  pôle  de 
la  circonférence  qui  passe  par  les  milieux  D  et  K  de  BA'  et  CA'  et  l'angle  DPE 
est  égal  à  l'angle  que  font  entre  elles  les  cordes  des  arcs  AB  et  AC. 

1446.  Si  un  polygone  spliérique  est  inscrit  dans  un  cercle,  son  polaire  est 
circonscrit  à  un  autre  cercle  parallèle  au  premier  et  les  rayorjs  des  deux  cercles 
sont  complémentaires. 

1447.  L'excès  d'une  demi-sphère  sur  un  polygone  sphérique  est  égal  à  la 
somme  des  suppléments  des  angles  de  ce  polygone. 

1448.  La  différence  entre  quatre  trièdres  trirectangles  et  un  angle  solide  est 
égaie  à  la  somme  des  suppléments  des  angles  dièdres  de  cet  angle  solide.  Cette 
différence  peut  s'appeler  le  supplément  de  l'angle  solide. 

1449.  La  somme  des  suppléments  des  angles  solides  d'un  polyèdre  est  égale 
au  double  des  supplémi  nts  de  ses  dièdres. 

1450.  La  demi-somme  des  angles  solides  d'un  polyèdre  est  égale  à  la  somme 
de  ses  dièdres  moins  deux  fois  le  nombre  de  ses  faces  diminué  de  deux. 

1451.  Dans  une  pyramide  triangulaire  la  moitié  de  l'angle  solide  du  sommet 
est  égale  à  dpux,  moins  l'excès  de  la  somme  des  dièdres  de  la  hase  sur  la  demi- 
somme  des  trièdres.  Le  même  théorème  existe  pour  l'angle  au  sommet  d'une 
pyramide  polygonale. 

1452.  Dans  un  tétraèdre  régulier,  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  est  aussi 
le  centre  de  la  sphère  tangente  aux  six  arêtes;  le  rayon  de  cette  sphère  est 
moyen  proportionnel  entre  les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

1452.  Le  rapport  des  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite  est  le  même 
dans  l'hexaèdre  et  lians  l'octaèdre  ;  il  est  au -si  le  même  dans  le  dodécaèdre  et 
dans  l'icosaèdre. 

1454.  Calculer  en  centimètres  carrés  l'aire  d'un  triangle  spliérique  sachant 
que  :  R,=3m;  A  =  583  50';  B  =  70o  10';  C  =  81».30';  t  =  3,1416  (M.). 

1455.  On  considère  deux  droites  gauches  orthogonales  AX  et  BY  dont  AB 
est  la  perpendiculaire  commune.  On  porte  sur  AX  ei  sur  BY,  dans  des  sens 
déterminés,  les  longueurs  AA'  =  BB'  =  L.  On  demande  :  1°  de  prouver  que  la 
surface  spliérique  de  diamètre  A'B'  passe  par  A  et  B;  2°  de  chercher  le  lieu  du 
centre  de  cette  sphère  quand  /  varie  ;  3°  de  démontrer  que  A'B'  reste  parallèle 
à  une  direction  fixe  quand  /  varie  (M.). 

1456.  Calculer  les  rayons  R  et  r  des  sphères  circonscrite  et  inscrite  à  un 
dodécaèdre,  en  fonction  de  son  arête  a.  (C.  G  ). 


LIVRE  VIII 


LES    CORPS    RONDS 


CYLINDRE 


614.  —  I.  On  appelle  cylindre  le  solide  eDgendré  par  la  rotation 
(356)  d"im  rectangle  autour  d'un  de  ses  côtés,  supposé  immobile. 

Le  côté  immobile  OP  (tig.  345)  est  l'axe  du  cylindre  :  les  côtés 
perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation.  OA  et  PB, 
décrivent  les  bases  du  cylindre  qui  sont  deux 
cercles  égaux  dont  les  plans  parallèles  sont  per- 
pendiculaires à  l'axe  ;  le  côté  AB,  paiallèle  à 
l'axe,  décrit  la- surface  latérale  ou  convexe  du 
cyliudr*^,  en  restant  pai'allèle  à  l'axe,  pendant  la 
rotation  ;  l'étendue  de  cette  sui'face  est  l'aire 
latérale.  Une  section  plane  perpendiculaire  à 
Taxe  s'appelle  une  section  droite  ;  c'est  un 
cei'cle  égal  aux  bases. 

Cette  dernière  surface  appartient  à  la  classe  des  surfaces  cylindriques 
c.  à  d.  des  surfaces  engendrées  par  une  droite  {\a.  génératrice)  qui  se  déplace 
dans  l'espace  en  restant  parallèle  à  une  droite  donnée  et  en  s'appuyant  cons- 
tamment sur  une  ligne  donnée  (la  directrice);  la  droite,  dont  le  côté  AB  est  un 
segment,  décrit  une  surface  cylindrique  de  révolution,  dont  la  surface 
laiérale  du  cylindre  est  une  portion,  comprise  entre  deux  sections  planes,  qui 
sont  les  circonférences  des  l)ases.  Le  plan  est  une  surface  cylindrique  dont  la 
directrice  est  une  droite. 

IL  On  appelle  hauteur  du  cylindre  tout  segment  perpendiculaii-e 
compris  entre  les  plans  des  deux  bases.  Cette  hauteur  e>t  donc 
représentée  par  l'axe  du  cylindre  et  anssi  [^ar  la  génémnice  do  la 
surface  latérale  dans  chacune  de  ses  positions. 

On  appelle  rayon  du  cylindre  le  l'ayon  de  l'une  quelconque  des 
bases. 

III.  Deux  cylindres  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  engemliés 
par  deux  rectangles  semldat)lps  ;  le  lappoit  de  leurs  axes  est  donc 
égal  au  rapport  de  leurs  rayons. 

IV.  Si  l'on  insci'it  dans  l'une  des  bases  d'un  cylindre,  un  polygone 
et  si  l'on  construit  sur  ce  polygone  comme  base,  un  prisme  firoit  de 
même  hauteur  que  le  cylindre,  le  piàsme  est  dit  inscrit  au  cylindre 
et  celui-ci  est  circonscrit  au  prisme. 
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V.  Si  l'on  circonscrit  h  l'une  des  bases  du  cylindre  un  polygone 
et  si  l'on  construit  sur  ce  polygone  comme  base  un  prisme  droit  de 
même  hauteur  que  le  cylindre,  le  prisme  est  dit  circonscrit  au 
cylindre  et  celui-ci  est  inscrit  au  prisme. 

THÉORÈME  I 

615.  —  Le  volume  d'un  prisme  régulier  inscrit  à  un  cylindre 
tend  vers  une  limite,  qui  est  par  définition  le  volume  du  cylin- 
dre, lorsqu'on  double  indéfiniment  le  nombre  des  faces  latérales 
du  prisme;  cette  limite  est  égale  au  produit  de  la  base  du  cylin- 
dre par  sa  hauteur. 

Soient  R  et  h,  le  rayon  et  la  hauteur  du  cylindre.  Inscrivons  au 
cylindre  un  prisme  réguiiei- (514,  IV)  et  doublons  indéfiniment  le 
nombre  de  ses  faces  latérales.  Si  s,,  désigne  l'aire  de  la  base  d'un 
prisme  de  rang  quelconque  ainsi  obtenu,  on  aura  pour  le  volume  de 
ce  prisme  : 

V„  =  s„  X  h. 
Eu  passant  à  la  limite,  on  obtient  (291)  pour  le  volume  V  du 
cylindre. 

lim  V„  =  lim  s„  y,  h  ou  V  =  tt  R-  x  /*. 

Remarque.  —  On  peut  démuntrer  qu'on  arrive  à  la  même  limite  1°  quand 
on  considère  les  prismes  circonscrits;  2°  quand  le  prisme  initial  a  une  hase 
polygonale  quelconque;  .3°  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  augmente  le 
nombre  des  faces  latérales,  de  manière  que  chaque  côté  de  la  base  tende  vers 
zéro. 

Corollaires.  —  I.  De/ti  rylindres  d'égales  hauteurs  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases  et  deux  rylindres  de  hases  égales  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs. 

IL  Deux  cylindres  sem.hhûjles  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de 
leurs  hauteurs  ou  de  leurs  rayons. 

Applications.  —  1457.  Les  mesures  dont  on-se  sert  pour  les  liquides  et  les 
menus  solides  ont  la  forme  de  cylindres  dont  la  hauteur  est  égale  au  rayon, 
au  diamètre  ou  au  double  du  diamètre  des  bases,  ('alculer  dans  la  première 
tiypothèse,  les  dimensions  d'un  hectolitre;  dans  la  seconde,  celles  d'un  déca- 
litre ;  et  dans  la  troisième,  celles  du  litre. 

1458.  Calculer  le  poids  d'une  colonne  en  fonte  creuse,  de  3  mètres  de  hau- 
teur, le  diamètre  de  la  colonne  étant  de  0™,25  et  son  épaisseur  0"',035.  La  den- 
sité de  la  fonte  est  7,2. 

THÉORÈME  11 

516.  —  L'aire  latérale  d'un  prisme  régulier  inscrit  à  un 
cylindre  tend  vers  une  limite,  qui  est,  par  définition,  Taire 
latérale  du  cylindre,  lorsqu'on  double  indéfiniment  le  nombre 
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des  faces  latérales  du  prisme;  cette  limite  est  égale  au  produit 
de  la  circonférence  d'une  base  du  cylindre  par  sa  hauteur. 

Inscrivons  au  cylindre  un  prisme  régulier  et  doublons  indéfiniment 
le  nombre  de  ses  faces  latérales.  Si  p„  désigne  le  périmètre  de  la 
base  d'un  prisme  de  rang  quelconque  ainsi  obtenu,  on  aura,  pour 
l'aire  latérale  S„  de  ce  prisme 

S„  =  pn    X   h . 
En  passant  à  la  limite  on  obtient  (285)  pour  l'aire  latérale  S  du 
cylindre  : 

Uni  S„  =  litn  p„  x  h         ou         S  =  27rR  x  h. 

Remarque.  —  On  peut  faire  ici.  sur  l'aire  limite,  une  remarque  analogue  à 
celle  du  numéro  précédent  (515). 

Corollaires.  —  I.  Les  aires  latérales  de  deux  cylindres  de  hases 
égales  sont  entre  elles  comme  leurs  haideiirs. 

II  Les  aires  latérales  de  deux  cylindres  d'égales  hauteurs  sont 
entre  elles  comme  leurs  rayons. 

III.-  Les  aires  latérales  de  deux  cylindres  quelconques  sont  entre 
elles  comme  les  rectangles  générateurs. 

IV.  L'nire  totale  d'un  cylindre  est  donnée  par  la  formule  : 

S  =  2-R°  +  2TrR/i  =  2-R  (R  -f  li). 

V.  Les  aires  latérales  ou  totales  de  deux  cylindres  semhlahUs  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  haideurs  ou  de  leurs  rayons. 

VI.  Le  volume  d'un  cylindre  est  égal  au  j)roduit  de  Faire  latérale 
j)ar  la  moitié  du  rayon. 

Car  on  a  (515)  : 

V  =  TzWh  =  2-RA  X  |- 

Remarque.  —  Un  rectangle  ayant  pour  dimensions  la  hauteui-  du 
cylindre  et  un  segment  équivalent  à  la  ciicouférence  de  Tune  des 
bases,  sera  équivalent  à  la  surface  latérale  du  cylindre.  Ce  rectangle 
se  nomme  le  développement  de  la  surface  latérale  du  cylindre. 

Applications.  —  1459.  On  enroule  cyliedriquement  une  pièce  de  tôle  rectan- 
gulaire qui  a  2'Mi)  de  longueur  et  U™.8i)  de  hauteur;  quelle  sera  la  capacité  du 
cylindre  ainsi  formé  ? 

1460.  Si  un  rectangle  ABCD  tourne  successivement  autour  de  deux  côtés  AB 
et  AD.  quel  sera  le  rapport  des  volumes  et  des  surfaces  totales  des  cylindres 
qu'il  engendrera? 

CONE 

517.  —  I.  On  appelle  cône  le  solidu  eugeudié  par  la  rotation 
d'un  triangle  rectangle  autour  d'un  des  côtés  de  l'angle  droit,  sup- 
posé immobile. 
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Le  côté  immobile  SO  (fig.  346)  est  l'axe  ou  la  hauteur  du  cône; 
le  côté  perpendiculaire  OA  décrit  la  base  ; 
riiypoténuse  SA  décrit  la  surface  latérale  ou 
convexe  du  cône,  dont  l'étendue  est  l'aire  laté- 
rale. Cette  hypoténuse  est,  dans  chacune  de  ses 
positions,  le  côté  ou  Tapothème  du  cône  ;  le 
point  S  en  est  le  sommet.  En  désignant  par 
c,  h  et  R,  respectivement  le  côté,  la  hauteur  et 
le  rayon  de  la  base  ou  rayon  du  cône,  on  a  : 

Toute  section  plane  peri)cudiculaire  à  l'axe  est  un  cercle  ;  toute 
section  faite  suivant  l'axe  est  un  triangle  isoscèle  double  du  triangle 
générateur. 

La  surface  latérale  du  cône  appartient  à  la  classe  des  surfaces  coniques 
c.  à  d.  des  surfaces  engendrées  par  une  droite  (la  génératrice)  (\\i\  sedéplace 
dans  l'espace  en  passant  par  un  point  fixe  (le  sommet)  et  en  s'appuyant  cons- 
tamment sur  une  ligne  donnée  (la  directrice).  Lorsque  celle-ci  est  une  circon- 
férence dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  son  centre  au 
sommet  S,  la  surface  conique  est  de  révolution;  la  génératrice  fait  alors  un 
angle  constant  avec  cette  droite,  qui  est  l'axe.  On  peut  donc  dértnir  aussi  une 
surface  conique  de  révolution  comme  suit  :  c'est  la  surface  engendrée  par  une 
droite,  qui  tourne  autour  d'un  axe  qu'elle  rencontre  en  un  point  fixe  et  avec 
lequel  elle  fait  un  angle  constant.  Le  sommet  divise  une  telle  surface  en  deux 
nappes.  La  surface  latérale  du  cône  est  la  portion  de  l'une  des  nappes  d'une 
surface  conique  de  révolution,  comprise  entre  le  sommet  et  une  section  plane 
perpendiculaire  à  l'axe  et  base  du  cône. 

II.  Deux  cônes  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  engendrés  par  deux 
triangles  rectangles  semblables  ;  le  rapport  de  leurs  axes  est  donc 
égal  au  rapport  de  leurs  rayons. 

III.  On  appelle  tronc  de  cône  le  solide  compris  entre  la  base 
d'un  côno  Ht  ime  section  plane  parallèle  à  cette 
base  ;ti^-.  347).  On  peut  le  considérer  comme 
engeudré  par  la  rotation  d'un  trapèze  l'ectangle 
OADP  autour  du  côté  OP  perpendiculaire  aux 
bases.  Le  côté  immobile  OP  est  l'axe  ou  la  hau- 
teur du  tronc  ;  les  cercles  0  et  P  en  sont  les 
bases;  le  côté  AD,  dans  chacune  de  ses  positions 
successives,  est  le  côté  ou  l'apothème  du  tronc. 

^A      IV.  Si  l'on  joint  le  sommet  d'un  cône  aux  som- 
mets   d'un   polygone    inscrit   dans   la   base,    on 
obtient  une  pyramide  inscrite  au  cône  et  celui- 
ci  lui  est  circonscrit. 
V.  Si  l'on  joint  le  sommet  d'un  cône  aux  sommets  d'un  polygone 
circonscrit  à  la   base,  on  obtient  une  pyramide  circonscrite  au 


Fig.  347. 
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cône  et  celui-ci  lui  est  inscrit.  Les  faces  latérales  ont  pour  hauteur 
les  génératrices  qui  aboutissent  au  point  de  contact  des  côtés  de 
la  base. 

VI.  Enfin,  la  section  plaue  qui  détermine  dans  un  cône  un  tronc 
de  cône,  détermine  dans  la  pyramide  inscrite  et  dans  la  pyramide 
ciiTonsci'ite  deux  troncs  de  pyi'amide  respectivement  inscrit  et 
circonscrit  au  tronc  de  cône. 

THÉORÈMK  m 

518.  —  />e  volunif  d'une  p_i/ramide  régulière  inscrite  à  un 
cône  tend  vers  une  limite,  qui  est  par  définition  le  volume  du 
cône,  lorsqu'on  double  indéfiniment  le  nombre  des  faces  laté- 
rales de  la  pyrami'ic;  cette  limite  est  égale  au  tiers  rlu  //roduit 
de  la  base  du  cône  par  sa  Jiauteur. 

Soient  R  et  h  le  rayon  et  la  hauteur  du  cône.  Inscrivons  à  ce  cône 
(517,  V)  uur  pyramide  régulière  et  doublons  indetiniraent  le  nombre 
de  ses  faces  latérales.  Si  s„  désigne  Paire  de  la  base  d'une  pyramide 
de  l'aug  quelconque  ainsi  obtenue,  on  aura  pour  le  volume  V„  de 
cette  |)yi'amide. 

^»  =  -g-  ^n  X  h. 

FiU  passant  à  la  limite,  ou  ol)tieut  pour  le  volume  V  du  cône  : 

Ihn  V„  =  — -  lim  Sn  X  h  ou  V  =  — -  R*  x  li. 

Remarque.  —  <  >d  peut  faire  ici,  sur  le  volume  limite,  une  remarque  analo- 
gue à  celle  du  ijq  515. 

CoROLLAiKES.  —  I.  l^u  côïie  est  le  ticrfi  du  cylindre  de  hase  égale 
et  de  même  hauteur. 

II.  Deux  cônes  d''égales  Jatatcurs  sont  inire  eux  comme  leurs  hases. 

III.  Deux  cônes  de  hases  égales  sont  entre  eux  comme  leurs  hau- 
teurs. 

IV.  Deux  cônes  semhhddes  sont  entre  eux  comme  les  cuhes  de  leurs 
rayons  ou  de  leurs  hauteurs. 

Applic.a^tio.n.  -  14111.  On  fait  tourner  le  triangle  rectangle  SOA  successi- 
vement autour  de  SO  et  de  0.\.-  Quel  sera  le  rapport  des  volumes  des  cônes 
engendrés  '.' 

THÉORÈME  IX 

519.  —  L'aire  latérale  d'urie  pyr^nnide  régulière  inscrite  à 
un  cône  tend  vers  une  limite  qui  est,  par  définition.  Taire 
latérale  du  cône,  lorsqu'on  double  indéfiniment  le  nombre  des 
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faces  latérales  de  la  py^ximide  :  cette  limite  est  égale  au  demi- 
produit  de  la  circonféri  nce  de  la  base  par  le  côté  du  cÔ7ie 

Inscrivons  au  cône  iiue  pyramide  régulière  et  doublons  indétini- 
iiient  le  noinlii'e  des  faces  latérales.  Pour  une  pyramide  de  l'ang 
quelconque  ainsi  obtenue  ou  aura,  pour  l'aire  latérale  S„  : 

S„  =   -^p„  X   r,„ 

2)n  étant  le  périmètre  de  la  base  et  r„  rapothème  ou  hauteur  d'une 
face  latérale  (617,  V).  En  passant  à  la  limite,  on  obtient  pour  l'aire 
latéi'ale  S  du  cône  : 

S  =  -  lim  p„  X  lïm  c„  =  tR  X  lim  c„. 

|;^^0r,  du  triangle  SEF  (fig.  348),  dans 
lequel  SF  est  le  côté  c  du  cône  et  SE  =  c„, 
on  tire  : 

c  -  c„  <  EF=  R  —  r„. 
Mais  :  lim  (R  —  r„)  =  0  (282  ;  donc  : 

Uni  (c  —  rn)  =  0     ou     lim  c„  =  c. 
On  a  donc  à  la  limite  : 

Remarque.  —  On  peut  faire  ici,  sur  l'aire 
limite,  une  remarque  analogue  à  celle  du 
no  515. 

Corollaires.  —  I.  La  surface  latérale  d'un  cône  est  à  la  surface 
de  la  hase  comme  le  côté  du  cône  est  au  rayon  de  la  Itase. 

II.  Vaire  totale  d\m  cône  est  donnée  par  la  formule  : 

S  =  ttRc  +  :rR- =  ttR  (f  +  R). 

III.  Les  aires  latérales  de  deux  cônes  dont  les  bases  sont  égales, 
sont  entre  elles  comme  les  côtés  de  ces  cônes. 

IV.  Les  aires  latérales  de  deux  cônes  dont  les  côtés  sont  égaux, 
sont  entre  elles  comme  les  rayons  des  bases. 

V.  Les  aires  latérales  ou  totales  de  deux  cônes  semblables,  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  des  côtés  ou  des  rayons  des  hases. 

Remarques.  —  I  Le  secteur  circulaire  ayant  pour  i-ayon  le  côté 
c  du  cône  et  dont  l'arc  a  même  longueur  que  la  circonférence  de  la 
base,  est  équivalent  à  la  surface  latérale  du  cône.  Ce  secteur  se 
nomme  :  le  développement  de  la  surface  latérale  du  cône. 
L'angle  w  de  ce  secteur  est  donné  par  la  formule  : 

w  =-  X  4©. 

c 
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IL  Le  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  res- 
pectivement le  côté  du  cône  et  un  segment  rectiligne  équivalent  à 
la  circonférence  de  la  base,  est  aussi  équivalent  à  la  surface  latérale 
du  cône. 

Application.  —  1462.  Le  volume  d'un  cône  est  égal  à  son  aire  latérale  mul- 
tipliée par  le  tiers  de  la  distance  du  centre  de  la  base  à  un  côté  du  cône. 

THÉORÈME  V 


520.  —  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  est  égal  à  la  somme  des 
volumes  de  trois  cônes  ayant  pour  hauteur  commune  la  hau- 
teur du  tronc,  et  dont  les  hases  respectives  sont  les  bases  du 
tronc  de  cône  et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  bases. 
Posons,  (fig.  347)  : 

OA  =  R,        PC  =  r,        OP  =  /i. 
Le  tronc  de  cône  ABDC  étant  la  différence  des 
cônes  SBA  et  SDC,  son  volume  a  pour  mesure  : 
V  =  \-kK~  X  SO  —  \-Kf'  X  SP. 
Or,  des  deux  triangles  semblables  SOA  et  SPC, 
on  déduit  : 

SO       SP       SO  —  SP  h 

R 
et  par  suite 

S0  = 


R  —  r 


Fig.  349. 


R/i 


SP  = 


R  — r 


rh 


R  —  r  R  —  r 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  V,  on  trouve  : 
W  — 


N   =\T.h 


=  \rJi  (R-  +  r-  +  Rr). 


R  — r 
Cette  expression  peut  s'écrire  : 

V  =  i^rR-Zi  4-  l-nr^h  +  lizKrli 
et  les  trois  termes  de  cette  somme  sont  les  mesures  des  volumes  des 
trois  cônes  considérés  dans  l'énoncé. 

Remarque.  —  Le  plan  de  la  base  P  du  tronc  de  cône  (iig.  349) 
détermine  dans  toute  pyramide  régulière  inscrite  au  cône,  un  tronc 
de  pyramide  inscrit  dans  le  tronc  de  cône.  Le  volume  de  ce  tronc  de 
pyramide  est  la  différence  des  volumes  de  deux  pyramides  corres- 
pondantes et  ces  derniers  volumes  ont  pour  limites  respectives  (518) 
les  volumes  des  deux  cônes  dont  le  tronc  de  cône  est  la  différence. 
Le  volume  du  tronc  de  cône  est  donc  la  limite  du  volume  du  tronc  de 
pyramide  régulière  inscrite  à  ce  tronc  de  cône,  quand  on  double 
indéfiniment  le  nombre  des  faces  latérales.  On  peut  donc  déduire 
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la  formule  ci-dessus  de  celle  (jiii  donae  le  volume  d'uu  troue    de 
pyramide,  en  passant  à  la  limite  (444). 

Applications.  —  1463.  Trouver  la  différence  qui  existe  entre  un  tronc  de 
cône  et  le  cylindre  de  même  hauteur  qui  aurait  pour  base  la  section  faite  à 
égales  distances  des  bases.  Quel  doit  être  le  rapport  des  rayons  des  bases  d'un 
tronc  de  cône  pour  que  son  volume  soit  égal  à  la  différence  des  volumes  des 
deux  cylindres  de  même  hauteur  construits  sur  les  bases  du  tronc. 

1464.  Connaissant  les  dimensions  d'un  tronc  de  cône,  calculer  les  hauteurs 
et  les  volumes  des  deux  cônes  dont  il  est  la  différence. 

1465.  Construire  un  cône  de  hauteur  donnée  et  dont  la  surface  latérale  soit 
équivalente  au  cercle  qui  aurait  pour  rayon  la  hauteur. 

1466.  En  supposant  les  génératrices  du  cône  prolongées  au  delà  du  sommet, 
démontrer  que  si  l'on  coupe  ces  prolongements  par  un  plan  parallèle  à  la  base 
et  distant  de  cette  base  de  la  longueur  h,  le  volume  du  solide  compris  entre  le 
plan  et  la  base,  sera,  R  et  r  étant  les  rayons  de  la  base  et  de  la  section  : 


V  =  \-h  (R*  +  r^ 


Rr). 


THEOREME  VI 


521.  —  IJ air elatér aie  d un  tronc  de  cône  est  égale  au  produit 
de  la  demi-somme  des  circonférences  des  bases  par  le  côté. 

Posons  (fig.  350)  : 

OA  =  R,        PC  =  r,        AC  =  d. 
L'aife  latérale  du  tronc  de  cône,  différence 
des  aires  latérales  des  cônes  SAB  et  SCD,  a 
pour  mesure  ; 

S  ^  ttR.SA  —  Tir.SC. 
Or,  des  triangles  semblables  SOA  et  SPC, 
on  déduit  : 

SA  _  se  _  SA  —  se  _      d 
R         r  R  —  r 

et  par  suite  : 

Rd  r^.,  rd 


Fig.  c50. 


R  — r 


SA  = 


se  = 


R  — r  R  —  r 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  S,  on  trouve 

S  =  TT  [  ^,'  ~  ^'  U  =  ^R  +  r)  d. 


R  —  r 

Cette  expressioQ  peut  s'écrire  : 

S  =  (ttR  4-  T.r)  d 

et  les  deux  termes  entre  parenthèses  mesurent  les  demi-circonfé- 
rences des  bases  du  tronc  de  cône. 
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Corollaire.  —  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  est  égale  a  son 
côté  multiplié  par  la  circonférence  de  la  section  faite  à  égales  distances 
des  deux  hases. 

Car,  dans  le  trapèze  OACP,  ou  a 

IE=^(OA  +  PC)=J-(R-hr) 
E  étant  le  milieu  du  côté  AC. 

522.  Remarques.  —  I.  Ou  peut  faire  sur  l'aire  latérale  du  troue 
de  côue  une  remarque  analogue  à  celle  qui  a  été  faite  au  n"  620  sur 
le  volume. 

II.  Si,  après  avoir  construit  (519,  Rem.)  un  secteur  circulaire 
équivalent  à  l'aire  latérale  du  cône  SAB,  l'on  décrit,  entre  les  rayons 
qui  limitent  ce  secteur,  un  arc  de  circouférence  de  rayon  SC,  on 
démontre  aisément  que  cet  arc  est  équivalent  à  la  circouférence  de 
la  base  supérieure  du  tronc  et  que  la  différence  des  deux  secteurs 
est  équivalente  à  l'aire  latérale  du  tronc  de  cône;  elle  constitue  le 
développement  de  la  surface  latérale.  L'augle  du  secteur,  en  fonc- 
tion des  rayons  des  bases  et  du  côté  d  du  tronc  de  côue,  est  donné 
par  la  formule  : 

w=  —j-  y.  AS). 

III.  De  même  si  l'on  construit  (fig.  351)  sur  le  côté  SA  du  cône 

SAB,  un  triangle  rectangle  équivalent  à 
la  surface  latérale  de  ce  côue  (519, 
Rem.),  on  démontre  aisément  que  le 
segment  CQ,  perpendiculaii-e  à  SA  et 
mené  par  l'extrémité  C  de  la  longueur 
SC  égale  au  côté  du  cône  SCD,  est  équi- 
valent à  la  circonférence  de  la  base  supé- 
rieure du  troue  de  cône.  Le  triangle  SCQ 
§■    ^  ■  étant  équivalent  à  la  surface  latérale  du 

cône  SCD,  le  trapèze  rectangle  APQC  est 
équivalent  à  la  surface  latérale  du  tronc  de  côue  ABDC.  On  peut 
ainsi  démontrer  par  une  autre  raétbode  le  tbéorème  VI. 

Applications.  —  1467,  Trouver  le  volume  du  cône  qu'on  obtiendra  en 
enroulant  un  secteur  dont  le  rayon  est  c  et  dont  l'angle  vaut  n  droits. 

1468.  Si  d'un  tronc  de  cône  on  retranche  le  cône  ayant  pour  base  la  base 
supérieure  et  pour  sommet  le  centre  de  la  baselntérieure,  le  volume  du  solide 
restant  sera  égal  à  l'aire  latérale  du  tronc  multipliée  par  le  tiers  de  la  distance 
du  centre  de  la  base  inférieure  au  côté  du  tronc. 

1469.  Sur  trois  côtés  d'un  carré  ABCD,  on  construit  extérieurement  des  tri- 
angles équilatéraux  AMB,  BNC,  CPD;  trouver,  en  fonction  du  côté  a  du  carré, 
le  volume  et  l'aire  du  solide  engendré  par  le  polygone  AMBNCPD  tournant 
autour  de  AD. 
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623.  —  L'aire  de  la  surface  engendrée  par  une  ligne  brisée 
régulière  tournant  autour  d'un  diamètre  qui  ne  la  coupe  pas, 
est  égale  au  produit  de  la  longueur  de  la  circonférence  inscrite 
dans  la  ligne  brisée,  par  la  ])roiection  de  cette  ligne  sur  le 
diamètre. 

Chacun  des  côtés  de  la  ligue   brisée  régulière  ABCD  (fig.  352) 

g ç  engendre     une     surface     tronc-conique. 

yf^^     ^'^^'''^^  ^  étant  le  milieu  de  AB  et  IK  une  perpen- 

A^^Ric         '      ^\         diculaire   au  diamètre   PQ,    on   a   pour 
/i    I     kT         '  ]  \       Taire   de   la   surface    engeudrée    par  le 

/  !    I     ;\     I  il      côté  AB  (621,  Cor.)  : 

P  A'  K    B'    0   C         DP  SAB  =  27rIK  x  AB.  (1) 

Fig.  352.  Menons  AE   parallèle  au  diamètre  et 

01,   rayon  de  la  circonférence   inscrite 
dans  la  ligne  brisée.  Les  triangles  ABE  et  OIK  sont  semblables, 
puisqu'ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires  deux  à  deux,  et  donnent  : 
■    IK  _  W  IK  _  01 

AE  ~  AB       *'"      A'B'  ~  AB  ' 
d'où  l'on  tire  : 

IK  X  AB  =  01  X  A'B' 

et  la  formule  (1  )  devient  : 

Sab  =  271  01  X  A'B'. 
Le  raisonnement  est  le  même  pour  les  autres  côtés;  l'aire  totale 
de  la  surface  engendrée  par  la  ligne  brisée  a  donc  pour  mesure  : 
S  =  2TrOI  X  (A'B'  +  B'C  +  CI)')  =  27101  x  A'O'. 

Si  l'on  pose  : 

01  =  r         et         A'D'=A, 
on  a  la  formule  : 

S  =  27:r  X  /?. 
Remarque.  —  Si  la  ligne  brisée  est  le  demi-contour  d'un  polygone 
régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés  ayant  pour  extrémités  les  extré- 
mités du  diamètre,  la  formule  précédente  devient  : 

S  =  47rRr. 

Applications.  —  1470.  Trouver  l'aire  des  surfaces  décrites  par  les  moitiés 
des  contours  de  l'iiexagone,  de  l'octogone,  du  décagone  et  du  dodécagone 
réguliers  tournant  autour  du  diamètre  passant  par  deux  sommets  opposés. 

1471.  Démontrer  que  si  on  fait  tourner  la  moitié  d'un  polygone  régulier  d'un 
nombre  impair  de  côtés  autour  d'un  diamètre  passant  par  l'un  des  sommets^ 
l'aire  de  la  surface  engendrée  par  le  contour  sera  égale  à  tc  (R  -f  r)-. 
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524.  Zone.  —  On  appelle  zone  la  paiiie  de  la  surface  d'une 
sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui  coupent  la  sphèie. 
Ces  deux  plans  déterminent,  dans  la  surface  sphérique,  deux  circon- 
férences qui  sont  les  bases  de  la  zone.  La  distance  des  deux  plans 
est  la  hauteur  de  la  zone.  Un  plan  sécant  divise  une  surface  sphé- 
rique en  deux  portions  dont  chacune  est  une  zone  à  une  base  ou 
une  calotte  sphérique.  On  peut  considérer  une  zone  à  une  base 
comme  déterminée  dans  la  surface  sphérique  par  deux  plans  paral- 
lèlles,  dont  l'un  est  le  plan  de  la  base  et  dont  l'autre  est  le  plan 
tangent  à  la  sphère,  au  pôle  de  la  base.  La  droite  passant  par  le 
centre  de  la  sphère  et  perpendiculaire  aux  plans  des  bases  est  l'axe 
de  la  zone. 

Si  l'on  coupe  une  zone  par  un  demi-plan  dont  l'origine  est  l'axe  de 
la  zone,  celle-ci  est  coupée  suivant  un  arc  de  grand  cercle.  Cet  arc, 
l'arc  méridien  de  la  zone,  décrit  celle-ci  quand  on  le  fait  tourner 
autour  de  l'axe.  Dans  la  cas  d'une  zone  à  une  base,  l'arc  méridien 
aboutit  au  pôle  de  la  base. 

THÉORÈME  VIII 

525.  —  L'aire  de  la  surface  engendrée  par  la  rotation^ 
autour  de  Vaxe  d'une  zone,  d'une  ligne  brisée  régulière  inscrite 
dans  Varc  méridien  de  cette  zone,  tend  vers  une  limite,  qui  est 
par  définition  /'aire  de  la  zone,  lorsqu'on  double  indéfiniment 
le  nombre  des  côtés  de  la  ligne  brisée  ;  cett>^  limite  est  égale  au 
produit  d'une  circonférence  de  grand  cercle  par  la  hauteur 
de  la  zone. 

Inscrivons  dans  l'arc    \B  (fig.  .85.3)  une  ligne  brisée  régulière  et 
p  doublons  iudélinimeut  le  -nombre  de  ses  côtés.  Si 

"~"-\^^/.         l'on  désigne  par  h  la  hauteur  A'B' de  la  zone,  on 
\         aura  pour   l'aire  5„  de  la  surface  engendrée   par 
y^  \      une  ligne  de  rang  quelconque  ainsi  obtenue  (523)  : 
^^         Il  Sn  =  2rr„  X  /i- 

I         En  passant  à  la  limite  on  obtient  : 
/  lim  s„  1=  2Tr  X  lim  r„  x  h 

---/^       ou  S=2-R  X  /<. 

9  Remarque.  —  On  peut  démontrer  qu'on  arrive  à  la  même 

Fio'.  .353.  limite  1°  quand  on  considère  les  lignes  brisées  régulières 

circonscrites;  2°  quand  la  ligne  brisée  initiale  est  quelcon- 
que; i-i»  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  augmente  de 
nombre  des  côtés,  de  manière  que  chaque  côté  de  la  ligne  tende  vers  zéro. 

CoROLLAiEE.  —  Sur  wis  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égalas, 
d'ux  zones  sont  entre  elles  comme  leurs  haufntrft. 
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526.  —  L'aire  d'une  sphère  est  égale  à  quatre  fois  faire  d'un 
grand  cercle. 

La  surface  sphérique  peut  être  considérée  comme  une  zone  de 
hauteur  2R  et  dont  l'arc  méridien  est  une  demi-circonférence  de 
grand  cercle.  On  a  donc  (625)  : 

S  =  SttR  X  2R  =  4TrR2. 

CoEOLLAiRE.  —  Lbs  surfaces  de  deux  sphères  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  de  leurs  rayons. 

527.  Aire  du  triangle  sphérique.  —  Si  Ton  prend  comme 
unité  l'aire  A  du  triangle  sphérique  trirectangle,  on  a  (509)  pour 
Taire  S  d'un  triangle  appartenant  à  la  même  surface  sphérique  et 
dont  l'excès  sphérique  est  2E  : 

S  2E 

A   ~    \S)' 
Or,  la  surface  sphérique  comprend  huit  triangles  trirectangles  ; 
donc  : 

A  =  ^  X  4rR;^  =  ^rR--' 

et  la  formule  précédente  devient  : 

s  =  ,R-  X  ^. 

L'aire  du  triangle  sphérique  est  égale  à  Vaire  cVun  grand  cercle 
multipliée  par  le  rapport  à  un  droit  du  demi-excès  sphérique  de  ce 
triangle,  quand  on  prend  comme  tmitr  faire  du  carré  construit  sur  un 
rayon  de  la  sphère. 

528.  Aire  du  fuseau.  —  Si  l'on  prend  comme  unité  l'aire  A  du 
triangle  sphérique  trirectangle,  on  a  (506)  pour  l'aire  F  d'un  fuseau 
appartenant  à  la  même  surface  sphérique  et  dont  l'angle  est  A  : 

F   _   2A 
A~    15)' 
Cette  formule,  transformée  comme  au  n°  précédent,  devient  : 

Vaire  d'un  fuseau  est  égcde  à  faire  d'un  grand  cercle  multipliée 
par  le  rapport  de  l'angle  du.  fuseau  à  un  droit,  quand  on  prend -comme 
unité  l'aire  du  carré  construit  sur  le  rayon  de  la  sphère. 

529.  Aire  du  polygone  sphérique.  —  Si  l'on  prend  comme 
unité  l'aire  A  du  triangle  sphérique  trirectangle,  ou  a  (612)  pour 
l'aire  P  d'un  polygone  sphérique  de  n  côtés,  appartenant  à  la  même 
surface  sphérique  et  dont  la  somme  des  angles  est  s  : 
P   _s  —  (n—  2)2S) 
A  ~  \S) 
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Cette  fontiule,  transformée  comme  au  n"  527,  devieut,  si  Ton  pose 
pour  abréger  :  2E  =  5  —  {n  —  2]  2S). 

L'aire  d'un  polygone  sjihériqiir,  quand  on  (irtnd  comme  unité  le 
carré  ronsiruit  sur  un  rayon  de  la  sphère,  isf  éqale  à  Vaire  d'un  grand 
cercle  iniiltijiUAt  par  le  mpporf  à  nu  droit  du  dfmi-exrès  de  la  somme 
desi  angles  du  polygone  sur  autant  de  fois  deux  droits  qu'il  y  a  de 
côtés  moins  deux. 

Applications.  —  1472.  Construire  une  sphère  dont  la  surface  sf)it  équiva- 
lentp  à  la  somme  on  à  la  différence  des  surfaces  de  deux  sphères  données. 
1473  Trouver  l'aire  de  la  terre  supposée  sphérique. 

1474.  Quel  est  le  rayon  d'une  surface  sphérique  d'un  mètre  carré  d'étendue? 

1475.  Sur  une  sphère  de  trois  mètres  de  rayon,  on  a  tracé  un  pentagone  dont 
les  angles  valent  respectivement  llô,  115,  12(),  125,  130  degrés;  quelle  est  l'aire 
du  pentagone? 

1476.  Quel  est  le  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  est  tracé  un  triangle  dont 
les  angles  valent  70°,  78°,  87°,  et  dont  l'aire  est  un  hectare  ? 

1477.  Construire  dans  un  grand  cercle  d'une  sphère,  un  secteur  équivalent 
à  un  triangle  tracé  sur  cette  sphère. 

1478.  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel  que  la  section  soit  équivalente  à  la 
différence  des  zones  qu'elle  détermine. 

1479.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  l'aire  latérale  soit  égale  à  la 
moitié  de  l'aire  de  la  zone  qui  l'enveloppe,  ou  à  l'aire  de  la  zone  opposée  et 
de  même  base. 

1480.  Si  on  divise  une  demi-circonférence  en  trois  parties  égales  et  si  on  la 
fait  tourner  autour  du  diamètre,  la  zone  engendrée  par  l'arc  du  milieu  sera 
équivalente  à  la  somme  des  deux  autres. 

1481.  L'aire  d'une  zone  à  une  base  est  équivalente  à  l'aire  d'un  cercle  qui  a 
pour  rayon  la  corde  de  l'arc  méridien. 

1482.  La  surface  de  la  sphère  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces 
engendrées  par  les  moitiés  de  deux  poygones  réguliers  d'un  nombre  pair  de 
côtés,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit. 

1483.  On  divise  le  diamètre  d'un  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison  ;  par 
le  point  de  division  on  mène  jusqu'à  la  circonférence  un  segment  perpendicu- 
laire à  ce  diamètre,  et  par  l'extrémité  de  ce  segment  on  mène  une  tangente  ; 
quelle  sera  l'aire  de  la  surface  conique  engendrée  par  la  partie  de  cette  tan- 
gente comprise  entre  le  diamètre  et  la  circonférence,  dans  sa  rotation  autour 
du  diamètre? 

1484.  Calculer  en  km'^  l'aire  du  quadrilatère  déterminé  sur  la  splière  terres- 
tre par  les  méridiens  dont  les  longitudes  sont  40°  et  70"  et  par  les  parallèles  dont 
les  latitudes  sont  50°  et  60°. 

THÉORÈME  X 

530.  —  Le  volume  du  solide  engendré  par  un  triangle  tour- 
nant autour  d'une  droite,  menée  dans  le  plan  du  triangle  par  un 
sommet  et  qui  ne  le  traverse  pas,  est  égal  au  tiers  du  produit 
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de  l'aire  de  la  surface  engendrée  par  le  côté  opposé  à  ce  sommet, 
par  la  hauteur  correspondant  à  ce  côté. 

Soit  un  triangle  ABC  tournant  autour  d'un  axe  mené  dans  sou  plan 
par  le  sommet  fixe  C  et  qui  ne  le  traverse  pas. 

1"  Supposons  d'abord  (tig.  354)  que  l'axe  de  rotation  contienne 

aussi  une  extrémité  B  du 
côté  opposé  au  sommet  fixe 
C.  Menons  la  hauteur  AD 
qui  peut  tomber  à  l'inté- 
rieur ou  à  l"extérieui-  du 
trianj^ le.  Le  solide  engendré 
par  le  triangle  est,  suivant 
le  cas,  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  deux  cônes  et  l'on 
a    poui-    le    volume    V    du 


Fiûf.  354. 


solide  engendré  par  le  triangle  ABC 


V  =  \  TiAD'.CI)  ±  \  rADM)B 
=  l  irlD'  (CD  +  DB) 
^  \  ttId'.  cb 
=  i  ttAD.AD.CB 


Mais 

ADCB  =  AB  .  CP, 

car  ces  deux  produits  représentent  le  double  de  l'aire  du  tiian^le. 
En  subsituant  dans  la  valeur  de  V,  on  obtient  : 

V  =  i  ttAD.AB.CP  =  l  aire  AB  x  CP  (519). 

2"  Supposons  ensuite  que  le  tiiangle  tourne 
autour  d'un  axe  qui  coupe  le  prolongement  du 
côté  opposé  au  sommet  fixe  (fig.  .^.55). 

Le  solide  engendré  par  le  triangle  AHC  sera 
la  différence  des  solides   engendrés    \r,i\-   les 
triangles  ACD  etBCD.  On  a  donc,  en  vertu  du 
)"    premier  cas  : 

V  =   VaCD  —  ViiCD 


H    N 

¥\^.  355. 


y  aire  AD  x  CP 


a/reBD  x  CP 


=  \  (aire  AD  —  aire  BD)  x  CP 
=  I  aire  AB  x  CP. 
3".  Enfin,  si  l'axe  de  rotation  est  parallèle  au  côté  AB,  ou  aura, 
dans  le  cas  de  la  figure  (356)  : 

V  =  VaMM?  -|-    VaCM  VcBN 


=  TrAAP  .  MN  +  -  ttAM"  .  CM 


^.AM= 


CN 
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irr  (MX  +  l  CM  -  ^  CN) 


.  AM'  . 

ou  enfin 


l  MN  =  l  X  2t..  AB.  AM  X  CP 
3  3        


\=-^aireAB  x  CP  (516). 


Ou  détermine  aisément  les  changements  de 
signes  que  présente,  dans  les  autres  cas  de 
figure,  l'égalité  initiale. 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  tous 
les  cas. 

Corollaires.  —  1.  LevolumedusoUdeengen- 
dré  par  un  triangle  tournant  dans  les  conditions  du  théorème  précé- 
dent, est  égal  au  produit  de  l'aire  du  triangle  par  la  longueur  de  la 
circonférence  décrite  par  son  centre  de  gravité. 
On  a  (fig.  355)  : 

V  =  \  aire  AB  x  CP  =  \  .2^  MN.AB  x  CP  =  AB.CP  x  \  rMN. 
Or,  AB.CP  =--  2T,  T  désignant  l'aire  du  triangle,  et  \  MN  =  GH, 

o 

GH  étant  le  segment  perpendiculaire  mené  du  centre  de  gravité  du 
triangle  à  l'axe  de  rotation.  Donc  : 

V  =  2T  X  TiGH  =  ï  X  27rGH. 
On  peut  remarquer  que  ce  volume  est  maximum  quand  l'axe  de 
rotation  est  perpendiculaire  à  la  médiane  CM. 

IL  —  Le  volume  du  solide  engendré  jxir  un  triangle  isoscele  tour- 
nant autour  d'un  axe  passant  par  son  sommet,  dans  les  conditions  du 
théorème  précédent,  est  égal  au  produit  des  deux  tiers  de  Faire  d'un 
cercle  ayant  pour  rayon  la  hauteur  correspondante,  par  la  projection 
de  la  hase  du  triangle  sur  Vaxe  de  rotation. 

Soit  (fig.  357)  le  triangle  isoscele  CAB,  dont  AB  est  la  base.  Ou  a  : 
A 

V  =  ^  aire  AB  x  CH 


X  27rCH.A'B'  X  CH(523) 
ttCH'  X  A'B'. 


A'  B' 

Fig.  357.  "" 

Applications.  —  1484.  Un  triangle  tourne  successivement  autour  de  ses 
trois  côtés;  quel  est  le  plus  grand  des  solides  engendrés? 
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1485.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  les  volumes  des  solides 
qu'il  engendre  en  tournant  successivement  autour  de  ses  côtés. 

1486.  Quel  est  le  solide  maximun  qu'un  triangle  puisse  engendrer  en  tour- 
nant autour  d'une  droite  passant  par  un  des  sommets? 

1487.  Le  volume  du  solide  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'une 
droite  située  dans  son  plan  et  ne  le  traversant  pas,  est  égal  au  produit  de  l'aire 
de  ce  triangle  par  la  longueur  de  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de 
gravité. 

1488.  Sur  le  côté  BC  d'un  triangle  équilatéraldecôté  a,  on  marque  un  point 
P  et  l'on  pose  BP  =  x.  On  mène  par  P  dans  le  triangle  les  parallèles  PD  et 
PE  aux  deux  autres  côtés.  Calculer  x  pour  que,  par  une  rotation  de  la  figure 
autour  de  BC  on  ait  Vpdae  =  |  Vakc. 
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531 .  —  Le  volume  du  solide  engendré  par  un  secteur  poly- 
gonal régulier  tournant  autour  d'un  diamètre  qui  ne  le  trdverse 
pas,  est  égal  au  tiers  du  produit  de  Vaire  de  la  surface  décrite 
par  le  contour  polygonal  régulier  du  secteur,  par  V apothème  de 
ce  contour. 

Décompusons  par  des  rayons  le  secteur  polygonal  (fig.  358)  en 
triangles  isoscèles.  Ou  a  (417  et  530)  : 

V  =  -  aire  AH  x  01  +  ^  aire  BC  x  01  +  ... 


==  rj  [aire  AB  +  aire  BC  4- 

=-^ffl«Ve  ABCD  X  01. 
o 


X  01 


En  remplaçant  dans  cette  égalité  aire  ABCD  par  sa  valeur  l-^rh 
(523),  on  obtient  pour  calculer  ce  volume,  la  formule  : 

V  =  -  X  2^^r/^  X  r  =  -  ■^r'-h. 

o  o 

Le  volume  considéré  est  donc  égal  aux  deux  tiers  du  produit  de 
Vaire  du  cercle  inscrit  par  la  projection  du  contour  sur  le  diamètre. 

Applications.  —  148'.).  Déterminer,  en  fonction  du  rayon  du  cercle  circons- 
crit, les  volumes  des  solides  engendrés  par  les  moitiés  de  l'hexagone,  de  l'octo- 
gone, du  décagone  et  du  décagone  réguliers,  tournant  autour  du  diamètre 
passant  par  deux  sommets  opposés. 

1490.  Dém  'Utrer  que  le  volume  du  solide  engendré  par  la  moitié  d'un  poly- 
gone régulier  d'un  nombre  impair  de  côtés,  tournant  autour  d'un  diamètre 
passant  par  un  des  sommets,  est  égal  à  :  1 7rr  (R  +  r)-. 

532.  Secteur  sphérique.  —  Ou  appelle  secteur  sphérique  le 

solide  engendré  par  un  secteur  circulaire  tournant  autour  d'un 
diamètre  qui  ne  le  traverse  pas.  Ce  solide  est  limité  partiellement 
par  une  zone  qui  est  la  base  du  secteur  sphérique. 
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THÉORÈME  XII 

533.  —  Le  volume  du  solide  engendré  par  un  secteur  poly- 
gonal régulier,  inscrit  dans  le  secteur  circulaire  qui  engen'ij^e 
un  secteur  sphérique,  tend  vers  une  limite  qui  est,  par  défi- 
nition, le  volume  du  secteur  sphérique,  quand  on  double 
indéfiniment  le  nombre  des  côtés  du  secteur;  cette  limite  est 
égale  au  tiers  du  produit  de  l'aire  de  la  zone,  base  du  secteur 
sphérique,  par  le  rayon. 

Si  V„  est  le  volume  du  solide  eugeudré  par  l'un  quelconque  des 
secteurs  polygonaux  réguliers  inscrits,  on  a  (531),  en  désignant  par 
P„  le  contour  polygonal  et  r„  l'apothème  du  secteur  polygonal  : 

V„  =  -  aire  P„  x  r„. 

En  passant  à  la  limite,  on  oblieut,  en  désignant  par  Z  l'aire  de 
la  zone,  base  du  secteur  sphéiique  : 

lim  \„  =  -  lim  {aire  P„)  x  limr„ 

ou  V=^.Z.  R. 

Eu  remplaçant,  dans  cette  égalité,  l'aire  Z  de  la  zone  par  sou 
expression  connue,  on  obtient,  pour  calculer  le  volume  d'un  secteur 
sphérique,  la  formule  : 

y  =  1  X  27rRA  X  II  =  1  ^R'h. 

à  à 

Ce  volume  est  donc  égal  aux  deux  tiers  du  produit  de  l'aire  d\m 
grand  cercle  par  la  hauteur  de  la  zone,  hase  du  secteur  sphérique. 

THÉORÈME  XIII 

534.  —  Le  volume  d'une  sphère  est  égal  au  tiers  du  produit 
de  l'aire  de  la  sphère  par  son  rayon. 

Car  ou  peut  considérer  la  sphère  comme  engendrée  par  un  secteur 
circulaire  égal  à  un  demi-grand  cercle;  la  zone,  base  du  secteur,  est 
alors  la  surface  sphérique  et  sa  hauteur  est  le  diamètre  de  la  sphère. 
La  formule  qui  donne  le  volume  d'une  sphère  en  fonction  du  rayon 
est  donc  : 

\  =-\x  4TrR^  X   R  =  t  ^R^ 
Si  l'on  pose  R  =  —  rZ  désignant  le  diamètre,  la  formule  devient  : 

o 
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CoEOLLAiRE.    —  Les  volumcs  de  deux  sphères  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  de  leurs  râpons  ou  de  leurs  diamètres. 

Applications.  —  1491.  Quel  est  le  volume  d'une  sphère  d'un  mètre  de  rayon 
et  le  rayon  d'une  sphère  d'un  mètre  cube? 

1492.  Le  rayon  du  soleil  valant  112  fois  le  rayon  de  la  terre,  combien  son 
volume  vaut-il  de  fois  celui  de  la  terre? 

1493.  Quel  est  le  rapport  du  volume  de  la  lune  à  celui  de  la  terre,  si  son 
rayon  vaut  les  yô  '^^  celui  de  la  terre. 


THEOREME  XIV 

535.  —  L'aire  d'une  surface  sphérique  est  à  l'aire  totale  du 
■cylindre  circonscrit  comme  2  est  à  .V,-  le  volume  de  la  sphère  est 
au  volume  de  ce  cylindre  dans  le  même  rapport. 

Le  cylindre  a  môme  rayon  que  la  sphère  (fig.  359) 
et  sa  hauteur  est  un  diamètre  de  la  sphère.  L'aire 
latérale  du  cylindre  est  donc  : 

27rR  X  2R  =  4-R2. 
On  en  conclut  que  la  surface  de  la  sphère  est  équi- 
Fig.  3o9.       valenteà  la  surface  latérale  du  cylindre  circonscrit. 
L'aire  totale  du  cylindi-e  est 

47rR-   +  2ttR-  =  ÔttR--'  ; 

le  rapport  de   l'aire   de  la  sphère,   4ti:R',   à  celle  du   cylindre   est 

2 
donc  ^  •  La  conclusion  est  la  mêuie  pour  les  volumes  qui  sont  res- 

4 
pectiveineut  :  pour  la  sphère  - -R^  et  pour  le  cylindre  2TrR^. 

o 

Corollaire.  —  Le  volume  de  la-  splière  est  égal  à  la  différence  chs 
volumes  du  cylindre  circonscrit  et  du  cône  de  même  hase  et  de  même 
Itauteur. 

Applications.  —  1494.  Entre  le  rayon  r  d'une  splière  et  le  côté  c,  la  hauteur 
h,  le  rayon  R  de  la  base  du  cône  inscrit,  on  a  la  relation  : 


c  +  R        V  c  +  R' 

1495.  L'aire  totale  du  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  est  moyenne  pro 
portionnelie  entre  l'aire  de  la  sphère  et  Taire  totale  du  cône  équilatéral  cir- 
conscrit, c'est-à-dire  du  cône  dont  l'arête  est  égale  au  diamètre  de  la  base. 

1496.  Même  théorème  pour  les  volumes.  Ces  volumes  sont  entre  eux  comme 
4:6:9. 

1497.  Le  volume  du  cylindre  équilatéral  inscrit  est  moyen  prop(»rtionnel 
■entre  le  volume  de  la  sphère  et  celui  tlu  cône  équilatéral  inscrit.  Proportion 
analogue  pour  les  aires.  L'aire  latérale  du  cône  est  le  quart  de  la  somme  des 
aires  ae  la  sphère  du  cylindre. 
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1498.  Trouver  les  dimensions  et  le  volume  d'un  corps  cylindrique  terminé 
par  deux  hémisphères,  connaissant  la  longueur  totale  et  le  diamètre  du 
cylindre. 

1499.  Si  on  remplit  un  cube  dont  le  côté  est  a  avec  des  sphères  dont  le  dia- 
mètre est   -  ,  la  somme  des  volumes  de  toutes  ces  sphères  sera  constante  et 

n 

indépendante  de  n 

SOLIDES    DÉRIVÉS    DE    LA    SPHÈRE 

536.  Onglet  sphérique.  —  On  appelle  onglet  ou  coin  sphé- 
rique,  le  solide  limité  par  un  fuseau  et  les  deux  demi-grands  cercles 
qui  déterminent  celui-ci  dans  la  sphère.  L'angle  d'un  onglet  est 
l'angle  du  fuseau  correspondant  (504). 

THÉORÈME  XV 

537.  —  Le  volume  d'un  onglet  sphérique  est  égal  au  tiers  du 
produit  de  L'aire  du  fuseau  correspondant  par  le  rayon. 

Désignons  par  Oa  le  volume  de  l'onglet  dont  l'angle  est  A. 

1°.  Si  A  =  B,  on  a  :  Oa  =  Ob,  car  on  peut  faire  coïncider  les 
onglets. 

2°.  Si  A  >  B,  on  a  :  Oa  >  Ob,  car  ou  peut  construire  dans  l'onglet 
Oa  un  onglet  égal  à  Ob  (1°)  et  manifestement  i^lus  petit  que  Oa. 

o''.  On  a  ensuite,  en  raisonnant  comme  pour  le  fuseau  (505)  : 

0a_  A 
Ob    '  B' 

4"  En  remarquant  que  la  sphère  peut  être  considérée  comme  un 
onglet  dont  l'angle  vaut  4£),  on  liéduit  de  la  proportion  précédente  : 

^A        A     ^  .        __^     Oa        Fa 

^  ==-  et  par  suite  i505)  :  -^-  =  -^' 

en  désignant  par  V  et  S  le  volume  et  l'aire  de  la  sphère  et  par  Fa  le 
fusi-HU  base  de  l'onglet. 

5"  De  la  seconde  de  ces  proportions  on  déduit  entin  : 


et  de  la  premièie 


Oa  =    Fa    X  ^  =  Fa  X  5  R 

o  à 


0,_Vx-^  =  ^.R«X-f 


538.  Pyramide  sphérique.  —  Si  un  angle  solide  convexe  a 
pour  sommet  le  centre  d'une  sphère,  la  partie  de  la  sphère  comprise 
dans  Taugle  solide  est  une  pyramide  sphérique.  Les  faces  de 
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l'angle  solide  déterminent  dans  la  surface  de  la  spiière  un  polygone 
sphérique  qui  est  la  base  de  la  pyramide.  Si  l'angle  solide  était 
■concave,  la  pyramide  le  serait  aussi  ;  nous  ne  considérerons  que  le 
cas  d'une  pyramide  convexe. 

Si  la  base  est  un  triangle  sphérique,  la  pyramide  est  triangu- 
laire; on  distingue  notamment  la  pyramide  triangulaire  trirec- 
tangle,  dont  la  base  est  le  triangle  trirectangle  et  qui  est  le  |  de  la 
sphère. 

THÉORÈME  XVI 

539.  —  Le  volume  d'une  pyramide  sphérique  est  égal  au 
■tiers  du  produit  de  l'aire  de  sa  base  par  le  rayon  de  la  sphère. 

Désignons  par  Pabc  le  volume  de  la  pyramide  qui  a  pour  base  le 
triangle  sphérique  ABC. 

l".  Si  tr.  ABC  =  tr.  A'B'C,  on  a  :  Pabc  =  Pa'B'c,  car  on  peut  faire 
•coïncider  les  deux  solides. 

2°  Si  ABC  et  A'B'C  sont  deux  triangles  symétriques  et  par  consé- 
quent équivalents,  on  aura  :  Pabc  équiv.  à  Pa'B'c.  On  le  démontre 
aisément  par  décomposition  (506)  comme  pour  deux  triangles  symé- 
triques. 

.3°.  Si  les  triangles  ABC  et  A'B'C  ont  un  sommet  commun  A  et  les 
■deux  autres  diamétralement  opposés,  on  aura,  en  raisonnant  comme 
pour  le  fuseau  (507)  : 

Pabc  +  Pab'c  =  Oa. 

4°,  Si  2E  est  l'excès  sphérique  de  la  base  B  de  la  pyramide,  on 
aura,  en  raisonnant  comme  pour  le  triangle  et  en  désignant  par  T 
la  pyramide  sphérique  ayant  pour  base  le  triangle  trirectangle  A  : 

-f^  =  -7-  iit  par  suite  (509)  '•  -^  ^"  ~\" 

5*'.  De  la  seconde  de  ces  propositions  on  déduit  enfin,  V  et  S 
•désignant  le  volume  et  l'aire  de  la  sphère  : 

'-Y 
P^Bx^=Bv?— =BX5R  (1) 

_\  1  j^  d 

8 

et  de  la  première 

2E       1    4  2E       1  E 

P  =  Tx  y  =  ^-  |^R^^  =  ^^R^  X^-  (2) 

6".  Si  la  pyramide  sphérique  P  est  polygonale,  divisons  la  en 
•pyramides  triangulaires,  dont  les  bases  B',  B",...  sont  les  triangles 
-qu'on  obtient  dans  la  base  B  de  la  pyi-amide  polygonale  en  menant 
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les  diagonales  aboutisseut  à  un  même  sommet.  Le  volume  P  est  la 
somme  des  volumes  des  pyramides  triangulaires.  On  a  donc  : 

P=^B'R-f  3B"R  +  ....==^(B'  +  B"+ )R=^BR. 

Remarques.  —  I.  La  formule  (2)  s'applique  aussi  aux  pyramides^ 
polygonales  quand  en  donne  à  E  le  sens  indiqué  au  u"  529.  On  voit 
par  cette  formule  qu'une  pyramide  triangulaire  est  équivalente  à 
Fonglet  sphérique  dont  Tangle  vaudrait  le  demi-excès  sphéiique 
do  la  base  de  la  pyramide. 

II.  On  démontre  aisétnent,  en  raisonnant  comme  au  n°  505 
(Cor.  II)  qu'un  onglet  sphérique  a  même  mesure  que  le  double  de 
son  angle,  quand  on  prend  pour  unités  respectives  la  pyramide 
ti'iangulaire  trirectaugle  et  l'angle  droit. 

540.  Anneau  sphérique.  ~  On  appelle  anneau  sphérique 

le  solide  engendré  par  un  segment  de  cercle  tournant  autour  d'un 
diamètre  qui  ne  le  traverse  pas.  Ce  solide  est  limité  par  une  zone  et 
par  une  surface  conique  au  ti'onc-conique. 

THÉORÈME  XVII 

541.  —  Le  volume  d'un  anneau  sphérique  est  égal  au  sixième 
du  produit  de  l'aire  du  cercle  qui  a  jjour  rayon  la  corde 
du  segmetit  générateur,  par  la  projection  de  cette  corde  sur  le 
diamètre. 

Le  solide  décrit  par  le  segment  AMB  (tig.  360)  est  la  différence 
des  solides  tmgendrés  pai"  le  secteur  AOB  et  par  le  triangle  AOB> 
On  a  donc  (533  et  530)  : 

V='^t:R-.  A'B'  —  S>-'.  A'B 
o  o 

_^;.(l-_,-^,.  A'B' 
.=  3..—.  AB 

=  J  71  ÂB'  X  A'B'. 

o 

Rem.^kque.  —  Le  rapport  du  volum».-  de  l'anneau  à  celui  de  la 

.  A'B' 
sphère  de  diamèn-e  AB  est  égal  à  -r-rr  • 

Applications.  —  15(J0.  Par  l'extrémité  A  d'un  diamètre  AB,  mener  une 
corde  AC  telle  que  le  volume  du  solide  eng-endré  par  le  segment  AC  soit  équi- 
valent au  volume  du  solide  engendré  par  le  triangle  rectangle  ACD  qu'on 
forme  en  menant  du  point  C  une  perpendiculaire  au  diamètre  AB. 
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15(11.  Si  l'on  mène  la  ciiagonale  BC  d'un  carré  ABDC  et  si  avec  le  centre  D 
et  DC  pour  rayon,  on  décrit  l'arc  CMB,  les  trois  solide-s  engendrés  par  CDB, 
CMB  et  '  ABM,  tournant  autour  de  DC,  sont  équivalents. 

1502.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cylindre  qui  soit  équivalent  à  l'anneau 
qui  l'enveloppe. 

1503.  Si,  sur  l'hypoténuse  BC  d'un  triangle  rectangle  ABC,  on  décrit  une 
demi-circonférence  et  si  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  BC,  le  volume  du 
solide  engendré  par  le  triangle  ABC  sera  double  de  la  moyenne  géométrique 
des  volumes  des  deux  anneaux  engendrés  |.ar  les  segments  AB  et  AC. 

1504.  .Si,  par  les  extrémités  d'un  diamètr»'  AB  on  mène  les  cordes  AM  et  BM, 
les  volumes  des  solides  engendrés  par  les  deu.x  segments  tournant  auteur  du 
diamètre  AB,  seront  entre  eux  comme  les  carrés  des  aires  des  zones  engendrées 
par  les  arcs  AM  et  BM. 

15ti5.  Dans  une  circonférence  de  rayon  R  on  mène  deux  rayons  perpendicu- 
laires HA  et  OB  et  la  corde  AB;  puis  on  trace  sur  OA  comme  diamètre,  une 
cipconférenc  '  qui  rencontre  AB  en  C.  On  fait  tourner  la  figure  autour  de  OA. 
Ca'culer  en  fonction  de  R  le  volume  du  solide  engendré  par  la  surface  comprise 
entre  les  arcs  AH  et  AC  et  le  segment  BC. 

542.  Seg-ment  sphérique.  —  Ou  appelle  segment  sphérique 

la  poiTiou  (le  la  sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles,  qui  en 
déterminent  les  bases.  L'un  des  plans  peut-être  tangent  à  la  sphère  ; 
alors  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  base.  La  hauteur  du  seg- 
ment est  la  distance  des  plans  parallèles  qui  comprennent  le  segment. 

THÉORÈME  XVllI 

543.  —  Le  volume  d'un  segment  sphérique  à  deux  bases  est 
égal  au  produit  de  la  demi-somme  des  aires  des  bases  par  la 
hauteur,  augmenté  du  volume  de  la  sphère  dont  cette  hauteur 
est  le  diamètre. 

Posons  (iig.  361)  : 

A  A'  =  a,  BB'  =  /y,  A'B'  =  h. 

Le  segment  sphérique  peut  être  considéré 
comme  la  somme  de  l'anneau  sphérique 
engendré  par  le  segment  du  cercle  AB  et 
du  tronc  de  cône  engendré  i)ar  le  trapèze 
rectangle  AA'B'B.  Ou  a  donc  (541  et  520)  : 


Fig.  361. 


V  =  ^  -  AB'.  A  +  g  71  /i  {(V  +  Ir  +  ah) 


=  ^  ~  /i  [(a  -  hf  +  /r  +  -liv  +  2¥  +  2ah] 
=  ^^  TT /;  (.3rr  +  3//^  +  Ir) 


=  -.(«■ 
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La  première  partie  de  cette  somme  est  le  produit  de  la  demi- 
somme  des  aires  des  deux  bases  par  la  hauteur  du  segment;  la 
seconde  partie  est  la  mesure  du  volume  d'une  sphère  ayant  cette 
hauteur  comme  diamètre. 

Corollaire.  —  Le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base  est 
égal  au  demi-volume  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur, 
augmenté  du  volume  de  la  sphère  dont  cette  hauteur  est  le  diamètre. 


Car  la  formule  devient 


V  =  -  na'Ji 


Applications.  —  1506.  Déterminer  le  volume  du  segment  compris  entre  deux 
plans  parallèles  menés  de  part  et  d'autre  du  centre,  à  des  distances  respecti- 
vement égales  à  la  moitié  et  au  tiers  du  rayon. 

1507.  Inscrire  dans  une  sphère,  un  cylindre  équivalent  à  l'un  des  deux  seg- 
ments à  une  base  qu'il  détermine  dans  la  sphère. 

1508.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  équivalent  au  segment  de  la  sphère 
qui  a  pour  base  la  base  du  cône  et  lui  est  opposé. 

15U9.  Un  cône  a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère;  déterminer  ses  dimen- 
sions pour  qu'il  soit  équivalent  au  segment  de  la  sphère  de  même  base  et  opposé. 

1510.  Exprimer  en  fonction  du  rayon  de  la  sphère  et  de  la  hauteur  d'un 
segment  à  une  base,  la  hauteur  d'un  cône  de  même  base  équivalent  à  ce  seg- 
ment. 

1511.  Démontrer  que  le  volume  d'an  segmenta  une  baseestégal  à  l'aire  du 
cercle  qui  aurait  pour  rayon  la  hauteur,  multipliée  par  l'excès  du  rayon  sur 
le  tiers  de  la  hauteur. 

1512.  Quelle  doit  être  la  distance  des  centres  de  deux  sphères  égales  qui  se 
coupent  pour  que  le  volume  du  solide  commun  aux  deux  sphères  soit  la  moitié 
du  volume  de  la  sphère  ayant  cette  distance  pour  diamètre? 

1513.  c  étant  le  rayon  de  la  section  de  la  sphère  îaiie  à  égales  distances  des 
bases  du  segment  et  h  sa  hauteur,  le  volume  du  segment  est 

V  =Tr  c'~h  --  Y^  tM^. 


Théorèmes  et  problèmes  relatifs  au  Vlli"'^  Livre 


1514.  Une  chaudière  a  la  forme  d'un  tronc  de  cône  terminé  par  une  calotte 
sphérique  dont  l'arc  est  tangent  à  la  génératrice  du  cône.  Calculer  le  volume 
de  la  chaudière,  connaissant  la  profondeur  totale,  les  rayons  des  bases  et  le 
côté  du  tronc  de  cône. 

1515.  Quel  doit  être  le  diamètre  d'un  ballon,  supposé  sphérique  pour  que 
gonflé  d'hydrogène,  il  puisse  s'élever  avec  une  charge  de  500  kg.  ?  Un  mètre 
cube  d'air  pèse  1293,2  gr.  et  un  mètre  cube  d'hydrogène  89.6  gr. 

1516.  La  surface  interceptée  par  une  sphère  fixe  sur  différentes  surfaces 
sphériques  qui  passent  par  son  centre,  est  constante. 
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1517.  La  surface  interceptée  par  deux  sphères  fixes  concentriques  sur  diffé- 
rentes surfaces  spliériques  qui  passent  par  leur  centre  est  constante. 

1518.  Trouver  le  rayon  de  la  splière  inscrite  dans  un  cône  donné,  le  cercle 
de  contact,  l'aire  des  deux  zones  qu'il  détermine  sur  la  sphère  et  celle  (tu  tronc 
de  cône. 

1519.  Connaissant  le  raj-on  de  la  base  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  de 
ray(tn  donné,  trouver  le  rayon  du  cercle  de  contact  et  l^s  volumes  des  deux 
segments  spliériques  qu'il  détermine. 

1520.  ("onnaissant  la  hauteur  d'uii  cône  et  le  rayon  de  la  sphère  inscrite, 
déterminer  le  volume  du  cône,  !e  rayon  du  cercle  de  contact  et  les  volumes 
des  deux  segments  de  splière  qu'il  détermine. 

1521.  Trouver,  sur  h-  prolongement  du  diamètre  AH,  un  point  C  tel  que  si 
l'on  mène  la  tangente  CD  et  si  l'on  fuii  tourner  la  figure  autour  du  diamètre 
AB,  la  surface  engendrée  par  le  segment  CD  soit  double  de  la  zone  décrite  par 
l'arc  BD.  ou  soit  équivalente  à  la  zone  décrite  par  l'arc  AD. 

1522.  On  prolonge  le  côté  d'un  triangle  équilatéral  d'une  longueur  égale  à 
ce  côté;  par  ce  point  on  lui  mène  une  perpendiculaire  autour  de  laquelle  on 
fait  tourner  le  triangle.  Déterminer,  en  fonction  du  côté  du  triangle,  le  volume 
du  solide  qu'il  engendre. 

1523.  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  sachant  que  le  solide  engen- 
dré par  ce  triangle,  tournant  autour  de  son  hypoténuse,  est  équivalent  à  une 
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sphère  de  rayon  y/M  et  que  le  même  triangle  tournant  successivement  autour 
des  côtés  de  l'angle  droit  engendre  deux  solides  dont  la  somme  équivaut  à 
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celui  d'une  sphère  de  rayon  Vl2- 

1524.  Par  un  point  C  donné  sur  le  diamètre  AB  d'un  demi-cercle,  mener 
jusqu'à  la  demi-circonférence  un  segment  CD  tels  que  les  solides  engendrés 
par  ACDet  DCB  tournant  autour  de  AB  soient  équivalents. 

1525.  Si  un  polygone  est  symétrique  par  rapport  à  une  droite  xij,  le  volume 
du  solide  qu'il  engendre  en  tournant  autour  d'un  axe  zu  parallèle  à  œy  est 
égal  à  l'aire  du  polygone  multipliée  par  la  longueur  de  la  circonférence  que 
décrit  un  point  de  xij.  Conclure  de  là  le  volume  du  solide  engendré  par  un 
hexagone  régulier  tournant  autour  de  l'un  de  ses  côtés. 

1526.  L'aire  de  la  surface  engendrée  par  le  contour  du  même  polygone  est 
égale  à  ce  contour  multiplié  par  la  circonférence  que  décrit  un  point  de  xy. 

1527.  Conclure  de  raj)plication  précédente  le  volume  du  solide  engendré 
par  un  cercle  tournant  autour  d'une  droite  extérieure  et  l'aire  de  la  surface 
engendrée  par  la  circonférence. 

1528.  Couper  un  triangle  par  une  droite  parallèle  à  l'un  des  côtés  de  manière 
qu'en  faisant  tourner  le  triangle  autour  de  ce  côté,  les  solides  engendrés  par 
les  deux  parties  soient  équivalents. 

1529.  Inscrire  ou  circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône,  connaissant 
1°  son  volume;  2°  son  aire  latérale  ;  3°  son  aire  totale. 

153U.  D'un  point  A  extérieur  à  une  circonférence,  on  mène  deux  tangentes 
AB  et  AC;  on  projette  le  point  de  contact  C  sur  le  rayon  OB,  en  D;  démontrer 
que  si  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  BOD,  le  solide  engendré  par  le  tri- 
angle ABD  sera  équivalent  au  solide  engendré  par  le  triangle  mixtiligneCBA, 
et  que  le  segment  sphérique  engendré  par  CBD  sera  équivalent  au  solide 
engendré  par  le  trinngle  ACD. 
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1531.  Le  volume  du  solide  commun  aux  deux  sphères  ayant  pour  diamètre 
les  côtes  AB  et  AC  d'un  triangle  ABC  est  égal  à 

T.  -  ^^- (p-  —  b^—  c-  +  bc). 

Que  devient  cette  formule  quand  le  triangle  est  rectangle  en  A  ? 

1532.  Etant  donnés  un  cône  de  révolution  et  deux  sphères  inscrites  dans  ce 
cône  et  tangentes  extérieurement  l'une  à  l'autre,  démontrer  que  le  volume  du 
solide  compris  entre  le  cône  et  les  deux  sphères  est  la  moitié  du  volume  du 
solide  compris  entre  le  cône  et  la  sphère  qui  passe  par  les  deux  circonférences 
de  contact  du  cône  avec  les  sphères  données. 

1533.  Calculer  en  fonction  du  côté  l'aire  et  le  volume  du  solide  engendré  par 
un  poljgone  régulier  tournant  1"  autour  d'un  côté;  2°  autour  d'une  perpen- 
diculaire menée  par  l'extrémité  d'un  des  diamètres;  3"  autour  d'une  tangente 
à  la  circonîérence  circonscrite,  menée  par  un  sommet.  On  supposera  successi- 
vement le  nombre  des  côtés  égal  à  3,  4,  5,  6,  8,  10  et  12. 

1534.  Si  à  un  cercle  on  circonscrit  un  triangle  équilatéral  et  un  pentagone 
régulier  et  si  on  les  fait  tourner  autour  d'un  diamètre  passant  par  le  point  de 
contact  de  l'un  des  côtés,  la  difiëience  des  solides  sera  équivalente  à  la  sphère 
inscrite.  La  somme  de  ces  solides,  augmentée  du  solide  engendré  par  la  moitié 
du  carré  circonscrit,  tournant  autour  de  l'une  de  ses  diagonales,  est  équiva- 
lente à  cinq  fois  la  sphère  inscrite. 

1535.  On  donne  un  plan  a  et  deux  droites  aei  b  situées  dans  un  même  plan. 
On  demande  de  déterminer  le  lieu  des  points  M  de  l'espace  tels  que  les  plans 
(M,  a)  et  (M,  b)  coupe  le  pian  a  suivant  un  angle  droit.  On  déterminera  ce  lieu 
dans  les  hypothèses  suivantes  :  1°  a  et  6  sont  concourantes  et  rencontrent  le 
plan  a;  2°  a  et  b  sont  parallèles  et  rencontrent  a;  3°  une  droite  est  parallèle 
à  a;  4o  les  deux  droites  sont  parallèles  à  a  (M) 

1536.  Etant  donné  un  pentagone  régulier  ABCDE  inscrit  à  une  circonférence 

(R  =  2""),  calculer  à  1  dée.  cube  près  le  volume  du  solide  engendré  par  le  qua- 

/  2"^\ 

drilatère  OABC  tournant  autour  de  OA  1t  =  ^  j  (M). 

1537.  Un  rectangle  ABCD  et  un  trapèze  AECD  tournent  auiour  du  côté 
commun  AD.  Calculer  en  cm.  cubes  le  volume  du  solide  engendré  par  le  tri- 
angle EBC,  sachant  que  :  AD  =  6  dm.  DC  =  30cm.  AE  =  15  cm,  -  =  3.14.  ^M). 

1538.  Calculer  tn  cm  carrés  l'aire  de  la  surface  engendrée  par  une  ligne 
brisée  formée  de  deux  côtés  d'un  liexagone  régulier  inscrit,  sachant  que  l'axe 
de  rotation  est  un  diamètre  passant  par  l'une  des  extrémités  de  la  ligne 
(K=ldm.;7r  =  3,14;  V3  =  1.73)  (M). 

1539.  On  donne  un  triangle  ABC  et  une  droite  extérieure  AD  passant  par  A. 
Mener  AX  de  manière  que  les  triangles  BAX  et  CAX  engendrent  des  solides 
équivalents  en  tournant  autour  de  AD  (M). 

lo4U.  Circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  dont  la  surface  totale  soit 
équivalente  à  celle  d'un  cercle  donné.  Minimum  de  cette  surface'.'  (G.  G.). 

1541.  Construire  un  cône  de  hauteur  h  dont  la  surface  latérale  soit  équiva- 
lente à  celle  d'un  cercle  de  rayon  h.  Calculer  ensuite  :  1°.  le  volume  du  cône; 
2'\  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite;  3».  le  volume  du  plus  petit  des  segments 
sphériques  déterminés  par  la  base  du  cône  (G.  G.). 

1542.  Un  pentagone  régulier  ABCDE  tourne  autour  du  diamètre  AOP  du 
cercle  circonscrit.  Déterminer  en  fonction  du  rayon  R  de  ce  cercle,  les  volumes 
des  solides  engendrés  par  les  segments  de  cercle  AB.  BC  et  CD  (C.  G). 
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1543.  Avec  le  pôle  P  et  une  distance  polaire  2a,  on  trace  sur  une  sphère  une 
circonférence  sur  laquelle  on  marque  les  sommets  A.  B  et  C  d'un  triangle 
équilatéral  de  côté  3a.  Calculer  en  fonction  de  a  :  \o,  le  rayon  de  la  sphère  ; 
2»,  le  périmètre  du  triangle  sphérique  polaire  d'un  triangle  sphérique  équi- 
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valent  aux  -k-  de  la  zone  F. ABC  ;  3°.  la  distance  polaire  PD  d'une  seconde 

circonférence  DEF  tracée  sur  la  sphère,  pour  que  le  segment  sphérique  com- 
pris entre  les  plans  ABC  et  DEF  vaille  m  fois  la  partie  de  la  sphère  comprise 
entre  les  surfaces  latérales  des  cônes  de  sommet  P  et  de  bases  respectives  ABC 
et  DEF.  Discuter  en  faisant  varier  m;  on  posera  PD  =  x  (C.  G.). 

1544.  On  considère  une  circonférence  C  de  rayon  CA  =  2a  et  un  segment 
BD  égal  à  son  rayon  CA  et  perpendiculaire  à  son  plan,  au  milieu  B  du  rayon 
CA.  Calculer  l».  l'aire  de  la  surface  sphérique  passant  par  la  circonférence  et 
par  le  point  D,  en  fonction  de  a;  2°  l'angle  du  triangle  sphérique  équilatéral 
tracé  sur  cette  sphère  équivalent  à  la  moitié  de  la  zone  ayant  pour  bases  la 
circonférence  donnée  et  la  circonférence  parallèle  passant  par  D  (C.  G.), 

1545.  Etant  donnée  l'aire  totale  na-  d'un  cône  dont  le  rayon  est  la  moitié 
du  côté,  calculer  en  fonction  de  a  :  1°  le  volume  du  cône;  2<*  le  volume  de  la 
sphère  circonscrite  ;  3°  l'aire  de  la  zone  qui  enveloppe  la  surface  latérale  du 
cône;  4»  le  volume  du  segment  sphérique  opposé  au  cône;  5°  le  volume  du 
tronc  déterminé  dans  le  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base  mené  par  le  centre 
de  la  sphère  (C.  G.). 

1546.  Une  pyramide  hexagonale  régulière  est  inscrite  dans  une  sphère  de 

SR 
rayon  R;  le  côté  de  la  base  est  —  et  la  hauteur  est  >  R,.  Calculer  en  fonction 

de  R  :  1'^  le  volume  de  la  pyramide;  2°  le  volume  du  tronc  déterminé  par  le 
plan  parallèle  à  la  base  mené  par  le  centre  de  la  sphère;  3°  le  volume  du 
segment  sphérique  opposé  par  le  plan  de  sa  base  à  la  pyramide  (C.  G.). 

1547.  On  considère  un  demi-cercle  de  diamètre  DB  =  2R.  On  mène  la  corde 
DE  et  la  perpendiculaire  EFà  DB,  puis  l'on  circonscrit  un  triangle  ACB,  rectan- 
gle en  B  et  dont  l'hypoténuse  est  parallèle  à  DE.  On  fait  tourner  la  figure 
autour  de  DB  et  l'on  obtient  une  sphère  et  deux  cônes  respectivement  inscrit 
et  circonscrit.  1°  Calculer  en  fonction  de  R.  la  hauteur  du  cône  circonscrit  de 
manière  que  son  volume  vaille  huit  fois  celui  du  cône  inscrit.  2°.  Calculer,  dans 
ce  cas  :  agraire  totale  du  cône  inscrit;  b)  l'aire  et  le  volume  de  la  portion  de 
sphère  comprise  entre  les  surfaces  latérales  des  deux  cônes;  c)  le  volume  du 
segment  sphérique  compris  entre  les  bases  des  deux  cônes  (G  G.). 

1548.  Un  hexagone  régulier  de  côté  a  est  posé  sur  une  sphère  de  telle  sorte 
que  tous  les  côtés  lui  soient  tangents.  Calculer  le  rayon  de  cette  sphère  en 
fonction  de  a,  sachant  que  le  volume  d'un  des  segments  sphériques  à  une  base 
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déterminés  par  le  plan  de  l'hexagone  vaut  les  -.  du  volume  du  cylindre  ayant 

même  hauteur  que  ce  segment  et  pour  base  un  grand  cercle  de  la  sphère  (G. G.). 

1549.  L'aire  d'une  zone  à  une  base  et  l'aire  latérale  du  cône  de  même  base 
inscrit  dans  cette  zone,  ont  respectivement  pour  valeurs  25-a-  et2U7ra"-.  Cal- 
culer en  fonction  de  a  :  1°  le  rayon  de  la  sphère;  2"  le  volume  de  l'anneau 
sphérique  compris  entre  la  zone  et  le  cône;  3°  l'aire  du  triangle  sphérique 
tracé  sur  cette  sphère  et  dont  les  angles  valent  respectivement  :  72",  85"  et  1 1.3" 
(C.  G.). 

1550.  On  considère  un  trapèze  isoscèle  ABCD,  les  milieux  M  et  N  des  bases 
AB  et  DC;  on  décrit  à  l'extérieur  du  trapèze,  un  arc  tangent  aux  côtés  AD  et 
BC,  aux  extrémités  D  et  C  de  la  grande  base  DC  du  trapèze.  0  étant  le  centre 
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de  l'arc,  on  donne:  AR  =  0,8m,;  DC  =  1,6  m.;  AD=  BC  =  1,5  m.  1°  Calculer 
la  hauteur  AE  du  trapèze;  2»  démontrer  que  les  triangles  ADE  et  ODN  sont 
semblables;  3°,  calculer  le  rayon  ODde  l'arc  et  la  distance  ON  de  son  centre  à 
la  grande  base  DC  du  trapèze;  4",  trouver  en  litres  le  volume  du  solide  engen- 
dré par  la  figure  totale  tournant  autour  de  l'axe  MN,  et  en  décimètres  carrés 
l'aire  de  ce  solide  (G.  G.). 

1551.  On  considère  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  et  dans  lequel  C  =  30°. 
Avec  le  centre  B  et  le  rayon  BA  on  trace  l'arc  AM  qui  rencontre  BC  en  M  ; 
avec  le  centre  C  et  le  rayon  CA  on  décrit  l'arc  AN  qui  rencontre  BC  en  N.  On 
donne  BC  —  2a  et  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  BC.  Calculer  :  1°,  l'aire 
de  la  surface  engendrée  par  CA;  2",  l'aire  de  la  surface  engendrée  par  (AM)  ; 
3",  le  volume  du  solide  engendré  par  le  triangle  ABC;  4'  le  volume  du  solide 
engendré  par  le  triangle  mixtiligne  AMN  (C.  G.). 

1552.  Deux  circonférences  de  rayons  R  et  r  sont  tangentes  extérieurement 
en  A  ;  leur  tangente  commune  extérieure  a  pour  points  de  contact  B  et  C.  Cal- 
culer en  fonction  de  R  et  r,  le  volume  du  solide  engendré  par  le  triangle  ABC 
tournant  autour  de  la  ligne  des  centres  (C.  G.) 

1553.  Les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  sont  respectivement 
égaux  à  6a  et  8a;  calculer  en  fonction  de  a,  le  volume  du  solide  commun  aux 
deux  sphères  ayant  ces  côtés  pour  diamètres  (C,  G.). 

1554.  On  considère  un  demi-cercle  AEB  de  diamètre  AB  =  2R  et  le  trapèze 
ABCD  formé  par  le  diamètre  AB  et  les  tangentes  en  A.  E  et  B.  1°  Calculer  en 
fonction  de  R  et  de  a,  le  volume  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèze 
tournant  autour  de  AB,  sachant  que  l'aire  latérale  du  tronc  est  tm-  ;  2"  Déter- 
miner a  pour  que  BC  =  4AD  et  calculer  dans  ce  cas  en  fonction  de  R,  le 
volume  du  secteur  sphérique  engendré  par  AOE  (C.  G.). 

1555.  Un  triangle  rectangle  SOA,  rectangle  en  0  et  dans  lequel  S  =  30°, 
tourne  autour  de  SO;  l'aire  totale  du  cône  engendré  est  Tra-.  Calculer  le  rapport 
du  rayon  de  la  base  du  cône  à  son  apothème  et  calculer  le  volume  du  cône  en 
fonction  de  a.(C.  G.). 


ARPENTAGE  ET  NIVELLEMENT 


ARPENTAGE 

L'arpentage  est  l'art  de  mesurer  la  snpeificie  des  terres,  de 
dresser  et  de  lever  des  plans,  de  les  transpoi'ter  sur  le  papier. 

L'arpeutage  se  décompose  eu  trois  parties  :  la  premièi-e,  l'arpen- 
tage proprement  dit,  consiste  à  prendre  les  mesures  sur  le  terrain  ; 
la  deuxième,  à  transporter  sur  le  papier  ces  mesures,  c'est-à-dii-e  à 
faire  le  plan  du  terrain  ;  la  troisième,  à  trouver  l'aire  du  terrain  : 
c'est  le  calcul  du  toisé. 

Pour  mesurer  un  terrain,  on  doit  tracer  des  alignements,  mesurer 
des  longueur»  et  des  angles,  mener  des  perpendiculaires . 

ALIGNEMENTS 

Bien  qu'une  di'oite  soit  complètement  déterminée  lorsqu'on  en 
connaît  deux  points,  il  importe,  lorsqu'un  alignement  est  assez 
grand,  d'en  déterminei*  sur  le  teri'ain  plusieurs  points.  On 
les  indique  au  moyen  de  jalons;  on  jalonne  l'alignement. 
Les  jalons  (fig.  I),  sont  des  bâtons  bien  droits,  terminés  à 
une  extrémité  par  une  pointe  en  fer  et  qu'on  enfonce  vertica- 
lement en  terre.  Pour  pouvoir  les  apercevoir  de  loin,  ou  fixe 
à  l'autre  extrémité  une  plaque  en  tôle  carrée  divisée  en 
quatre  carrés  alternativement  rouges  et  blancs,  ou  simple- 
ment un  carré  do  papier  que  l'on  applique  dans  une  fente 
pi'atiquée  à  la  partie  supérieure  du  jalon. 

Après  avoir  placé  denx  jalons  aux  points  connus  d'une 
droite,  pour  obtenir  d'auti'es  points  de  cette  droite  l'arpen- 
teur opère  de  la  manièi'e  suivante  :  il  se  place  à  une  cei'taine 
distance  du  premier  jalon  et  ftiit  placer  le  jalon  intermé- 
diaire de  manière  qu'il  cache  le  jalon  extrême.  Il  indique 
avec  la  main  si  l'aide  doit  aller  à  gauche  ou  à  droite,  suivant 
qu'il  aperçoit  le  jalon  extrême  à  gauche  ou  à  droite  du  jalon 
pjo._  i_     intermédiaire. 

MESURE   DES   LONGUEURS 

Les  petites  distances  se  mesurent  avec  une  règle  métrique  divisée  ; 
pour  les  grandes  distances  on  emploie  la  chaîne  d'arpenteur. 
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La  chaîne  d'arpeuteur  (tig.  2)  est  formée  de  chainons  ou  tiges 
en  gros  fil  de  fei',  dont  chaque  bout  est  courbé  en  boucle  et  qui  sont 

U  pO O 0—-<3 O Od  /•jV) O O--— O O OC  •] 

Fig.  2 

réunis  deux  à  deux  par  des  anneaux.  Ces  chaînons  ont  deux  déci- 
mètres de  longueur  enti-o  les  centi'es  de  deux  anneaux  consécutifs. 
Il  y  a  cinquante  chaînons,  de  sorte  que  la  chaîne  a  dix  mètres  de 
longueur.  Cependant,  on  lui  donne  une  longueur  de  dix  mèties  quinze 
millimètres,  pour  compenser  Tépaisseur  des  poignées  et  des  fiches 
dont  nous  parlerons  tantôt  et  la  pei'te  que  l'on  fait  par  le  manque  de 
tension  de  la  chaîne. 

Les  anneaux  qui  réunissent  les  chaînons  sont  en  fer,  à  l'exception 
de  ceux  qui  se  ti'ouvent  de  mèti-e  en  mètie  et  qui  sont  en  cuivre. 
Celui  qui  est  au  milieu  porte  une  petite  tige  pour  être  plus  facilement 
distingué.  Chaque  bout  de  la  chaîne  a  une  poignée  qui  fait  partie  de 
sa  longueur. 

Il  importe  de  vérifier  l'exactitude  de  la  chaîne  avant  de  s'en  ser- 
vir; les  eÔbrts  que  Ton  fait  eu  la  tendant  doivent  finir  par  l'allonger. 
Pour  effectuer  rapidement  cette  vérification  on  marque  sur  un  mur 
une  longueur  de  dix  mètres,  sur  laquelle  ou  vient  apposer  la  chaîne. 

Indépendamment  de  la  chaîne,  on  se  sert  <lc  fiches  (fiu'.  3).  Ce 

O  sont  de  petits  piquets  on  fer,  ayant  le  même  diamètie  que 
la  chaîue.  Ces  fiches  «mt  de  40  à  50  centimètres  de  lon- 
gueur ;  elles  sdut  terminées  en  pointe  à  Tuiic  de  leui's  cxtri'-- 
mités  et  recourbées  à  l'autre  en  formé  d'anneau  permettant 
d'y  passeï"  le  doigt.  On  en  pi'ond  généralement  onze. 

Pour  mesurer,  au  moyen  de  la  chaîne,  la  distance  de  deux 
pomts.  rar])onteur  a  besoin  d'un  aide.  Après  avoir  jalonné 
la  distance,  l'irpenteur,  qui  a  conservé  une  des  fiches,  tient 
Fig.  3.  sa  poigné<'  fixée  sur  le  sol  près  du  premier  jalon;  l'aide,  qui 
tient  iriiue  main  l'autre  poignée  et  de  l'autre  main  les  dix 
fiches,  tend  la  chaîne  dans  la  direction  de  l'alignement  en  évitant  les 
tortillements,  les  pierres  et  tout  ce  qui  dérangerait  la  direction  lecîi- 
ligne.  Il  plante  ensuite  en  teri'e,  dans  la  poignée  et  contre  la  partie 
extérieure,  une  fiche  qu'il  laisse  en  place.  L'arpenteur  et  l'aide 
marchent  en  avant  en  levant  la  chaîne,  et  l'arpenteur  vient  appli- 
quer sa  poignée  contre  sa  première  fiche,  qu'il  prend  pour  point 
d'ai'rét  pendant  que  l'aide  tend  la  chaîne  et  place  une  seconde  fiche. 
L'ar|)enteur  doit  veiller  à  ce  que  la  chaîne  soit  dans  l'alignement  ; 
avant   qu'une  fiche   soit  placée,  il  doit  aussi  veilU-r  à  ce   que   la 
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chaîne  suit  tendue  et  horizontale.  Pour  éviter  à  la  chaîne  des  chocs 
inutiles,  il  convient  que  les  deux  opérateurs  marchent  du  même  pas, 
en  partant  du  pied  gauche. 

Quand  la  chaîne  a  été  tendue  et  la  hche  placée,  on  dégage  les 
poignées,  l'arpenteur  prend  la  iiche;  on  marche  de  nouveau  en 
avant,  pour  s'arrêter  à  la  fiche  suivante  et  l'opération  continue  ainsi 
jusqu'à  ce  que  l'arpenteur  ait  en  main  dix  fiches;  l'aide  a  laissé  eu 
terre  la  deruière  des  fiches  qu'il  avait  reçues.  Il  y  a  alors  depuis  le 
point  de  départ  jusqu'au  point  où  l'aide  a  placé  la  deruière  fiche, 
une  distance  de  dix  fois  dix  ou  cent  mètres  de  longueur. 

L'arpenteur  remet  alors  à  l'aide  les  dix  fiches  qu'il  a  en  main  et 
vient  fixer  comme  précédemment  la  chaîne  contre  la  dernière  fiche 
plantée.  Si  l'aipenteui'  n'avait  pas  pris  une  fiche  au  point  de  départ, 
la  position  du  dernier  point  ne  serait  pas  fixée  exactement,  puisque 
la  fiche  aui'Hit  dû  être  enlevée  pour  être  remise  à  l'aide. 

L'arpenteur  à  soin  de  uoter  sur  son  carnet  le  nombre  de  fois  qu'il 
remet  les  fiches  à  l'aide,  de  manière  à  avoir  le  nombre  d'hectomètres 
parcourus.  Quand  Taide  est  arrivé  à  l'extrémité  de  la  ligne,  l'arpen- 
teur compte  le  nombre  d'hectomètres  parcourus,  le  nombre  de  fiches 
qu'il  a  en  main,  puis,  sur  la  chaîne,  le  n(jmbi-e  de  mètres  et  de  déci- 
mètres qu'il  reste  depuis  la  deruière  fiche  jusqu'au  dernier  jalon 

ÉQUERRE    d'arpenteur 


Comme  un  triangle  est  complètement  déterminé  lorsqu'on  connaît 
ses  trois  côtés,  ou  pourrait,  en  mourant  les  côtés  et  les  diagonales, 
déterminer  la  suiface  d'un  ti'irain  de  forme  polygonale.  Mais 
généralement,  on  |)iéfère  partager  les  surfaces  en  triangles  <^t  en 
trapèzes  rectangles.  On  doit  alois  nienei-  des  perpendi- 
culaires qui  s'obtiennent  au  moyen  de  l'équerre  d'ar- 
penteur (fig.  4). 

l/equerre  d'arpenteur  consiste  essentiellement  en  un 

cylindre  droit  ou  on  un  prisme  droit  ayant  pour  base  un 

octogone  i-égulier;  l'insti'ument  est  creux  et  en  cuivre. 

Quand    l'équeri'e   à    la   forme    d'un    cylindre,    aux 

extrémités  de  deux  diamètres  perpendiculaii-es  sont 

pratiquées  quatie  fentes,  parallèlesà  l'axe  du  cylindre, 

sur  lesquelles,  à  un  centimètre  environ  de  chaque  base, 

se  t]ouve   un  petit    trou   nommé   cJiercheur;   presque 

toujours  il  existe  aussi  un  second  système  de  deux 

autres  diamètres    perjiendiculaires   entre    eux    et    bissecteurs    des 

angles  des  premiers,  ce  qui  i)ermet  de  tracer  des  angles  de  45". 

Quand  l'équerre  a  la  foi-me  d'un  prisme  octogonal,  il  y  a,  au  milieu 
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de  chaque  face,  une  fente  ou  pinule  parallèle  à  l'axe;  quatre 
d'entre  elles,  BA,  etc.,  sont  moitié  fenêtre  A  et  moitié  pinule  B  et 
sont  disposées  de  telle  façon  que  la  fenêtre  d'un  pan  correspond  à  la 
pinule  du  pan  opposé.  Chaque  fenêtre  est  garnie  d'un  fil  de  soie  qui 
la  divise  verticalement  en  deux  parties  égales.  C'est  par  les  pinules 
que  l'on  vise  les  jalons. 

A  la  base  inférieure  de  l'équerre,  on  visse  une  douille  ayant  inté- 
rieurement la  forme  d'un  cône  tronqué.  Le  ci'eux  de  cette  douille  est 
destiné  à  recevoir  à  frottement  dur  le  bout  d'un  bâton  en  frêne, 
pied  de  l'équerre.  Ce  bâton  doit  être  dressé  avec  soin;  il  est  ferié 
inférieuremeut  et  a  généralement  P'50  de  hauteur. 

Pour  vérifier  si  les  pinules  de  l'équerre  sont  exactement  fendues 
sous  des  angles  de  90°  et  45°,  on  vise  par  ces  pinules  et  on  fait  placer 
à  une  distance  de  50  à  60  mètres,  deux  jalons  dans  leurs  directions; 
puis  faisant  tourner  l'instrument  sur  sa  douille,  on  amène  à  droite  la 
fente  qui  était  du  côté  gauche;  il  faut  alors  que  la  pinule  qui  suit 
coïncide  rigoureusement  avec  le  jalon  de  droite  quand  la  première 
correspond  exactement  avec  le  jalon  de  gauche. 

Au  moyeu  de  l'équerre  on  résoud  les  deux  problèmes  suivants. 

I.  Far  un  point  d'une  droite,  mener  une  perpenJiculaire  à  cette 
droite. 

Si,  par  le  point  C  de  la  droite  AB  (fig.  5),  on  doit  mener  une  per- 
pendiculaire à  cette  droite,  on  enfoncera  en  ce  point  verticalement  le 

pied  de  l'instrument.  Ou  vérifie  si  le  pied 

est  bien  vertical  au  moyen  du  fil  à  plomb. 

I  On  fixe  ensuite  la  douille  sur  le  pied, 

I  puis  on  fait  passer  par  l'alignement  AB 

I  jalonné,  l'un  des  plans  visuels,  déterminé 

/±\  par  deux  fentes  diamétralement  oppo- 

A  vi^c  "    sées;  le  plan  de  visée,  peipendiculaire  à 

Fig.  5.  celui  qu'on  vient  d'employer,  donne  la 

direction  perpendiculaiie  CD  et  il  suliira 

de  faire  placer  un  jalon  D  dans  cette  direction. 

II.  D''un  point  extérieur  à  une  droite  mener  une  perpendiculaire  à 
cette  droite. 

Pour  mener,  par  le  point  D,  une  perpendiculaire  à  la  droite  AB, 
on  détermine  approximativement  le  pied  de  cette  perpendiculaire; 
puis  on  installe  l'équerre  en  ce  point  de  manière  que  l'un  des  plans 
de  visée  soit  dans  l'alignement;  on  regarde  ensuite  par  le  plan  de 
visée  perpendiculaire;  s'il  passe  par  le  point  D,  on  a  le  pied  de  la 
perpendiculaire  ;  s'il  ne  passe  pas  par  ce  point,  on  devra  avancer  à 
droite  ou  à  gauche  selon  que  l'on   apercevi-a  le  jalon  à  droite  ou  à 
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gauche  du  plan  de  visée;  l'écartement  indiquera  de  combien  il  faut 
déplacer  l'équerre,  et  par  des  tâtonnements  successifs,  on  arrivera 
à  trouver  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

Les  deux  opérations  précédentes  [jermetteut  de  lever  le  plan  tles 
pièces  de  terres  au  moyen  de  l'équerre. 

Supposons  qu'on  veuille  lever  le  plan  d'un  champ  ABCDE  (tig.  6). 

Après  avoir  jalonné  la  plus  grande  diagonale  AD,  on  déterminera 

successivement  les   pieds   des   perpendiculaires   menées  des  som- 

B^P-^^^^C  mets   B,   C,    E,    à  cette   diagonale.   On 

y^  \         j\  mesure  ensuite  les  longueurs  de  ces  per- 

>/  ;         ;      N.  pendiculaires  ainsi  que  les  distances  de 

y_ F  _^9___\\i__J^    leurs  pieds  au  point  A;  on  achève  ensuite 

A\  j  ^^     la  mesure  de  la  diagonale  AD.  Le  terrain 

\.      ;        ^^  sera  ainsi  partagé  en  triangles  et  en  tra- 

Xj^^^^''^  pèzes  rectangles,  dont  ont  connaîtra  les 

pj     g  bases  et  les  hauteurs  et  que  l'on  pourra 

calcule!'. 
Quand  le  terrain  est  limité  par  une  courbe,  ou  remplace  cette 
courbe  par  un  contour  polygonal  dont  les  sommets  sont  assez  rappro- 
chés pour  qu'on  puisse  négliger  la  différence  entre  les  cordes  et  les 
arcs  de  la  courbe. 

DESSIN    DU    PLAN 

Après  avoir  arpenté  un  terrain,  comme  nous  venons  de  l'indiquer, 
il  est  nécessaire  d'en  faire  le  dessin. 

Ou  choisit  d'abord  l'unité  de  longueur  qui  représentera  le  déca- 
mètre. Suivant  la  gi'audeur  du  terrain  arpenté  et  du  dessin  que  l'on 
veut  obtenir,  on  prendra  pour  unité  1  centimètre,  2  centimètres, 
5  centimètres  ou  plus;  dans  le  P*"  cas,  le  plan  sera  fait  au  0,001; 
dans  le  2^  cas,  au  0,002;  dans  le  3®  cas,  au  0,005;  et  ainsi  de  suite. 
La  surface  du  terrain  sera  dans  le  1"  cas  :  un  million,  dans  le  2*  : 
250000,  dans  le  3®  :  40000  fois  plus  grande  que  celle  du  dessin,  et 
un  décimètre  carré  du  dessin  représente  dans  le  I"''  cas  I  hectare  ; 
dans  le  2®,  25  ares;  dans  le  3®,  4  ares,  et  ainsi  de  suite. 

Après  avoir  fait  choix  de  l'unité,  un  trace  (fig.  7)  une  droite  AM, 
sur  laquelle  on  porte,  à  partir  d'un  point  A,  un  certain  nombre  de 
fois  cette  unité  ;  on  construit  ensuite  sur  cette  base  un  rectangle 
dont  la  hauteur  soit  égale  à  l'unité  et  par  les  points  de  division  de 
AM,  on  mène  des  perpendiculaires,  aux  extrémités  desquelles  on 
marque  0,  10,  20,  30  ... 

Pour  tenir  compte  des  mètres,  on  divise  en  dix  parties  égales,  la 
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portion  comprise  entre  0  et  l'extrémité;  ou  écrit  à  partir  de  0,  en 
allant  vers  Textrémité,  les  nombies  1.  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10.  Alors 


;.    ^  B  c  D  M 

Fig.  7 

si  l'on  veut  reporter,  sui'  le  dessin,  une  longueur  de  37  mètres,  on 
placera  l'une  des  pointes  du  compas  au  point  de  division  30  et  l'autre 
à  la  division  m  irquée  7,  entre  0  et  l'extrémité  10,  sur  le  côté  supé- 
rieur. 

Si  l'on  veut  tenir  compte  des  décimètres  ou  des  centièmes  du  déca- 
mètre, on  construit  à  gauche  de  OB,  une  échelle  des  dixièmes. 

A  cet  effet,  on  divise  la  1'^  unité  AB  en  10  parties  égales,  ainsi  que 
la  hauteur  du  rectangle.  Par  chaque  point  de  division  de  OB,  on 
mène  une  parallèle  à  AM.  On  joint  le  premier  point  de  division  de 
AB  au  point  0  et  par  les  auti'es  points  de  division,  on  mène  des  paral- 
lèles; on  numérote  enfin  les  divisons  de  0  en  B. 

Pour  se  servir  de  cet-te  échelle  et  trouver  par  exemple,  la  longueur 
correspondant  à  37'", H,  on  placera  Tune  des  pointes  du  compas  au 
point  X  où  la  ligne  verticale  marquée  30  est  rencontrée  par  la  ligne 
horizout  lie  qui  poi'te  le  n"  6,  et  l'autie  pointe  à  la  rencontre  y  de 
cette  ligne  horizontale  6  avec  l'oblique  ri  :  la  longueur  xy  repré- 
sente 37"\6. 

Pour  dessiner  le  plan  d'un  tei'rain  arpenté,  par  exemple  celui  de 
la  figure  6,  on  tracera  à  l'échelle  la  diagonale  AD  sur  laquelle  on 
portera  les  segments  AF,  AG,  AH  et  AD;  on  mènei-a  ensuite  les  per- 
pendiculaires FE,  GB  et  HC  et  en  joignant  les  exnémités  de  ces 
perpendiculaires,  on  aura  le  plan  demandé.  11  est  clair  que  le  plan 
est  l'éduit  à  l'hoiizou  quand  les  lignes  mesurées  sont  horizontales. 

A  l'aide  du  plan  que  l'on  aura  obtenu,  on  pouri'a  calculer  les  lon- 
gueurs des  côtés  du  polygone  et  on  voit  comment  on  peut  déterminer 
la  distance  de  deux  points  qui  seraient  sé])arés  par  un  obstacle. 
Mais  cette  méthode  n'est  pas  suscepril)le  d'une  gi'ande  appi'oxima- 
tion. 

CALCUL    DU    TOISÉ 


Supposons  qu'on  ait  ti'ouvé  dans  l'exemple  ci-dessus  (fig.  6)  : 
AG  =  45™,20      GH  =  25"', 30      HD  =  18"', 50      DF  =  57'". 20 
AF  =  41'",80      GB  --  32'",60      HC  =  25"", 50      FE  =  52"\30. 
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On  obtiendra  l'aire  du  terrain,  en  calculant  successivement  celle 
de  ses  difféi'entes  parties  et  on  aura  : 

ABG  =  ''-~'Y'^''=ne,,UO       BGHC=  5^1^425^^=  709,665 

CED  =  ''''^><^''' =217,310  ADE  =  ?HX^^^  2327,350; 

donc         ABCDE  =  3991,15. 

L'aire  du  terrain  est  ainsi  de  39  ares,  91  centiares,  15. 

Quand  le  terrain  à  mesurer  est  un  bois  ou  un  mai-ais,  on  circons- 
crit à  ce  bois  ou  à  ce  marais  un  rectangle  et  on  mèue  des  différents 
sommets  du  terrain  des  perpendiculaires  aux  côtés  du  rectangle;  ou 
mesure  ces  perpendiculaires  et  les  distances  de  leurs  pieds.  L'aire 
du  terrain  est  égale  à  la  différence  entre  celle  du  rectangle  et  la 
somme  des  aires  des  trapèzes  extérieurs  que  l'on  aura  formés. 


DIVISION    D  UN    TERRAIN 

Quand  un  géomètre  doit  diviser  un  terrain  en  deux  ou  plusieui's 

parties  équivalentes,  il  ne  doit  pas  seulement  avoir  égard  à  l'aire 

du    terrain,    mais   aux   avantages    particuliers    qui    résultent    du 

voisinage   d'un   chemin   et   de  la   forme  plus   ou  moins   régulière 

qu'auront  les  parties.  Nous  ne  pouvons  entrer  dans  le  détail  des 

circonstances  qui  peuvent  se  présenter  et  que  l'on  ti'ouve  exposées 

dans  les  manuels  de  géomètre-arpenteur  et  nous  traiterons  simple- 

n^.f^  ment  un  exemple.  Supposons  qu'il  faille 

y^  l    ^^f\  partager   le   terrain  précédent  en  deux 

y^       '•//;   \    \.  parties  équivalentes  par  une  droite  par- 

/___F^^/_  jil__\     tant  de  C  (fig.  8). 

*\.       /!    V   /    ^''^^       Ladroitede  divisionpasseraau-dessous 
\/;  ! /'yy^  ^^  ^^5  c^^"  le  triangle  CBA  est  la  diffe- 

"^  N^j^îx"""^  rence  entre  le  quadrilatère  DCBA  et  le 

Y\„^  8  triangle  DCA  et  vaut  par  conséquent  : 

1663,80  —  1045,75  ==  618,05. 
Comme  la  moitié  du  terrain  vaut  1995,575,  il  manque,  au  triangle 
CBA,  1377,025  pour  valoir  la  moitié  du  terrain. 

Il  faut  maiutenant  déterminer  si  la  droite  de  division  coupe  le 
côté  AE.  Pour  cela,  nous  allons  calculer  l'aire  du  triangle  CAE.  Ce 
triangle  peut-être  considéré  comme  composé  de  CAEF  -j-  CFE  et 
ce  dernier  triangle  pouvant  être  remplacé  par  HFE,  on  aura  : 

CAE  =  CAF  +  HAE  =  \  AF.CH  -\-  \  AHFE 
=  487,625  +  1843,575  =  2331,20. 

Cambiee  et  Lambot.   —    Athénées.  14 
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Comme  on  ne  doit  ajouter  à  CAB  que  1377,025,  la  droite  de  divi- 
sion coupera  AE  et  la  hase  AN  du  triangle  CAN  qiril  faut  ajouter 

137/  U"-*5  3 

vaudra  les  ^.^.'  Z)  «^le  AE  ou  approximativement  les  ^  de  AE. 

Pour  avoir  exactement  la  distance  AN,  nous  calculerons  AE.  On  a  : 

AE  =  \IaF--  4-  EF-'  =  06,95,     et     AN  =  ^S^  ^^'^^  =  ^'^^^'''^■ 

On  peut  vérifier  Texactitude  des  résultats  en  transformant  le  pen- 
tagone eu  un  triangle  dont  la  base  est  sur  AE  et  le  sommet  en  C. 

Applications.  —  1.  Faire  le  même  partage  par  une  droite  partant  de  E. 
2.  Calculer  les  côtés  et  les  diagonales  du  pentagone  et  les  distances  d'un 
sommet  aux  différents  côtés. 


MESURE    DES   ANGLES 

Lorsque  tous  les  points  du  terrain  qu'on  veut  lever  sont  accessibles, 
on  pourrait,  par  le  mesurage  à  la  chaîne  des  différentes  distances, 
arriver  à  établir  le  plan,  sans  avoir  recours  à  la  détermination  des 
angles;  mais  dans  un  grand  nombre  de  cas,  il  est  nécessaire  de 
recourir  à  cette  détermination,  ce  qui  se  fait  au  moyen  d'instru- 
ments qu'on  appelle  goniographes  ou  goniomètres,  suivant 
qu'ils  tracent  l'angle  ou  donnent  sa  valeur. 


PLANCHETTE 

Parmi  les  goniographes,  l'un  des  plus  usités  pour  le  lever  des 
plans  est  la  planchette;  il  n'exige  presqu'aucune  connaissance  de 
géométrie  et  se  manœuvre  très  facilement.  Il  consiste  essentielle- 
ment en  une  petite  table  carrée  de  6  à  8  décimètres  de  côté  qu'on 
établit  horizontalement  sur  un  pied.  Une  feuille  de  papier  étendue 
sur  la  table  est  destinée  à  recevoir  le  dessin  qui  s'y  forme  successi- 
vement sur  les  lieux. 

L'instrument  se  compose  de  quatre  parties  :  1"  le  pied,  2"  le 
genou  (assemblage  reliant  le  pied  avec  la  table),  3°  la  table, 
4"  l'alidade  (an  moyen  de  laquelle  on  fait  la  visée). 

1"  Le  pied  (fig.  9)  qui  portela  planchette  est  à  trois  branches,  qu'on 
peut  écarter  à  volonté  pour  obéir  aux  plis  du  terrain.  Ces  branches 
sont  réunies  en  haut,  chacune  par  une  vis  de  pression,  à  une  tige 
verticale  en  forme  de  prisme  triangulaire,  terminée  pai'  un  cylindre 
ou  axe  qui  reçoit  la  douille  de  l'instrument.  Cette  douille  est  un 
cylindre   creux   dans   lequel   entre    l'axe   qui   peut   y    tourner,   à 
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moins  (ju'on  n'arrête  sa  rotation   par   une  autre  vis  de  pression. 

Chaque  pied  a  une  face  plane, 
suivant  laquelle  il  s'applique 
contre  une  face  de  la  tige  trian- 
gulaire commune  et  peut  y  tour- 
ner sur  la  vis  de  pression  qui  sert 
à  l'y  fixer.  Eu  serrant  fortement 
les  ti-ois  vis,  après  que  les  pieds 
ont  été  convenablement  écartés, 
l'ensemble  est  assez  stable  et 
solide.  Le  bout  inférieur  des 
pieds  est  ai'mé  d'une  pointe  en 
fer  qui  entre  en  terre  et  rend 
le  système  immobile.  Lorsqu'on 
veut  transporter  l'instrument  on 
]-approche  les  trois  branches  et 
ou  les  réunit  en  faisceau. 

•    2°  Le  genou  est  un  mode  d'articulatiiai  de  la  table  avec  le  pied, 

qui  pei'met  de  rendre  la  table  horizontale. 

Le  genou  à  coquille  (fig.  10)  se  compose  d'une 
courte  tige  /,  fixée  à  riiistrument  et  terminée  pai' une 
sphère  de  cuivre  S  dont  le  centre  est  sur  l'axe  ^;  cette 
sphèi'e  est  reçue  entre  les  branches  en  coquilles  CD, 
C'b'  d'une  pince,  dont  la  partie  inféi'ieure  présente  un 
cylindre  creux  de  même  diamètre  que  celui  du  cylindre 
plein  PP,  qui  tei'uiine  la  douille  VV.  La  sphère  est 
serrée  entre,  les  deux  coquilles  au  moyen  d'une  vis  de 
pression  G,  qui  les  traverse  ainsi  que  le  cylindre  PP. 

Lorsqu'on  veut  établir  la  planchette,  on  la  place  à 
peu  près  horizontalement  et  on  serre  légèrement  la 
vis  G.  Le  frottement  suffit  pour  retenir  la  boule  et  lui 
permet  cependant  de  rouler  un  peu  dans  les  co(juilles  pour  qu'on 
puisse  achever  de  rendre  la  planchette  tout  à  fait  horizontale.  On 
s'assure  de  l'hoiizontalité  de  la  planchette  au  moyen  d'un  niveau 
à  bulle  d'air,  ou  même  d'une  bille  d'agate  bien  polie  que  l'on 
cherche  à  rendre  immobile,  en  changeant  peu  à  peu  et  par  tâtonne- 
ments l'inclinaison  de  la  table  sur  laquelle  ou  la  laisse  tomber  de 
un  ou  deux  centimètres  de  hauteur.  Il  existe  d'auti'es  systèmes  d'ar- 
ticulation. 

3"  La  table  doit  être  parfaitement  plane  et  bien  dressée;  elle 
porte,  à  sa  partie  inférieure  et  en  son  milieu,  un  appendice  en  cuivre 
auquel  est  fixée  la  tige  t  du  genou  à  coquille;  une  vis  solidaire  de 


Fig.  10. 
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la  tige  peut,  par  sa  pression,  rendre  impossible  le  mouvement  de  la 
table.  Une  feuille  de  papier,  étendue  sur  la  table,  est  destinée  à 
recevoir  le  dessin  du  plan  qui  s'y  forme  successivement,  comme 
nous  le  verrons  par  la  suite. 

4°  L'alidade  (fig.  11)  est  une  règle  mobile   qu'on  pose   sur  la 

planchette  et  qu'on  dirige  vers  les 
objets  dont  ont  veut  déterminer  la 
position  relative  en  les  prenant  pour 
point  de  mire.  Cette  règle  porte  à  ses 
deux  extrémités  des  lames  de  cuivre 
AB  et  CD,  perpendiculaires  à  la  règle,, 
sur  laquelle  ces  lames  sont  articulées 
à  charnière,  atin  qu'on  puisse  les 
i-abattre  sur  la  règle  quand  on  n'en 
fait  pas  usage  et  la  transporter  commo- 
dément dans  une  boîte.  On  nomme  ces  lames  pinules.  L'une  porte 
une  fente  verticale  très  étroite  AB  contre  laquelle  on  applique 
l'œil;  Tautre,  et  vis-à-vis,  une  fenêtre  à  joui-  DC,  dans  le  milieu  de. 
laquelle  est  tendu  un  fil  de  soie  ou  un  crin,  perpendiculaire  à  la 
règle  ;  le  plan  passant  par  ce  fil  et  par  la  fente  opposée,  rase  le 
bord  ID  de  la  règle.  Comme  il  est  utile  de  pouvoir  prendre  indiffé- 
remment l'une  ou  l'autre  pinule  pour  viser,  chacune  porte  une  fente 
et  une  fenêtre  avec  son  fil,  l'une  au-dessus  de  l'autre  et  en  regard 
réciproque  avec  celle  de  l'autre  pinule. 

Pour  viser  un  signal,  on  tourne  l'alidade  dans  la  direction  de  cet 
objet,  de  manière  que  le  rayon  visuel  qui  part  de  la  fente  de  la  pinule 
antérieure,  rase  le  fil  de  l'autre,  et  que  ce  fil  paraisse  coïncider  avec 
l'objet.  Cet  alignement  détermine  un  plan  de  collimation,  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  règle  et  qui  doit  exactement  eu  raser  le  bord. 
On  vérifie  si  cette  condition  est  remplie,  en  pointant  un  objet  et  en 
marquant  sur  le  papier  un  trait,  le  long  du  bord  de  la  règle  ;  puis  on 
retourne  l'alidade  bout  pour  bout,  et  on  vise  le  même  objet;  il  faut 
que  le  nouveau  pian  de  collimation  coïncide  avec  le  premier,  sinon 
il  faudrait  déplacei"  le  fil  poui'  faire  disparaîti-e  l'erreur. 


LEVEK   A    LA    PLANCHKTTE 


Ou  peut  se  servir  de  la  planchette  de  trois  manières,  qui  se  com- 
binent entre  elles  selon  les  cas  qui  se  présentent. 

Avant  d'expliquer  ces  ti'ois  procédés  nous  allons  montrer  comment 
on  peut  lever  le  plan  d'un  triangle  RSP  (fig.  12).  Pour  cela  on  établit 
la  planchette  en  R.  Après  l'avoir  rendue  horizontale,  ou  vise  avec 
l'alidade  successivement  les  sommets  S  etP;  on  marque  au  crayon, 
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sur  le  papier  des  demi-droites  rs  et  rp^  dans  leurs  directions.  Ou 
transporte  ensuite  la  planchette  en  S  et  l'on  mesure  la  distance  RS; 
puis  ou  prend,  sur  la  ligue  rs,  uue  longueur  rs,  contenant  autant  de 
parties  de  l'échelle  du  plan  que  RS  contient  d'unités  métriques  ; 

s  sera  sur  le  plan,  le  point  homo- 
logue de  S.  A  la  station  S,  on 
disposera  la  planchette  de  telle 
sorte  que  le  côté  rs,  déjà  tracé, 
soit  dans  l'alignement  SR  ;  l'ali- 
dade, placée  le  long  de  sr,  doit 
avoir  ses  pinules  dirigées  sur  le 
signal  R.  On  fixe  la  planchette 
dans  cette  situation,  puis  on 
tourne  l'alidade  vers  le  troisième  sommet  P,  en  faisant  tourner  la 
règle  ;  de  s,  on  trace  la  demi-droite  s^^P,  qui  rencontre  rp  en  |>, 
homologue  de  P  et  le  triangle  rsp,  ainsi  obtenu,  sera  le  plan  de  RSP; 
car  ces  figui-es  sont  évidemment  semblables,  ou  du  moins  tout  étant 
ici  réduit  à  l'horizon,  rsp  est  semblable  à  la  projection  horizontale 
de  RSP. 

On  voit  que  l'on  peut,  au  moyen  de  cette  figure,  déduire  la  gran- 
deur des  angles  R,  S,  P  et  les  longueurs  des  côtés  SP  et  RP,  en  s'aidant 
d'un  rapporteur  et  d'un  compas  ;  de  sorte  que  la  planchette  permet 
de  mesurer  des  angles  et  des  distances  inaccessibles. 

Voici  maintenant  les  trois  procédés  pour  faire  les  levers  à  la 
planchette. 

I.  Le  premier  procédé  est  la  méthode  pai' intersection.  Dans 
cette  méthode,   on   mesure  une  base  OP  (fig.   13)  et  l'on  établit 


Fig.  13. 

successivement  la  planchette  aux  deux  extrémités  0  et  P.  On  trace 
sur  la  feuille  de  papier  une  droite  op  sur  laquelle  on  porte,  de  o  enp. 
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en  parties  de  l'échelle  du  plan,  une  distance  op  égale  au  nombre 
d'unités  métriques  de  OP.  Lorsqu'on  stationnera  au  poiut  0,  la 
planchette  sei-a  disposée  horizontalement;  on  la  fixera  après  avoir 
placé  le  poiut  o  verticalement  au  dessus  de  0  et  la  ligne  op  dans  la 
direction  de  OP. 

On  fixera  en  o  une  aiguille  autour  de  laquelle  on  fera  pivoter 
l'alidade  que  l'on  dirigera  successivement  vers  les  points  A,  B,  C,  D, 
etc.  ;  on  tracera  pour  chaque  alignement  des  demi-droites  correspon- 
dantes oa,  oh,  oc,  etc.,  qui  coïncideront  avec  OA,  OB,  OC,  etc.  ;  on  a 
ainsi  une  suite  de  demi-droites  divergentes,  pai'tant  de  o  et  ayant  des 
directions  sur  lesquelles  se  trouvent  les  points  des  signaux  A,  B, 
C,  etc. 

Transportant  ensuite  la  planchette  en  P,  on  fait  les  manœuvres 
nécessaires  pour  que  le  point  }>  qui  correspond  à  P  soit  juste  au- 
dessus  de  P  ;  ou  rend  la  planchette  horizontale  et  l'on  dirige  la  ligne 
po  suivant  PO.  On  fixe  alors  la  planchette,  et  on  répète  en  P  ce  qu'on 
a  fait  en  0,  c'est-à-dire  qu'on  trace  du  point  j;  des  demi-di'oites 
divergentes^»,  ph,  pc,  etc..  qui,  partant  de  p,  coïncident  respecti- 
vement avec  les  directions  PA,  PB,  PC,  etc.  Ces  demi-droites 
iront  couper  les  premières  en  a,  h,  c,  etc.,  qui  seront  les  représenta- 
tions, sur  le  plan,  des  signaux  A,  B,  C,  etc. 

Pour  éviter  la  confusion  et  les  erreurs  d'intersection,  on  devra 
avoir  soin,  lorsqu'on  trace  les  alignements  à  la  première  station,  de 
mettre  sur  chaque  ligne  un  signe  particulier  pour  désigner  l'objet 
pris  p)ur  point  de  mire,  afin  qu'arrivé  à  la  deuxième  station  on 
reconnaisse  celle  de  ces  lignes  dont  on  a  besoin  pour  déterminer 
chaque  point  d'intersection.  On  voit  qu'après  ce  tracé,  on  peut  trou- 
ver sur  le  plan  les  distances  et  les  angles  qu'on  n'a  pas  éfiectivement 
mesurés;  le  plan  sera  facile  à  terminer. 

II.  La  deuxième  méthode,  dite  par  cheminement,  consi>te  à 
faire  le  tour  entier  du  polygone  que  l'on  veut  lever.  Considérons  le 
polygone  ABCDE  (fig.  14).  On  établira  d'abord  la  planchette  en  A 
comme  nous  venons  de  l'indiquer;  on  visera  la  station  B  avec  l'ali- 
dade et  l'on  tracera  sui-  le  papier  la  droite  ab,  qui  se  dii-ige  de 
A  vers  B.  On  mesurera  la  distance  AB,  et  l'on  prendra,  sur  la  droite 
ab,  une  longueup  ab  d'autant  de  parties  de  l'échelle  que  AB  con- 
tient d'unités  métriques  et  l'on  aura  le  point  b  qui  représente 
B  sur  le  plan.  On  se  transportera  ensuite  en  B  et  l'on  y  orientera 
la  planchette,  en  plaçant  b  au-dessus  de  B  et  la  droite  ba  ali- 
gnée sur  BA.  Fixant  la  planchette  dans  cette  position,  et  dépla- 
çant l'alidade  seule,  on  la  tournera  vers  C,  autour  du  point  b  et 
l'on  tracera  la  droite  bc  qui  coïncide  avec  BC  ;  on  mesurera  la 
distance  BC  et  l'on  prendra  sur  bc  autant  de  parties  de  l'échelle 
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que  BC  contient  d'unités  métriques  et  ainsi  de  sommet  en  sommet, 

en  faisant  le  tour  en- 
tier du  polygone;  on 
vérifie  le  tracé  eu 
voyant  si,  en  A,  le 
--,  polygone  se  ferme 
exactement. 

Ce    mode    d'opéra- 
tion est  surtout  prati- 
qué dans  les  bois  four- 
/         rés,   le  long  des  sen- 
'  tiers,  sur  le  bord  des 

ruisseaux  et  lorsque 
d'une  station  on  ne 
peut  apercevoir  plu- 
sieurs signaux  envi- 
ronnants. 

m.    La    troisième 
méthode    est    la   mé- 
thode par  rayonne- 
ment. 
On  établit    la   planchette  dans  une   seule    station,    ordinairement 
dans  l'intérieur  de   la  figure  qu'on  veut  lever,   ou  choisissant  le 

point  0  (fig.  15)  tel  que 
de  ce  point  ou  puisse  voir 
tous  les  signaux.  Ou  y 
dirige  successivement 
l'alidade  selon  OA,  OB, 
OC,  etc.,  et  l'on  trace  au 
crayon  sur  le  papier  les 
demi-droites  oa,  oh,  oc, 
etc.,  qui  sont  dans  ces 
alignements.  Après  quoi, 
on  mesure  avec  la  chaîne 
toutes  les  distances  OA,  OB,  OC,  etc.,  et  l'on  poife  avec  le  compas 
et  en  parties  de  l'échelle,  toutes  ces  lougueui's  sur  leurs  lignes  res- 
pectives, ce  qui  détermine  les  points  a,h,  c,  ...,  homologues  de  A,  B, 
C,  ...;  le  polygone  abc,  est  semblable  à  ABC...  puisque  ces  polygo- 
nes sont  composés  de  triangles  semblables  et  semblablement  placés. 

On  voit  que  théoriquement,  la  planchette  peut  servir  très  aisé- 
ment à  lever  les  plans;  mais  dans  la  pratique,  les  résultats  que  l'on 
obtient  sont  loin  d'être  rigoureusement  exacts.  Ainsi,  la  méthode 
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par  intersection  que  nous  avons  d'abord  exposée  est  très  expéditive, 
mais  elle  a  l'inconvénient  d'employer  souvent  des  angles  trop  aigus 
ou  trop  obtus  qui  conduisent  à  un  tracé  défectueux. 

Cet  instrument  présente  encore  d'autres  inconvénients. 

1°  S'il  s'agit  du  passage  du  dessin  au  calcul  ou  relevé  numérique, 
l'imperfection  des  règles,  des  échelles,  du  dessin,  l'épaisseur  des 
traits  de  crayon  sont  des  causes  qui  rendent  impossible  l'apprécia- 
tion quelque  peu  rigoureuse  des  longueurs  et  des  angles; 

2°  La  planchette  est  un  instrument  peu  portatif; 

3°  Son  emploi  est  absolument  impossible  pendant  un  temps  bru- 
meux, le  papier  se  distend  et  ne  reste  plus  une  surface  plane; 

4°  A  cause  des  ligues  quelquefois  nombreuses  qu'exige  un  lever  à 
la  planchette  et  du  mouvement  continuel  de  l'alidade  sur  le  papier, 
le  dessin  présente  souvent  un  aspect  de  malpropreté  qui  peut,  sans 
des  précautions  continuelles  et  l'habileté  de  l'opérateur,  donner  lieu 
à  des  erreurs; 

5"  L'instrument  est  soumis  à  une  trépidation  très  gênante  et  qui 
devient  souvent  assez  forte  pour  produire  des  erreurs,  par  suite  de 
l'altération  de  l'horizontalité  établie. 

Ce  sont  ces  inconvénients  qui  fout  préférer  à  la  planchette,  le  gra- 
phomèti-e  qui  ne  donne  pas  le  tracé  des  angles,  mais  leur  mesure. 

GEAPHOMÈTEE 


Le  graphomètre  (fig.  16)  est  un  instrument  destiné  à  mesurer 
les  angles  (|iif'  fuut  entre  elles  deux  droites  dirigées  dans  l'espace 

d'une  station  à  deux  signaux  éloi- 
gnés. C'est  un  rapporteur  pourvu 
d'alidades  pour  viser  les  objets. 
Il  est  formé  d'un  limbe  ijomi- 
circulaire  et  gradué,  monté  sur 
un  genou,  afin  de  pouvoir  en 
diriger  à  volonté  le  plan  en  tous 
sens. 

Pei'pendiculairenient  au  limbe 
et  vers  son  bord,  sont  fixées  deux 
pinules^j,  p.  Le  plan  perpendi- 
culaire au  limbe,  qu'elles  déter- 
minent, passe  par  le  diamètre 
0"— 180*^  Une  autre  alidade  12 
est  mobile  autour  du  centre  C, 
et  ses  piuules  sont  un  peu  moins  écartées  du  centre  que  les  pre- 
mières. Elle  est  fixée  à  un  axe  de  rotation  central  C  et  dans  toutes 
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ses  positions,  rase  le  limbe  en  se  dirigeant  selon  tous  les  rayons  du 
cercle.  Lorsqu'elle  est  amenée  suivant  le  diamètre  principal,  les 
quatre  fils  des  pinules  doivent  paraître  coïncider,  si  on  applique 
l'œil  à  une  extrémité.  Cette  alidade  entraîne  avec  elle  un  vernier  V 
dont  les  divisions  permettent  de  lii'e  les  minutes. 

Il  importe  : 

P  Que  le  centre  de  l'axe  de  rotation  soit  le  centre  de  l'arc  divisé; 

2°  Que  la  ligne  de  foi  des  pinules  fixes  soit  dirigée  selon  le 
diamètre  0"  —  1 80°  ; 

3"  Que  la  ligne  de  foi  des  i)inules  mobiles  passe  aussi  par  le  centre. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  voici  comment  on  mesure 
un  angle  sur  le  terrain. 

On  fait  touiner  tout  l'instrument  sur  sa  douille  et  sur  son  genoux, 
jusqu'à  ce  que  le  rayon  noté  zéro  se  dirige  vers  un  signal  déterminé; 
puis,  fixant  tout  dans  cette  position,  on  fait  tourner  l'alidade  mobile 
jusqu'à  ce  que  sa  ligne  de  foi  se  porte  vers  un  autre  signal.  Ces 
directions  s'obtiennent  en  suivant  les  objets  sui"  la  fente  de  l'une  des 
pinules  et  faisant  coïncider  en  apparence  le  fil  de  l'autre  pinule  avec 
le  signal.  Comme  il  est  difficile  de  tourner  l'alidade  pour  amener 
parfaitement  cette  coïncidence,  on  ne  la  produit  d'abord  qu'à  peu 
près,  puis  on  l'achève  avec  une  vis  de  rappel. 

Le  genou  est  construit  de  telle  sorte  qu'on  peut  amener  le  limbe  à 
être  vertical,  ce  dont  on  s'assure  avec  un  fil  à  plomb,  ou  à  être 
horizontal,  ce  qu'on  vérifie  au  moyen  d'un  niveau  à  bulle  d'air.  Dans 
ce  dernier  cas,  si  les  objets  visés  sont  au-dessus  et  au-dessous  du 
limbe,  l'angle  mesuré  est  celui  que  font  les  deux  rayons  visuels  qui 
vont  à  ces  objets,  mais  réduit  l'horizon.  Dans  le  1"  cas,  l'angle 
mesuré  est  vertical,  c'est  la  hauteur  angulaire  d'un  point  au-dessus 
de  l'autre.  Quand  le  diamètre  principal  est  hojîzontal,  ce  qu'indi- 
que un  niveau.  Tangle  est  la  hauteur  d'un  |»oint  au-dessus  de 
l'horizon,  et  l'on  n'a  besoin  que  de  faiie  une  seule  visée. 

Souvent  le  graphomètre  porte  une  petite  boussole  dont  le  diamètre 
nord  —  sud,  est  parallèle  au  diamètre  du  limbe.  Cette  boussole  sert 
à  orienter  les  plans  ;  elle  est  fixée  de  manière  à  ne  pas  gêner  les 
mouvements  du  limbe  et  du  genou. 

Il  faut  avoir  soin,  l'orsqu'on  a  manœuvré  l'alidade  mobile,  de  viser 
de  nouveau  avec  les  pinules  tixes  poui-  s'assurer  qu'on  n'a  pas 
dérangé  l'instrument  par  une  légère  torsion  et  rétablir  la  coïnci- 
dence des  fils  avec  les  deux  signaux. 

Quand  les  objets  sont  très  éloignés,  on  remplace  les  alidades  à 
pinules  par  des  lunettes,  armées  d'un  réticule  à  deux  fils,  situé  au 
foyer  commun  des  verres  objectifs  et  oculaires.  L'un  de  ces  fils  est 
parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  au  plan  du  limbe. 
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Le  pied  du  graphoinètre  est  auaiogue  à  celui  que  uous  avons 
décrit  pour  la  planchette. 

Le  lever  des  plans  au  moyen  du  grapbomèti-e  peut,  comme  avec 
la  planchette,  se  faire  de  trois  manières  différentes,  par  intersection, 
par  cheminement  ou  par  rayonnement.  On  doit  inscrire  les 
valeurs  des  angles  mesui'és  sur  un  croquis,  oii  seront  dessinés  les 
objets  dans  l'ordre  où  on  les  voit,  afin  d'éviter  les  erreurs  qui 
pourraient  naître  de  la  confusion  de  ces  objets. 

Dans  le  traf'é  du  plan  ou  utilise  notamment  le  l'apporteur  pour  la 
construction  des  angles  mesurés.  Mais  le  calcul  des  surfaces  levées 
à  la  planchette  et  au  graphomètre  se  fait  à  Taide  des  formules 
trigiinométriques. 


BOUSSOLE 


La  propriété  dont  jouit  l'aiguille  aimantée  de  prendre  dans  chaque 
lieu  une  direction  constante,  qui  n'est  pas  très  différente  du  méridien 
de  ce  lieu  et  qu'on  appelle  le  méridien  magnétique,  a  permis  de 
construire  un  instrument  qu'on  appelle  boussole,  au  moyen  duquel 
on  détermine  l'angle  que  fout  entre  elles  deux  droites  données. 

La  boussole  (tig.  17)  est  une  boîte  carrée,  au  centre  de  laquelle  un 
pivot  ti"ès  fiu  supptjrte  une  aiguille  aimantée  ns  par  Tinterraédiaire 

d'une  chape  en  laiton  ou  mieux, 
en  agate,  fixée  sur  l'axe  de  l'ai- 
guille. 

Pour  détruii'e  rincliuaison  de 
l'aiguille  aimantée  et  obtenir 
rhorizontalité,  on  leste  d'un  peu 
de  cire  la  partie  de  l'aiguille  qui 
se  i"elève  et  qui,  dans  nos  con- 
t)'ées,est  le  pôle  Sud  de  l'aiguille. 
Dans  la  boîte  se  trouve  un 
cercle  évidé  de  cuivre  argenté, 
divisé  en  360  degrés  et  en  demi- 
degrés  ;  au  centre  de  ce  ceicle 
se  trouve  le  pivot  en  acier  trempé  sur  la  pointe  duquel 
l'aiguille  aimantée  tourne  librement  de  manière  que  les  deux 
bouts  rasent  le  limbe  sans  le  toucher  et  qu'on  puisse  lire  aisé- 
ment à  quelles  graduations  les  pointes  correspondent.  Un  verre, 
retenu  dans  un  cercle  de  cuivre,  recouvre  l'aiguille  et  le  limbe  pour 
les  abriter  du  vent.  Il  doit  être  assez  rapproché  de  Taiguille,  sans  la 


Fig.  17. 
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toucher,  lorsque  la  boussole  est  horizontale,  pour  que  l'aiguille  ne 
s'échappe  pas  de  sou  pivot  loi-squ'on  renverse  la  boussole. 

Pour  s'assurer  que  le  pivot  est  bien  au  centi'e  du  limbe,  on  fait 
tourner  la  boîte  et  on  doit  vérifier  que,  dans  toutes  ses  positions,  les 
poiutes  de  l'aiguille  correspondent  à  des  graduations  du  limbe  qui 
diÔerent  de  180°. 

Sur  un  des  bords  plats  de  la  boîte  est  une  alidade  AB,  mobile  sur 
un  axe,  en  son  milieu;  cette  alidade  peut  tourner  autour  de  cet  axe 
et  son  axe  optique  décrit  un  plan  perpendiculair'e  à  celui  du  cercle 
de  la  boussole. 

Sous  la  boîte  on  attache  un  genou  et  sa  douille,  semblables  à  ceux 
que  nous  avons  décrits  pour  le  graphomètre.  On  se  sert  du  même 
sup[)ort  pour  les  opérations.  On  s'assure  encore  de  l'horizontalité  de 
la  !)Oussole  au  moyen  d'un  petit  niveau  à  bulle  d'aii'  ou  simplement 
en  faisant  tourner  la  boîte  et  en  voyant  si,  dans  toutes  ses  positions, 
les  bouts  de  l'aiguille  effleurent  le  limbe  et  restent  dans  le  même 
plan.  Au  reste,  le  degré  de  précision  des  observations  que  l'on  peut 
faire  avec  cet  instrument  ne  rend  pas  nécessaire  l'exactitude  rigou- 
reuse de  l'horizontalité. 

Quand  la  boussole  n'est  pas  en  ol>servation,  on  soulage  le  pivot  du 
poids  de  l'aiguille  en  la  soulevant  contre  le  verre,  à  l'aide  d'un  petit 
leviei-  dont  un  des  bouts  est  en  dehors  de  la  boîte. 

Si  Ion  remarque  que  l'aiguille  aimantée  reprend  toujours  la 
même  direction,  api  es  que  ses  oscillations  sont  détruites,  quelle  que 
soit  la  position  qu'on  ait  fait  pjendre  à  la  boîte,  la  différence  des 
angles  qu'elle  fait,  avant  et  après  rotation,  avec  le  diamètre  parallèle 
à  l'alidade  est  précisément  égal  à  l'angle  dont  la  boîte  a  tourné. 
Donc,  si  l'on  vise  deux  signaux  éloignés  en  lisant  chaque  fois  sur  le 
limbe  les  graduations  indiquées  par  le  même  bout  de  l'aiguille 
aimantée,  lorsque  les  oscillations  ont  cessé,  la  différenc*^  des 
nombre  de  degrés  observés  mesurera  l'angle,  réduit  à  l'horizon,  que 
forment  les  rayons  visuels  dirigés  vers  ces  objets. 

Ou  peut  donc  se  servir  de  la  boussole  comme  du  graphomètre  pour 
mesurer  les  angles  et  lever  les  plans,  sauf  le  degré  d'exactitude  qui 
est  ici  de  beaucoup  moindre,  à  cause  du  peu  d'étendue  du  limbe,  de  la 
distance  de  la  pointe  de  l'aiguille  au  limbe  et  de  sa  mobilité,  On  ne 
peut  donc  se  servir  de  la  boussole  dans  les  levers  qui  demandent  une 
grande  exactitude.  Mais  son  emploi  est  si  facile  qu'on  y  recourt  cha- 
que fois  qu'une  grande  précision  n'est  pas  indispensable. 
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NIVELLEMENT 


Niveler  un  teri'aiu,  c'est  chercher  hi  difféi'ence  des  distances  de 
ses  points  principaux  au  centre  de  la  terre. 

Bien  que  la  terre  ne  soit  pas  rigoureusement  sphérique,  le  faible 
aplatissement  qu'elle  présente  de  l'équateur  au  pôle  permet,  pour 
les  petites  distances,  de  considérer  la  terre  comme  sphérique.  Ce 
n'est  que  quand  les  points  que  l'on  considère  sont  très  éloignés  l'un 
de  l'autre  qu'il  est  nécessaire  de  faire  entrer  cet  aplatissement  dans 
les  calculs. 

Tous  les  points  à  la  même  distance  du  centre  de  la  tene,  ou  tous 
les  points  de  même  niveau,  peuvent  donc  être  considérés  comme 
situés  sur  une  même  surface  concentrique  à  la  surface  de  la  terre. 
Ce  sont  ces  surfaces  que  l'on  appelle  surfaces  ou  couches  de 
niveau.  Nous  avons  un  exemple  de  ces  couches  de  niveau  dans  la 
courbure  générale  de  la  surface  des  eaux,  dos  lacs,  des  étangs,  de  la 
mer  lorsqu'elle  est  tranquille. 

Deux  points  sont  de  niveau  quand  ils  sont  situés  sur  une  même 
surface  de  niveau. 

La  verticale  d'un  point  est  le  rayon  de  la  terre  qui  passe  par  ce 
point;  la  dii'ectiou  en  est  donnée  par  le  fil  à  ph^ml). 

Deux  verticales  ne  sont  donc  pas  rigoureusement  parallèles,  mais 
quand  les  points  ne  sont  pas  trop  éloignés,  l'angle  que  font  entre 
elles  les  verticales  de  ces  deux  points  est  assez  petit  pour  qu'on 
puisse  les  considérer  comme  parallèles. 

L'horizontale  d'un  lieu  est  la  perpendiculaire  menée  en  ce 
point  à  la  verticale.  Toutes  les  peipendiculaires  qu'on  peut  ainsi 
mener  sont  dans  un  même  plan,  perpendiculaire  à  cette  verticale  et, 
par  suite,  tangent  à  la  surface  de  niveau  qui  passe  par  ce  point.  Ce 
plan  tangent  est  le  plan  de  niveau  apparent  du  lieu. 

Le  niveau  apparent  d'un  lieu  diffère  de  la  surface  de  niveau  de  ce 
lieu,  mais  pour  les  petites  distances,  la  différence  entre  ces  deux 
surfaces  est  négligeable.  Ainsi,  si  on  considèi'e  un  point  du  plan 
horizontal  distant  de  20  mètres  du  point  de  contact,  on  trouve  que 
la  distance  de  ce  point  au  centre  de  la  terre,  ne  surpasse  pas  de  un 
dixième  de  millimètre  la  distance  du  point  de  contact.  Cette  diffé- 
rence est  moindre  que  celle  dont  on  peut  tenir  compte  dans  les 
opérations  de  nivellement;  les  causes  d'erreur  que  nous  indiquerons 
dans  la  suite,  ont  une  influence  beaucoup  plus  considérable  sur  les 
résultats  que  l'un  peut  obtenir. 
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Nous  pourrons  donc  prendre  pour  la  différence  de  niveau  de  deux 
points,  la  différence  de  leurs  distances  à  un  plan  horizontal,  que 
nous  prendrons  pour  plan  de  niveau.  Ce  plan  de  niveau  est  déterminé 
au  moyen  d'instruments  que  l'on  appelle  niveaux.  Nous  ne  ferons 
que  signaler  le  niveau  à  bulle  d'air  qui  est  décrit  dans  tous  les 
cours  de  physique  et  qui  sert  à  s'assurer  de  l'horizontalité  du  plan. 

NIVEAU   d'eau 


Le  niveau  d'eau  est  formé  d'un  tube  MM'  en  fer  blanc,  long 
d'environ  un  mè^re,  coudé  aux  (U'ux  bouts.  Dans  ces  coudes,  on  fixe 
deux  fioles  en  verre  ^,  y',  de  même  diamètre.  L'appareil  se  place  au 
moyen  d'une  douille  sur  un  pied  à  trois  branches. 

On  remplit  le  tube  d'eau  et  l'on  fait  en  sorte  que  le  liquide  appa- 
raisse dans  les  fioles  vers  le  milieu  de  leur  hauteui-.  Le  bout  des 
fioles  est  ouvert,  mais  on  le  rétrécit  un  peu  pour  pouvoir  le  boucher 
quand  on  transporte  l'instrument.  Pour  distinguer  plus  facilement 
le  liquide  dans  les  fioles,  on  peut  se  servir  d'un  liquide  coloré,  ou 
placer  latéralement,  le  long  de  chaque  fiole,  une  petite  lame  verticale 


Fig.  Ï8. 

peinte  au  vernis  noir  ou  rouge.  Cette  couleur  se  réfléchit  sur  l'eau 
qui  en  paraît  teintée. 

Il  faut  avoir  soin  de  faire  disparaître  les  bulles  d'air  qui  pourraient 
se  trouver  dans  le  liquide;  à  cet  effet,  on  bouche  l'une  des  fioles  et  on 
incline  fortement  l'instrument,  en  frappant  en  même  temps  légère- 
ment sur  le  tuyau. 

Le  diamètre  des  deux  fioles  ne  doit  pas  être  trop  petit,  car  les 
ménisques  que  forment  les  surfaces  liquides  eu  vertu  de  la  capil- 
larité auraient  une  courbure  trop  forte  ;  il  faut  aussi  que  les  deux 
fioles  soient  de  même  diamètre,  afin  que  les  deux  ménisques  soient 
égaux  et  que  les  tangentes  communes  à  leurs  bords  soient  horizon- 
tales; elle  doivent  enfin  être  parfaitement  calibrées,  c'est-à-dire  que 
leurs  surfaces  iutérieure  et  extérieure  doivent  être  cylindriques  et 
de  même  axe. 
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Lorsque  les  oscillatious  de  Peau  ont  cessé  dans  rinstriiiuent,  les 
deux  surfaces  liquides  sont  dans  un  plan  horizontal,  eu  vertu  do  ce 
principe  d'hydrostatique  que,  do,ns  les  vases  communiquants,  les 
surfaces  libres  d'un  liquide  sont  sitiiées  dans  un  même  plan  horizontal. 

Pour  se  servir  de  cet  instrument,  il  faut  faire  en  sorte  que  l'axe 
du  trépied  soit  vertical,  ce  dont  on  s'assure  en  faisant  tourner 
l'instrument  :  la  colonne  liquide-doit  rester  à  la  même  hauteur  dans 
les  fioles. 

Comme  les  intersections  des  surfaces  liquides  avec  la  surface 
interne  des  fioles  ne  sont  pas  des  lignes  nettement  accusées,  attendu 
qu'en  veitu  des  lois  de  l'attraction  moléculaire  le  liquide  se  courbe 
peu  à  peu,  pour  rencontrer  tangentiellement  les  parois  du  vase  sur 
lequel  il  s'appuie,  en  iormaut  un  onglet  annulaire,  l'épaisseur  de  cet 
onglet  est  une  cause  d'indétermination  ou  d'inexactitude  dans  le 
pointage.  Il  est  bon  de  viser  en  se  plaçant  à  un  mètre  de  l'instru- 
ment; de  cette  manière  les  onglets  se  manifestent  sur  le  verre  par 
une  espèce  de  coloration  noirâtre. 

11  importe  de  conserver  l'horizontalité  du  tube,  car,  si  le  tube 
venait  à  s'incliner,  la  ligne  de  visée  s'abaisserait. 

Le  niveau  d'eau  ne  s'emploie  guère  que  pour  les  travaux  de  pavage 
et  de  conduite  d'eau.  Sa  portée  ne  doit  pas  dépasser  20  mètres.  Il 
offre  encore  cet  inconvénient  que  la  surface  du  liquide  oscille  presque 
constamment  à  cause  du  mouvement  de  l'air  ou  des  secousses 
imprimées  à  l'appareil  par  le  vent.  Aussi,  si  son  installation  facile 
et  son  bas  prix  en  fdut  un  instrument  utile  pour  les  travaux  qui  ne 
demandent  pas  une  grande  précision,  on  doit  lui  préférer  poui'  les 
opérations  qui  exigent  une  plus  grande  exactitude,  le  niveau  Lenoir. 

NIVEAU    lenoir 

Ce  niveau  (tig.  19)  se  comijuse  d'une  taljle  TT  ou  plateau  circulaire 

te 


Fig.  19. 


en  cuivre,  qui  peut  être  rendue  horizontale  au  moyen  d'un  pied  tri- 
angulaire à  vis  calantes,  monté  sur  un  trépied. 
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Uue  bonne  lunette  LL,  portant  eu  son  milieu  deux  pivots  P,  P', 
diamétralement  opposés,  repose  sur  le  platenu  pur  deux  colliers  f'gauor 
parfaitement  carres;  l'un  des  pivots  P  s'engage  dans  un  trou  cylin- 
drique percé  au  centre  de  la  table.  L'axe  de  rotation  de  la  lunette 
coïncide  ainsi  avec  celui  de  la  table.  L'autre  pivot  P'  traverse  en  son 
centre  le  patin  tt  d'un  niveau  à  bulle  d'air,  reposant  sur  les  côtés 
supérieurs  des  colliers  de  la  lunette. 

Il  importe  que  l'axe  des  pivots  de  la  lunette  soit  perpendiculaire 
au  plan  de  la  table  TT,  pour  que,  celle-ci  étant  rendue  horizontale, 
l'axe  de  la  lunette  soit  aussi  horizontal. 

Pour  se  servir  du  niveau  Lenoir,  il  faut  :  1°  vérifier  le  niveau  à 
bulle  d'air;  2"  obtenir  l'horizontalité  de  la  table.  A  cet  effet,  on  place 
le  niveau  sur  l'un  des  côtés  du  triangle  équilatéi'al  que  déterminent 
les  centres  des  vis  calantes,  et,  faisant  mouvoir  l'une  des  vis  placées 
aux  extrémités  de  ce  côté,  ou  amène  la  bulle  au  milieu  du  niveau. 
Ce  côté  du  triangle  est  alors  horizontal.  On  place  ensuite  le  niveau 
dans  la  diiection  de  la  perpendiculaire  menée  du  ti-oisième  sommet 
au  côté  choisi  et  on  opère  sur  la  vis  placée  à  ce  troisième  sommet 
jusqu'à  ce  que  la  bulle  soit  au  milieu.  Le  plateau  est  alors  horizon- 
tal. Il  est  important  de  commencer  par  établir  l'horizontalité  de  la 
base  du  triangle  car,  si  on  commençait  par  la  hauteur,  en  agissant 
ensuite  sur  une  des  vis  de  la  base,  le  pied  de  la  hauteur,  cessei'ait 
d'être  dans  le  plan  primitivement  déterminé. 

3°.  Il  faut  enfin  centrer  la  lunette,  c'est-à-dire  s'assurer  que  l'axe 
optique  de  la  lunette  coïncide  avec  sou  axe  de  figure.  Pour  cela  on 
vise  un  objet  à  grande  distance,  puis  ou  retourne  la  lunette  en  la 
changeant  de  pivot,  on  vise  de  nouveau  le  même  objet  et  ou  doit 
retrouver  le  centre  du  réticule  que  contient  la  lunette  sur  le  même 
poiut  de  l'objet  visé;  s'il  n'en  est  pas  ainsi  ou  détermine  le  ))oiut 
milieu  des  deux  visées,  et  on  agit  sur  les  vis  régulatiices  du  léticule 
jusqu'à  ce  que  le  croisement  des  fils  corresponde  au  ])oiiit  milieu  du 
signal.  On  doit  recommencer  plusieurs  fois  l'opération  pour  arriver  à 
un  centrage  parfait. 

LA   MIEE 

Les  instrumeuts  de  nivellement  que  nous  venons  de  (b'ci  iie  four- 
nissent des  droites  horizontales,  appelées  lignes  de  visées,  situées 
dans  un  même  plan  horizontal.  Le  nivellemeut  d'un  terrain  consiste 
à  déterminer  les  distances  de  ses  différents  points  à  ce  plan  horizon- 
tal. On  détermine  à  cet  effet  l'intei-sectiou  des  lignes  de  visées  avec 
les  verticales  de  ces  points  au  moyen  d'un  instrument  qu'on  appelle 
mire. 
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Lorsque  les  distances  que  Pou  a  à  mesurer  ne  doivent  pas  dépasser 
deux  mètres,  on  se  sert  d'une  mire  simple  qui  se  compose  d'une 
seule  règle  bien  dressée,  de  deux  mètres  de  longueur,  divisée  en 
centimètres  sur  Tune  de  ses  faces  et  ferrée  à  sa  partie  inférieure  qui 
s'appelle  talon  de  la  mire.  Ce  talon  porte  une  pédale  sur  laquelle 
le  pied  peu  s'appuyer.  Une  embrasse  ou  collier  en  cuivre  porte  le 
voyant  et  peut  glisser  le  long  de  la  règle  sur  laquelle  on  le  tixe,  en 
un  point  quelconque,  au  moyen  d'une  vis  de  pression. 

Le  voyant  est  une  plaque  carrée  de  tôle,  ordinairement  de 
20  centimètres  de  côté,  divisée  en  quatre  carrés  égaux  peints  en 
blanc  et  en  rouge.  L'opposition  des  couleurs  détermine  deux  droites 
et  la  visée  doit  s'effectuer  au  point  de  croisement  de  ces  droites,  qui 
est  le  centre  du  voyant.  Le  collier  du  voyant  porte,  à  l'arrière,  un 
indice  sur  lequel  est  tracée  une  division  millimétrique  dont  le  zéro 
correspond  au  centre  du  voyant. 

Pour  déterminer,  au  moyen  de  cette  mire,  la  distance  d'un  point 
au  plan  horizontal  de  niveau,  le  porte-mire  se  place  au  point  en 
question,  tient  sa  mire  bien  verticale  et  d'après  les  indications  de 
celui  qui  vise,  lève  ou  abaisse  le  voyant,  jusqu'à  ce  que  la  ligne  de 
visée  passe  par  le  centre  du  voyant.  Il  fixe  alors  le  voyant  au  moyen 
de  la  vis  de  pression,  lit  sur  la  mire  le  nombre  de  centimètres  et  sur 
l'indice  le  nombre  de  millimètres,  dont  le  centre  du  voyant  est  au- 
dessus  du  talon  de  la  mire.  Cette  distance  mesure  en  même  temps 
celle  du  point  au  plan  de  niveau.  Si  on  fait  la  même  opération  en 
deux  points  et  si  ou  a  trouvé  pour  ces  distances  respectivement  l'",253 
et  l'^,biP>,  le  premier  point  seraj^l^is  élevé  que  le  second  de  0"',293. 

Quand  les  distances  à  mesurer  sont  de  plus  de  deux  mètres,  on  se 
sert  d'une  mire  à  coulisse  qui  permet  de  mesurer  les  distances 
jusqu'à  4  mètres. 

La  mire  à  coulisse  se  compose  d'une  règle  de  deux  mètres  de 
longueur,  divisée  sur  une  de  ses  faces  en  centimètres,  le  zéro  se 
trouvant  au  talon.  Une  seconde  règle  plus  étroite,  aussi  de  deux 
mètres  de  longueur,  glisse  à  frottement  doux  dans  une  rainure  longi- 
tudinale ])ratiquée  dans  la  première  règle.  Le  voyant  est  fixé  à 
l'extrémité  supéi'ieui'e  de  cette  réglette,  son  centre  étant  placé 
exactement  à  deux  mètres  de  distance  du  point  marqué  zéro  sur 
l'indice  du  collier  qui  embrasse  l'extrémité  inférieure  ;  ce  collier 
porte  une  vis  de  pression  et  un  bouton  au  moyen  duquel  on  peut 
facilement  faire  mouvoir  la  réglette  dans  la  rainure  de  la  règle 
principale. 

Lorsque  le  contre  du  voyant  a  été  amené  snr  la  ligne  de  visée, 
on  fixe  la  réglette  et  on  lit  sur  la  règle  le  nombre  de  centimètres  et 
de  millimètres  qui  séparent  le  talon  du  zéro  de  l'indice  et,  en  ajou- 
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tant  deux  inèti-es  au  nombi'o  ainsi  trouvé,  ou  obtieut  la  distance  du 
talon  à  la  ligne  de  niveau.  Ainsi,  si  on  lit  sur  la  règle  0"\356,  le 
point  du  sol  sera  de  2'", 356  au-dessous  de  Thorizon  du  niveau. 

On  peut  aussi,  au  moyen  de  cette  mii'e  à  coulisse,  mesurer  les 
distances  moindres  que  deux  mèti-es  ;  il  suffit  de  détacbei'  le  voyant 
de  la  réglette  et  de  le  faire  glisser  le  long  de  la  règle  comme  pour  la 
mire  simple.  On  pounait  aussi  fixer  uu  deuxième  voyant  à  Textié- 
mité  inférieure  de  la  i-églette,  ce  qui  rendrait  uniforme  le  travail  du 
porte-mire. 

Bien  qu'on  puisse,  au  moyen  de  la  mire  à  coulisse,  arriver  à 
mesurer  des  bauteurs  de  4  mètres,  il  sera  bon  autant  que  jxissible, 
de  ne  pas  dépasseï-  3  mètres,  cai-  au  delà,  la  mire  devient  d'une 
instabilité  très  gênante  pour  le  niveleui-,  pai'  suite  des  oscillations 
que  le  vent  imprime  à  l'instrument. 

On  se  sert  aussi  de  mii'es  dites  mires  parlantes,  sur  les(juelles 
le  niveleur  lit  lui-même  la  cote  que.  dans  les  mires  à  voyant,  le 
porte-mire  doit  inscriie  lui-même. 

Quand  les  deux  points  dont  on  veut  déterminer  la  différence  de 
niveau  sont  tiop  éloignés  ou  sont  séparés  par  des  obstacles  qui  ne 
l)ermettent  pas  de  les  apercevoir  d'un  même  point,  ou  doit  avoir 
recours  à  des  stations  intermédiaires,  et  opérer  comme  l'indique  la 
figure  20. 

Si  nous  désignons  pai-  ronjis  d'avant  les  visées  diiagées  de  A  vei's 
E  et  par  coups  (Varrièn'  les  visées  dirigées  de  E  vers  A,  la  difterence 
de  nivt'au  des  deux  [joints  A  et  E  s'obliendi'a  en  faisant  la  somme 
des  cotes  d'avant  et  la  somme  des  cotes  d'arrière  et  eu  leti'anchant 
la  deuxième  somme  de  la  première  ;  la  différence  de  ces  deux 
s<unmes  douuei'a  la  différence  de  nij'eau  des  points  A  et  E,  et  sui- 
vant que  cette  différence  sera  positive  ou  négative,  le  point  A  se 
ti'ouvei'a  au-dessus  ou  au-dessous  du  point  E. 

La  ditt'é)"euce  de  niveau  de  deux  points  successifs  est  toujours  la 
différeuce  entre  la  cote  d'avant  et  celle  d'anière,  le  point  de  départ 


Fig.  20. 


étant  le  plus  élev('  (piand  cette  différence  est  positive  et  le  plus  bas 
lorsque  la  difféi'euce  est  négative.  Doue,  si  a,  h,  c,  cl  sont  les  rotes 
d'arrière  des  points  A,  B,  C,  D,  et  h' ,  c' ,  d',  e',  les  cotes  d'avant  des 
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points  B,  C,  D,  E,  la  différence  entre  les  points  extrêmes  sera  la 
somme  algébrique  de  toutes  ces  différences  et  sera  égale  à 
{h'  +  c'  +  d'  +  e')  —  in  -f  h  -\-  c  -\-  ci). 
Nous  donnons  ci-après  un  dispositif  poui"  un  carnet  de  nivellement. 

MODÈLE  D'UN  CARNET   DE  NIVELLEMENT 


POINTS 

DISTANCES 

COUPS    DE    NIVEAU 

DIFFÉRENCES 

HORIZONTALES 

COTES 

NIVELÉS 

arrière 

avant 

+ 

— 

A 

1,30 

83 

B 

84 

U,5U 

3,20 

1,90 

81.1 

C 

45 

3.50 

0,80 

0,30 

80,80 

D 

44 

2,20 

0,40 

2,10 

82,90 

E 

49 

1,20 

1,00 

83,90 

6,50 

5,00 

Vérification 


G,50  -  5,00  =  0,90. 
83,90  -  83     =  0,90. 


FIN 
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PREFACE  DE  LA  SECONDE  EDITION 


Nous  croyons  devoir  signaler  les  changements  qui  caractérisent 
cette  nouvelle  édition  de  la  Géométrie  complétée  de  M.  V Inspecteur 
général  Cambier. 

Les  préliminaires  ont  été  allégés  des  notions  relatives  aux  rapports 
commensurahles  et  incommensurables  ;  celles-ci  ont  été  reportées  aux 
chapitres  consacrés  à  la  mesure  de  l'arc,  de  l'angle  (IP  L.)  et  du 
segment  rectiligne  (IIP  L.).  Les  démonstrations  dans  lesquelles 
intervient  la  théorie  des  limites  ont  été  simplifiées  ;  l'étude  du  cercle 
et  des  corps  ronds  en  a  été  rendue  plus  facile.  Quelques  changements 
ont  été  aussi  apportés  à  Tordre  des  propositions,  notamment  dans  les 
cJtapitres  relatifs  aux  droites  perpendiculaires  (P^  L.),  à  la  simi- 
litude (IIP  L.)  et  aux  plans  perpendiculaires  (V^  L).  Enfin,  aux 
exercices  si  nombreux  recueillis  par  M.  Cambier,  nous  avons  joint 
les  questions  proposées  à  VEcole  Militaire  et  au  Concours  Général 
depuis  1900. 

Ajoutons  encore  que  des  figures  blanches  plus  commodes  ont  été 
substituées  aux  anciennes  figures  et  qu''un  texte  plus  petit  indique 
clairement  les  matières  réservées  aux  classes  scientifiques. 

0.  L. 


N.  B.  Sauf  quelques  corrections  dans  le  texte  et  une  augmentation 
dans  le  nombre  des  exercices  proposés,  cette  nouvelle  édition  ne  diffère 
pas  de  la  précédente. 
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